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SUR LES EQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE ÉLASTIQUE 


PAR 


IVAR FREDHOLM 


à STOCKHOLM. 


On connait le rôle fondamental que joue l'intégrale particulière - 
T 


de l'équation A« — o dans la théorie du potentiel. On connait de méme 
des intégrales particulières des équations d'équilibre d'un corps élastique 
isotrope, qui pour cette partie de la théorie de l'élasticité jouent un rôle 


tout à fait analogue à celui de la fonction - dans la théorie du potentiel. 
= 


Les dites intégrales particulières ont pour caractère commun la propriété 
d'être homogènes du degré —1 et d'avoir un seul point singulier réel 
a distance finie. 

Il est naturel de se proposer la question s'il existe des intégrales 
particulières des équations de l'équilibre d'un corps cristallisé quelconque, 


. . A AME . I 
jouissant des mémes propriétés que la fonction -. 
2 


J'espère d’avoir donné une réponse satisfaisante de cette question par 
les résultats suivants. 

Dans le premier chapitre j'ai donné une formule représentant toutes 
les intégrales homogènes du degré — 1 et analytiques, d'une équation 
aux dérivées partielles et a coefficients constants. En donnant aux élé- 
ments arbitraires dans cette formule des valeurs convenables, on trouve que 
les équations différentielles de la forme fl = à 2) =o, où f est une 
forme définie, admettent toujours un certain nombre d'intégrales qui sont 
régulières pour tout systeme réel des variables, le systéme x — y — 2 — o 
seul excepté. 
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A l'aide de ces intégrales je déduis, dans le second chapitre, du 
théoréme connu de Berri une formule permettant d'exprimer les compo- 
santes de déformation à l'intérieur d'un corps, si on se donne ces com- 
posantes à la surface ainsi que les forces agissant sur la surface. 

La dite formule se compose de trois espèces d'intégrales, parfaite- 
ment analogues aux intégrales qui représentent, dans la théorie du po- 
tentiel, les potentiels d'une masse étendue à trois dimensions, d'une couche 
simple et d'une couche double. Dans le troisiéme chapitre on trouvera 
une étude de ces intégrales. 

Dans le méme chapitre j'ai de plus démontré que l'on pourra ex- 
primer toute intégrale homogène de degré négatif entier des équations 
d'équilibre, qui est réguliére pour des valeurs réelles, comme fonction 
linéaire des dérivées des intégrales régulières du degré — 1. Ensuite 
jai montré quelle est la signification physique des intégrales homogenes 
du degré —1, et j'ai résolu le problème d'équilibre d'un milieu élastique 
infiniment grand, non déformé à l'infini. 





CHAPITRE I. 


8 1. Les solutions homogènes du degré —— 1 des équations dife- 
rentielles linéaires à coefficients constants. 





Les fonctions homogenes du degre 1, satisfaisant a une équation 


différentielle linéaire homogene et a coefficients constants 


9 9 


CESMED eT 
CSS 9%, 


(1) (=, 


peuvent s'obtenir de l'intégrale particulière 


I 
U = —€———: 


5 on + S, an E. 
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en formant lexpression 


WE, dé 
2 MW | = P 4 
(2) E 





Dans cette formule les variables sont liées l'un à l'autre par la relation 
Merle ED 0, 
of 


,(£, 7) désigne la dérivée — , et d(£, 7) est une fonction entière rationnelle 
2 4 te on” 7 / 
en x du degré a — 1, » étant le degré de f, par rapport à € elle sera 
une fonction analytique. 

Cela posé, nous faisons sur FE, > & » &)) les hypotheses: 

1. que le coefficient de £7 soit différent de zéro, 

2. que les facteurs de f, si elle est réductible, soient tous inéwaux. 


En vertu de l'hypothése 1 nous pourrons écrire 
(£ TL r Nn—1 : 
deeem a Vit doo pre 


ou f, est certainement différent de zéro. En vertu de la seconde hy- 
pothése les racines 7,...7, de l'équation f(£, 7) =o seront en général 
inégales. 

Substituons maintenant ces racines successivement pour 7 dans l'ex- 
pression (2) et faisons la somme des résultats, nous aurons une fonction 
symétrique des racines 7, dont on obtient l'expression en fonction de 
£ seul de la maniere suivante. 

Décomposons en des fractions simples la fonction rationnelle de 7 


b(E, 7) A 
f(s 9)(Ee, + 4%, + à.) 





Pourvu que la variable £ ait une valeur telle que les racines 7, de 
l'équation f(&,7) =0 solent tous inégales, on obtient 





3 ACER) ANS DE, m) ho: 
(3) tar) e » ze 


où x, est determine par l'équation £z, +7% + v, — o. 
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Développons maintenant les deux membres de l'équation (3) suivant 
PE zs I 
les puissances négatives de 7 et écrivons que les coefficients de = sont 


égaux, nous aurons l'expression cherchée 





EEG ONE 
(4) Dee ee) ees 


Posons maintenant 
h —1 bs —2 ^ 
DE — yt E ++ hs, 
avec les valeurs suivantes des coefficients A: 


k, Ex hd 


k, = fid Us fo Da 
(5) 


k, fad, up feds =F Ooo p fo Dn 


où les d désignent des fonctions analytiques indéterminées. 
En formant maintenant l'intégrale définie 


(6) u=—s 1 d 


27i e. fe , M) 





c 


où le contour fermé C ne doit contenir d'autres points singuliers que les 
"cines de l'équation f(£,7,) — o, on obtient une intégrale homogene du 
degré — 1 de l'équation (1), comme cela résulte évidemment de l'équation 
(4). Nous allons démontrer qu'on pourra choisir les fonctions indéterminées 
d, de maniere que les x premiers coefficients du développement de w sui- 
vant les puissances eroissantes de x, seront égaux aux » coefficients cor- 
respondants dans le développement d'une fonction homogène du degré — 1. 





h - * La 
En développant la fonction — 9G 7) suivant les puissances dé- 
æ, f(6 , 7) 
croissantes de 7 on trouve 


7 
=] 
— 








CAE) SS RC UA may Pais) 
uf, v, (7 vom RP 


y=1 4 
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Ce développement converge, pourvu qu'on ait donné à 7 une valeur sa- 

tisfaisant à l'inégalité |y| > À, où AR désigne la valeur absolue de la 
plus grande racine en y de l'équation f{£, 7) = o. 

CH aq : P , Ju PRA À 

Soit £— — -* un point régulier pour les fonctions ¢,(&)...¢,,(&) 


V1 


DID ye n . 5 CA 
et choisisson* pour contour d'intégration un cercle C avec le point —— 

CA 
comme centre et avec un rayon p assez petit pour que C ne contienne 


aucun point singulier des fonctions d. Supposons cette condition vérifiée 





. X : remo. "d . wv 
si o < à et posons € = — + + pe", d'ou il vient y, = — — pe". 
a a 
1 pa 
Parce que les racines de l'équation f(£, 7,)—0 pour x, — o deviennent 
, B v. 9.8 . 
tous égales à — ^, on pourra choisir x, assez petit pour que le cercle 
i 


C contienne toutes ces racines, et qu'en méme temps le module de 7, 
soit plus grand que R. 

Les conditions précédentes étant vérifiées, on pourra intégrer les deux 
membres de l'équation (7), ce qui nous donne le résultat 





(8) : 





1 c 1/ 
oop OQ » (— Ti) (v) x, \ on 
Mais ici le coefficient de ae — Par ==) est une fonction ho- 

y vy V1, 
mogene des variables x, et æ, du degré —(» + 1) qu'on pourra choisir 


arbitrairement si » <n— 1. 

Donc, la formule (6) nous donne bien toute intégrale homogene du 
degré — 1 de l'équation (1) qui est développable suivant les puissances 
croissantes de #,. 

Comme on peut toujours faire un changement linéaire de variables 
de maniére qu'une fonction, de l’espece considérée ici, soit régulière pour 
æ, =o et que l'hypothèse 1 soit vérifiée en méme temps, on peut con- 
sidérer comme résolu le problème de trouver les intégrales homogènes 
et analytiques du degré — 1 de l'équation (1). Toutefois il reste une 
restriction, à savoir l'hypothèse 2. Mais il est aisé de voir que cette 
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restriction n'a aucune importance. Car l'expression (6), satisfaisant iden- 
tiquement à l'équation (1), ne cesse pas à satisfaire à la même équation, 
si la fonction f(£,,£,,6,) par hasard a un facteur multiple. De plus le 
développement (8) a la méme forme encore dans ce cas, et les coefficients 
des n premiers termes sont des fonctions arbitraires. 

La formule (6) est ainsi toujours l'expression de l'intégrale cherchée. 

On doit observer que les intégrales, dont nous avons donné l'ex- 
pression sous forme d'intégrale définie, peuvent se présenter sous une 
forme débarrassée de tout signe d'intégration. Car, en se servant de l'équa- 
tion (4) on peut aisément effectuer l'intégration dans la formule (8) et 
on trouve pour expression de # la somme suivante de résidus 


n 


(9) AE OE DE , m) 


Et € f. (Sv D 2») matt AC , hy) 2 








ou €, 7, désignent les coordonnées des points d'intersection des lignes 
P um = 1 Yr id — 
FE, 7) 0 Sv, + 7%, + v, — 0, 


et f, et f, sont définies par les formules 





in se servant des coordonnées homogènes €, , €,,é, à la place de £ et 
f 


= 9 
9c, 


co 


de 7 on peut donner à w une forme plus symétrique.  Posons f, = 
il vient 


nf(é, , e ? &) == IS AE 126 =F 153 — 0: 


Comme nous avons 


AS =f v.e, xi v.e =10) 











on déduit, en introduisant trois constantes ki» k,,k,, 
et Ebo giis cr BR 0 eS 
Uy Ta TT! s la V. fi TT Xi: ie v fs ii. v, f. LA , k, D k, 
2, 85. €, 
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Pour que la derniére expression ne soit pas illusoire, il faut que 


les % satisfassent à l'inégalité 


ky 5 xls ke, zi: k.&. = O- 











Par introduction des expressions € — 2 et 7 — 7 on trouve 
33 $5 
i -Nn—2 £ & \ 
= SG DE) 
des ERES 
le alle ee 5 ve WEN) 
HE 5X5 + RE + SE) 
[eT , 
| 
a ; Le v. | 
| 2 p 
lf» fis fs 


où lon a désigné par d (&,, £,, £j) la fonction homogene du degré n — 2 


NE : : ; 
(s = L'expression de # à l’aide des coordonnées homogènes 


devient done 
n ER fs EA GE EIE lé ae ks 65) 


(10) u=> 2 k 


, 








alerts 


£i étant les coordonnées des points d'intersection des lignes 


we 
2 


f(e, , & , en) = O, Ti e dE Ne + TES = O, 


et AGREE): 
Afin d'obtenir une expression symétrique de w en forme d'intégrale 


définie il convient d’exprimer la variable € dans la formule (6) par une 


variable auxiliaire s de la maniére suivante. 
Définissons & , €, et £| en fonction de s par l'équation 


(1 1) hs, sla h,S, ap d Y ’ vy 
as+b,, a, -- 5, , a,5 + 4, | 


qui doit être vérifiée quelles que soient les quantités A. 
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Nous supposons que les a, et les b, soient des constantes arbitraires 
réelles mais indépendantes des #,. 
Pour #,— x, la formule (11) nous donne 


y 


d 3 ls oS ur A = 0° 


ler 


et 


De l'expression £ = 2 il vient , = 


fp 
E 
Iv» 


_ &dé& — &dé, 


dé 
& 





, 


expression qui prend, aprés un calcul facile, la forme 





gr 
a 
lad —_— ı pat - ! 
de = SNR A ds, 
DID ED 





ou, si nous désignons le déterminant par (x, @, b), 


d£ = —=*(x, a, b)ds. 


£2 
$a 


in introduisant ces expressions des £,», et d£ dans la formule (6) on 
trouve enfin 


. O3 (Gs 5. 6X2 bua) 
(15) B J EGE Ey dE 





C 


Par rapport à cette formule nous faisons les remarques suivantes. Le contour 
C doit contenir du moins une des racines de l'équation f(€,, £,, €,) — 0, 
autrement w serait nul. 

Supposons qu'on ait fixé un contour d'intégration C. Alors il est 
clair qu'on pourra faire varier les constantes arbitraires a, et à, d'une 
maniére continue sans que cela ait aucune influence sur la valeur de #, 
pourvu que, pendant cette variation, aucun des zéros de f(£ ,&,,&,) ne 
traverse le contour C. 

Il est clair qu'on pourra aussi faire varier les x, sous la méme condition, 
sans que l'intégrale (12) cesse de représenter la méme fonction analytique. 
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En particulier, supposons que le contour C soit l'axe des s réelles et 
que f soit une forme définie. Alors deux systèmes de valeurs des con- 
stantes a,, b, donnent la méme valeur à w, si on peut passer de l'un 
système à l'autre par variation continue, sans rencontrer de systéme pour 
lequel il y a des racines réelles de l'équation f— o. Mais sil y a 
une racine réelle en s de l'équation f— o, les valeurs correspondantes 
des £,,6,,&, seront & — &, — €, — 0; dans ce cas l'équation (11) nous 
donne, en y posant A, — «,, 


ae + 4,6, + 4.6 — (a, 5, 2) — o. 


La condition (a,b,x)—o est ainsi nécessaire pour que f=o ait une 
racine réelle en s. 

En. supposant de plus que d(—x,, —x,, —x,) — d (v, , v, ,%,), 
cherchons quelle sera la valeur de u(x, , v, , 


: a , nd . à » " 
des variables z,, r,, zx,. Parce qu'on ne peut passer du point (x, ,a,,2,) 


,) quand on change le signe 


au point (— 4, , —%,, —x,) sans rencontrer des valeurs pour lesquelles 
on a (a,b,æx) = o, il est nécessaire de faire varier les quantités a,, 5, en 
méme temps que les x. Supposons par exemple que les valeurs des 
quantités a,, b, soient telles que (a,b,x) conserve la valeur 1 pendant que 


(2,,%,,%,) passe du point (v,,z,,v,) au point (— z,, — x,, — v,). Comme 


alors les fonctions & et f ne changent pas de signe, on aura 


UT, — 3%, — 4$,) = w(z, . v, , %,). 


$ 3. Le cas o [(£,, £,, £) est une forme définie. 


Supposons que la forme /(£,,£,, £,) soit une forme définie, c'est à 
dire que l'équation 


HET 
n'admette pas de solution réelle autre que la solution évidente 


= = 
& = §, = §, =0. 

Nous allons démontrer, dans ce cas, qu'il se trouve parmi les intégrales 
homogènes du degré —1 un certain nombre jouissant de la propriété 
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d'être holomorphes dans le voisinage de tout point réel, l'origine seule- 
ment excepté. 

Les fonctions considérées ici étant homogènes, il suffit de démontrer 
que nos fonctions sont réguliéres pour toutes les valeurs réelles satis- 


faisant à la condition 


q2-Fz)-r 23-5 1. 


De l'équation (11) on tire, en donnant aux quantités k,, k,, k, les valeurs 


a5%, 


Gé + CA at 0,8, = (a, b ? x), 


d'ou lon conclut que la distance du point & ,£#,,€, à l'origine n'est 
jamais moindre que 





Supposons, ce qui est toujours possible, les nombres a,, b, choisis de maniere 
que r soit plus grand qu'une quantité donnée différente de zéro, soit d. 
En appelant » le minimum de /(&,,£,, &) pour .les valeurs réelles 
satisfaisant à l'équation 


E 22 gl 
État es e — Up 


on peut affirmer que le minimum de f(5,$£,,£) pour des valeurs 
réelles de s n'est pas moindre que pd". 


Alors l'équation f(£ , £,, £,) — o n'admet aucune racine reelle en s. 
De plus, le coefficient de s" dans cette équation étant 








on pourra toujours choisir a, ,a,,a, de manière que ce coefficient sera 
en valeur absolue plus grand qu'une quantité positive donnée, soit 4. 
Les autres coefficients étant toujours finis, il est clair qu'on pourra 
décrire du point s — o comme centre un cerele C avec un rayon p in- 
dépendant de z,,2,, x, et assez grand pour que toutes les racines en s 
de l'équation f($,,5,,5,) = O solent intérieures à C. 


3 


Prenons maintenant pour contour d'intégration dans la formule (12) 
à \-carecle Y van ax > "ys y i: str 
un demi-cercle C, avec le rayon o, plus grand que p ayant le diamètre 
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sur laxe des s réelles et l'origine pour centre. Alors je dis que la 
fonction u(x, , r,, r,) définie par l'équation 





4 — 
e 
e 


> = £ \ 
| HE, ' 5 B & (a , b ' v) as 


NG, 5 San Gy) í 


où d désigne une fonction entière rationnelle et homogene du degré n— 2, 
n'aura pas de singularités réelles. 

On voit maintenant que la valeur absolue de f(5£,, £,, £), quand s 
parcourt la partie curviligne de C,, ne descend jamais au dessous de la 
quantité A(o, — p)". Soit m le plus petit des nombres pd" et A(p, — p)"; 
alors m est une limite inférieure des valeurs absolues que prend f(& , £, , £;) 
quand s décrit le contour C,. Cela posé, on peut trouver deux nombres 


h et m, « m de maniére que l'inégalité 


ACA gus h, vy + h, ? V. xk h, ? 8) = f(x, I Vo I T. I s)| < m, 
soit verifiee pour tous les h, satisfaisant aux inegalites 
(13) |A, | « N. (v=1, 2,3) 
Dans l'inégalité précédente on a désigné f(€,,&,,&,) par f(x, , , , v, , s). 
. - . . r a, b , æ) 
Maintenant il est facile de voir que le développement de 


suivant les puissances croissantes des h, converge pour tous les h, satis- 


faisant aux inégalités (13). Posons 





(14) eie o. E eus Miete, 


if AyAohs 
et soit G une limite supérieure des valeurs de (a, b,x) pour les valeurs 
des variables considérées. Nous avons montré que la valeur absolue de 
f(x, +h,, v, +h,,x,+h,) n'est pas moindre que m—m,, par suite 
on trouve 

G I 
| 

| 0, 1, SS TI FASER.“ 

Le développement (14) étant ainsi uniformément convergent, on a le 


droit d'écrire 


(a, b,æ)c —. ck MO 
(1 5) “= | a " ds = ow D 13,48 3 


© Ayhods a 
Cy 
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Il s'en suit que la fonction w est développable dans le voisinage d'un 
point réel quelconque z,,2,,c, satisfaisant à l'équation w+ a+ 2;— 1 
et que ce développement converge pour tous les Ah, qui sont moindres 
que h. Soit ce développement 


E Wr rg, T? hie his 


= Mes 


le développement de # autour d'un point z, , #,, x, satisfaisant a l'égalité 
x? + x + xir? s'écrit 


(16) er dea. pa le fs 


phe ti, 


AA 3 


et converge par suite, si les A, satisfont à l'inégalité 
| | SCHE ue 
(17) (| < hai + 23 + a, 


et a fortiori si VA? + à +h? < hyo? + a + a. 

Il importe d'observer que le développement (16) est aussi uniformé- 
ment convergent, si on le considére comme fonction des variables réelles 
%,,%,,%, assujetties à la condition 





+ Vie + ee TRS < vel + ae y =, 


car dans ce cas encore chaque terme du développement de w est inférieur 
en valeur absolue au terme correspondant d’une série convergente dont 
les termes sont indépendants des termes dans le développement de w. 


§ 3. Application à un système d'équations différentielles. 


Dans la suite nous aurons en particulier besoin des intégrales homo- 
genes du degré — 1 de deux systèmes d'équations différentielles, à savoir 


3 
(18 a) 2 Au, = 0, (18 b) li An = 0. 
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où les A,, désignent des symboles d'opération de la forme 


in 
TE ) 3 où 
EE 92,0 2p (a, 8=1, 2,3) 


A ; 
ou (5) dési igne un coefficient constant. 
aj 


Nous aurons les intégrales cherchées de la maniére suivante. Elimi- 
nons soit entre les équations (18 a) ou (18 b) deux des inconnues, nous 
obtenons une équation différentielle qui peut s'écrire sous forme symbolique 


| 11 A Ais 
| A,, 22 ae VEO: 
A A A 


Cette équation différentielle est linéaire, homogene du sixieme ordre et 
à coefficients constants. Appelons f la fonction qu'on obtient en rempla- 
9 


; 9 ; 5 9 9 
“ant dans le déterminant les signes d’operation uuu ar P Dat des va- 
x a x 
1 2 3 
Hiables & 5.6.5.6, - 
D’aprés ce qui précède les intégrales cherchées seront représentées 


par les formules 


6 a 


I "(a ,b,«)d, I | ze ; 
I rie | 2 E See 
go» ; } Du > J AG En + ma, Fe) 


c c 





où il ne sagit que de déterminer les fonctions d. 
En introduisant les expressions (19) dans les équations (18 b), on trouve 


6 © v y vo» 
v E i e F A 2p UA zi: A, Ys 
2. | FE, wee, + oe, ta) 


v=1 


d£ = o, (#=1,2,3) 
C 


ou les A}, désignent les fonctions qu'on obtient en remplaçant dans les 


° 9 
Dos 35? aa." Oz, 
x4 73 3 


par £,7,, 1 respectivement. 


" 
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On voit qu'on satisfait aux équations précédentes en prenant pour 
les d des fonctions du quatrième degré dépendant de trois constantes 


arbitraires et définies par les formules 


| k, A,, As, | | Ay, k, A,, 1 A, A,, I, 
| | 
hi = | k, A, A, |? fa = | Ai, RA, 4, =\ A, A, Fe ls 
| k, A,, A | | A; k, A | | A; À; k, | 


Prenons enfin pour contour d'intégration C le demi-cercle défini 
dans le numéro précédent, les formules (19) représenteront des intégrales 
du système (18 b) dont le seul point singulier réel à distance finie est le 
point xz, — r, — r, =o. Désignons par A, ,f,,ß, les intégrales ainsi 
obtenues. Maintenant on aura immédiatement les intégrales analogues 
du système (18a) en échangeant entre eux dans les expressions des d 
les indices des A.  Appelons ces intégrales à, ,a,,a,. Il résulte de la 
formule (ro) § 1 que ces intégrales à et f sont des fonctions algébriques. 


CHAPITRE II. 


La méthode de Green. 


8 1. Démonstration d'un théorème fondamental. 


Considérons un corps élastique quelconque. Soient w,,w,,w, les 
composantes du déplacement d'un point du corps, %,, 2,, %, les coor- 
données rectangulaires du méme point dans l'état naturel. Alors on sait 
que le potentiel des forces intérieures s'exprime à l'aide d'une forme 
quadratique définie des six variables 
ou, Qu; Oty 


vy À = = 3 —12938 
9a, / ax, 9, (A, py v=1, 2, 3) 





Soit f cette forme, dS l'élément de volume S du corps considéré, le dit 


potentiel est égal à l'intégrale frs, étendue sur le volume 5. 
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En appliquant le principe des vitesses virtuelles on s'imaginee nu 
ze R . RUN 
autre déformation, dont les composantes seront v,, v,, v, et on considére 
l'intégrale Saas, ou À est la forme bilinéaire 


| of 9v, of ov, , of av, 
E 90,, 9v, 90,, ax, 90,, Ow, 


of ee of ed zu (+5). 


or. ^ Qc. 90, 9x, 90,, Nom, ^ Om, 





zs 





» 
20,3 


La considération de l'intégrale ‘pads nous conduira au théorème 
fondamental, dont la démonstration fait l’objet de ce paragraphe. 

J'observe d'abord que la forme A est loin d’être la forme bilinéare 
la plus générale qu'on puisse former avec les dérivées premières des 
fonctions # et v. Cependant, comme les théorèmes que j'ai l'intention de 
démontrer subsistent encore dans le cas général, je suppose, que A soit 
une forme bilinéaire quelconque des premières dérivées des fonctions 
,U,, v,. Posons pour abréger 


HU, UV, 


Æ Ov, 


a." 
9v, 


Ui 





Nous exprimons la forme A par la formule 


(2) A ES (3) UE 


aj (4,45, a, 8—1,2,3) 


77 


À 2E DENS 
^ désigne une constante et chacun des indices prend 


aß 


les valeurs ı, 2,3 indépendamment des autres. 


où le symbole ( 


Nous supposons que les six fonctions uw, , w, , U;, 0,5 v,, V, et leurs 
dérivées des deux premiers ordres soient des fonctions continues dans uu 
certain domaine réel D. 

Introduisons des quantités 7,, et T,; définies par les formules 


_ 3A 


IN 
= 


Fi 
T mL, 
Via 


AY 
A, 





ue 


Prenons dans l'intérieur du domaine D un volume S limité par une 
surface w, possédant un plan tangent déterminé en chaque point. Soit 


dw l'élément de «c. 
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Des identités 
r A TT ZT; aU 3a = ZT 


on déduit maintenant d’une manière bien connue deux expressions de 
l'intégrale [Ads 
E 


(4) if AdS 


2 Te 
= if, Z,v, 2, T,, cos (nz,)de — (20d, a as 
S 





et 





JE? 5,5 COS (na) de — [Em De ds, 
7B 


ou » désigne la normale extérieure de la surface w et cos (nx,) (a = 1,2,3) 
ses cosinus directeurs. 
De l'équation (1) on tire les expressions des 77, et T,; 


jp ape Au As ApN 9 Ap 9 in 9 
A 2) KERN ge _ > 9x, ar ps de, 3 ME 9v, Jr 
hu : AUN 9 Au\ 9 /ÀuN 9 
LF — vU. Y == = RE 
one 2 (Gale -£h i iP 9v, as CA 9v, 1 es) 0æ Je 


d'ou il vient 


(4) 








NS eT. M Ap 9^u, 
= Xd c Or 





2-09 
(5) muet cmm ccs 
5 
s ; à 
Di 93,5 P > (3) 3 VA 
GER dt E ap Dag dr 


Si l'on introduit maintenant les signes d’opération 


(6) À,, = ale) ZEN 


— Aag 9v, 0% 


M Ru Os Ap 9 Ap 
A3, Lr [o 2x "E es) da, + (le 
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on pourra écrire les formules (4) et (5) 








(8) : Te = D Ne Typ = DATE 
9T 

(9 a) DN m = D, Au, 
ox 

(9 b) Zr e — >; Ad. 


Maintenant je suppose que les fonctions w, et v, satisfassent aux systèmes 
d’equations différentielles 


(10) An A DAD: eq 


1 


où les lettres U, et V, désignent des fonctions continues et uniformes. 


En formant maintenant la différence des expressions (3) j'obtiens, en ayant 
égard aux équations (10), l'équation 


(11) zw, — et) as. 


S 


= f |n, ZT, cos (nz,) — Lu, 32, Sn cos (nz,) | do. 
w 


En posant pour abréger 
T, = 2, T,, cos (nx,), q, = IT, cos (nx,), 


on peut écrire la formule (11) sous la forme 


(12) ji X,(U,v, — V,u)d8 = [ET — vB) do 
S w 


Cette formule est l'expression du théorème fondamental, qui pour 
les systèmes (10) joue le méme rôle que le théoreme de GREEN pour 
l'équation de LarLace. Dans le cas particulier, où A est la variation 
du potentiel intérieur d’un corps élastique, le théorème fondamental est 
identique au théorème connu de Berri. 
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§ 2. Application de la méthode de Green aux systèmes 
DAT Un U 22; Ayr xr V 


n 


u, trois fonctions satisfaisant aux équations 


Solent 4, , ww, , Us 


3 
LEA, U, = U;, 
= 


et supposons que les conditions de continuité du § 1 soient vérifiées. 
En prenant pour les fonctions v les fonctions B,(x, — 2}, à, — 25 , à, — 23) 
nous pourrons appliquer la formule (12) du $ 1 à condition d'exclure 
du domaine d'intégration S la partie à l'intérieur d'une surface fermée 
w'. Nous supposons que c' soit une sphère avec le rayon arbitrairement 
petit r et avec le point A(x,x°,æ;) comme centre. Soient o,, et a, les 
fonctions déduites des fonctions f de la méme maniere que les quantités 
T,, et I, des fonctions v. Appelons S’ le domaine S moins la sphère o’. 
Alors l'application de la formule (12) nous donne 


(13) [2.8 T, — u,o,)do + T1258 T, — u,o,)do' 


7) 


-[z.ugas. 
S 


Faisons maintenant décroitre le rayon r, l'intégrale 


[ x&zw 


converge évidemment vers zéro, parce que les intégrales A, sont des fone- 
tions homogènes du degré — 1 et T' reste finie pour r = o. 

Voyons ce que deviendra l'autre partie de l'intégrale appartenant à la 
sphere o'. Il suffit de considérer l'intégrale 


= EXC cos (na,) + 0, cos(nx,) + o,, cos (nx,))dw’ 


où » désigne la normale extérieure au volume 8”, c'est à dire la normale 
intérieure à la sphère ©’. Désignons par oj, la valeur de la fonction 
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homogene du degré — 2 o,; sur la surface d’une sphère au rayon 1 
concentrique avec w’, et l'élément de surface de cette sphère par da,. 
Alors les valeurs de la fonction a,, 


ag 


en deux points sur le méme rayon, 
lun sur o’ et l’autre sur ©, sont liées par la formule 


et on a de plus 
dw’ = r’do,. 


Ainsi on peut écrire 
= fu, (ei; cos (nx,) + of, cos (na,) + oi, cos (nx,))da,. 


Dans cette formule x, seul dépend de r. Posons u,(a}, 25, 25) = «i; 
à cause de la continuité de w, nous pourrons choisir r assez petit pour 
que |4; —w;| soit moindre qu'une quantité arbitrairement petite d. Soit 
de plus g la plus grande valeur absolue de la quantité entre les paren- 


thèses dans l'expression de J,, il vient 
J, — Uy ai cos (næ,) + ai, cos(nx,) + 15 cos (nx,))do, 


CR 


== fu — wai cos (nx,) + oj cos (n,) + eis cos (nz, ))do, 


a 





er 
< 0g if do, 
< 4709, 
c'est a dire 
lim J, = uj fadw'. 
r=0 ar 


Posons pour abréger 
(14) L, = [o,do', 


nous aurons 


" 0 0 
lim I ,u,o,do' = Lw + Lu + Lu. 


r=, 
o 


L'intégrale dans le second membre de l'équation (13) conserve évidem 
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ment une valeur finie, quand nous faisons tendre r vers zéro, car, en 





désignant par G et g les limites supérieures des | U,| et |rß, |, nous aurons 


ds’ 


Tr 








ji >, U,ß,d5' 
S 





< Gg { 
5 


Mais on sait que l'intégrale dans le second membre conserve une valeur 
finie, quelque petit que soit r. Par conséquent il est loisible d'écrire 


lim [2,U,8,48° = JE, U,8,48. 


Tr=0 « 


S S 


Le résultat des tous ces passages à la limite s'exprime par la formule 
Gs) Du Tunc Tuan y X, (3,1, — n,0,)do — [2,0,B,48. 
wo s 


De méme on obtient une formule analogue pour les fonctions v,, satis- 
faisant au systéme adjoint 


>. A V, = V, . 


En désignant par z, la quantité analogue à e, déduite des intégrales a, 
et par M, l'intégrale 
Ap — do’ (p=1,2,8) 
D : T, (0 , p—i,*, 
w 


la formule s'écrit 


(16 Mot Myo? Mu = f X (a,$, — v,7,)do — (| Y, V,0,d8. 


Envisageons de plus le cas où le point A(a}, 73,2) est situé à la 
surface @, et supposons que la surface w ait en A un plan tangent 
déterminé. Deerivons à cet effet, de A comme centre, la sphère w’ et 
appelons » la partie de w qui est à l'extérieur de la sphère o'. Soit S’ 
la partie de S qui est a l'extérieur de la sphère w’. Appliquons le 
théoréme de réciprocité au volume S’, nous aurons, en appelant ©’ la 
partie de la surface sphérique w’ qui est à l'intérieur de S: 


f 9«& T,—u,o,)do' + f 9«& T, — u,0,)dv 


-— f E528 
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2 


On démontre, comme dans ce qui précède, que la limite de l'inté- 
grale dans le second membre pour + = o est une quantité finie. De méme 
on trouve la limite de la premiere intégrale 


lim [zer — u,0,)do' = — u [ado — uh foto’ -— u fade, 
r=0 +, , , 
wo [7] 


w e 


ou les intégrales dans le second membre doivent étre étendues à la partie 
de la surface sphérique ©’ qui est du côté intérieur du plan tangent 
à © au point À — le côté intérieur du plan tangent étant celui de la 
normale intérieure. Parce que les o, sont des fonctions paires quantités 


il sen suit que,la valeur de f 2, do est égale à - L,. On démontre aussi 


que la limite de l'intégrale 


2 ji P Up) dy 


v 


pour r — o est une quantité finie. Cette limite peut donc étre exprimée 
par lintégrale 
[2.8 T, — u,o,)do. 
Nous sommes ainsi conduits à la formule 
La) + Lu + Lui = 2 ch E (8,7, — u,9)dw — 2 [ E,U,8,48, 
w S 
et de méme à la formule analogue 
Mv + Mu + Ma = 2 ji X. (a,$, — v,7)do — 2 N} ZV,a,dS. 
a S 
Enfin, si A est un point à l'extérieur du volume S je rappelle qu'on a 
h > (&,T,—u,0)do — [2,U,9,48 = o, 
o ‘Ss 
[2 T, — v,7,) dw =| > V,a,dS = o, 


car en ce cas aucun point singulier ne se trouve à l'intérieur de o. 
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Dans le paragraphe suivant nous allons calculer les valeurs des coefti- 
cients L et M. Comme il en résultera que ces coefficients sont diffé- 
rents de zéro, les formules (15) et (16) permettent de calculer les valeurs 
des fonctions # et v dans l’intérieur d'un volume S, si nous connaissons 
les valeurs de ces fonctions et de certaines fonctions linéaires de leurs 
premières dérivées pour les points (z,,7,,0,) appartenant à la surface c. 

En particulier ces formules s'appliquent à la théorie de l'équilibre 
d'un corps élastique cristallisé quelconque. Dans ce cas les quantités 7, 
désignent les composantes de pression à la surface du corps considéré. 
Nous reviendrons dans le dernier chapitre à cette application. 


§ 3. Calcul des coefficients L et M. 


Nous avons défini le coefficient L, par la formule 
L, = fondo, 
w 


ou l'intégrale doit étre étendue sur une certaine surface sphérique c. 
En prenant cependant pour les fonctions w, des valeurs constantes, l'appli- 
cation de la formule (15) $ 2 nous apprend que L, est indépendant de 
la forme spéciale de la surface d'intégration, de sorte que « peut étre 
une surface fermée quelconque contenant l'origine, pourvu que par une 
déformation continue, elle puisse se ramener à la sphére w. Prenons en 
particulier pour © un cylindre C parallèle à l'axe des x, et dont les bases 
aient pour équations x, = « et r, = — a. En appelant ds l'élément li- 
néaire de l'intersection du cylindre C avec le plan des z,, x,, on pourra 


écrire l'expression de D 
+a 


Le Ji yi o,dsdx, + B, 


ou B est la somme des deux intégrales étendues sur les bases de C. 
Mais en appelant A l'aire du base et en désignant par c, la plus grande 
valeur absolue de 5, quand a, est égal à l'unité on a 


2Ao, 


a? 





IB] < 
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Il s'en suit que lim B — o pour «a infini. Par suite on pourra écrire 
To 
L,— lim f. fois = f f s, ds dz,. 
—@ $s 


Mais il est clair qu'on pourra choisir une quantité positive a, telle que 


ji o, dz, , ji c, da, 
a 


aient des valeurs moindres qu'une quantité arbitrairement petite si a est 
positive et plus grande que a,. Il sen suit que l'on a le droit d'in- 
tervertir l'ordre des intégrations dans la formule pour L,. Calculons 


les deux intégrales 


d'abord l'intégrale 
Ta 


= J dx, . 
—a 


Si nous supposons pour le moment que x, ait une valeur positive, nous 
pouvons employer l'expression de £, que nous avons donné dans le cha- 


pitre I, $ 3: 
js bernd 
af E, Maler, + gam, +2) 


ou le contour C ne doit contenir que ceux des zéros de &&, + 7,7, + x, 
dont la partie imaginaire est positive. De cette expression de f, on déduit 
l'expression suivante de o, (voir § 1 form. (8)) 


Ad Ar A a Ir A, ds 


D » 
7 1 «f. (S, Ya EE, + Ya La + a,)° S) 





(1) day e t 


où les expressions A’, désignent les fonctions linéaires en & et 7 qu'on 


: ‘ : CC 
2 1 4 E = a = N Q a 
obtient en remplacant dans les expressions (7) § 1 les signes ar 


De | 2 





3 
respectivement par €, 7, et 1. 
Nous aurons par Dur pour l'intégrale J une expression de la forme 


A; cos un + Ag eos (n DP 
(2) ASS {fee XO pre ES 
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Désignons pour abréger Aj cos(n,x,) + Az cos(n,v,) par O(E,7,), nous 
aurons en exécutant l'intégration par rapport à z, — ce qui est évidem- 


ment loisible — 


J(a) = 





Ais 


7 


S __2a DE, m)dé 
m a f (Es NalaE + qam, + m, af + mum, + %,) 
Ü 


Mais dans cette formule il est aisé a effectuer l'intégration, ce qui nous 
donne le résultat 


E 4a Q (£, , 7) dé 
Ja) D t af 


of 
on — s se) (— ag, + Yuk, ate d.) 


n 490(5,,5) | 
— fr: 9r — S (a£: + 7,2, + a) 
\ 97, "258 Sy va Lg 








où lon doit donner aux &,,7, les valeurs satisfaisant aux équations 


AC) a& + 7x, + 2, =O 


, 


et aux &/,7, les valeurs satisfaisant aux équations 
x , " — . 
fie ,7) =9, — a&' mr, + $40; 
dans les deux cas & et &’ doivent avoir ses parties imaginaires positives. 


A l'aide de ces équations linéaires on peut écrire l'expression de J(a) 
comme il suit 


; Q(& , my) A a Q(& , m) 
Ja) i > SET +28 
(ast of of 


of d 
— a, —— (7x, + 2 (et le LT 
25, 135) RM ( 132) id 








et nous aurons à chercher la limite de cette fonction pour a — co. 

Puisque pour a — co les lignes droites qui déterminent £, €, 7,7 
tendent vers la ligne £— o, les valeurs correspondantes de 7 satisfont 
à l'équation 


fo; x) = o. 


Comme de plus la partie imaginaire de & est positive et que nous 
avons supposé que z, est positif, il s'en suit que la partie imaginaire de 7 
doit étre négative et la partie imaginaire de 7 doit être positive. Ce 
raisonnement suppose, il est vrai, que les racines de f(o,»7) = 0 soient 
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finies, mais on pourra toujours par un changement de coordonnées s'ar- 
ranger de manière que les dites racines soient à la fois finies et inégales. 
Cela posé, on trouve facilement la limite cherchée 


3 
D 


lim J(a) — i> » | .0(0,2) — T ne . 90.9) 
a=a y an, Urs + x, ) mr: Ta :) 


1 


Mais en introduisant la valeur de ®, on trouve 


3 


ve (nz) + A, cos (na,) 
fede, = INS. xs = 3 


"xe uy A’, cos (na,) + A; cos (nz) 
AO, x) e, + 2) 








Dans la déduction de cette formule nous avons supposé x, plus grand que 
zéro mais on voit que l'égalité subsiste encore quand x, est négative, car 
c, ne change pas de signe si on change les signes de x, et «,, et le second 
membre a la méme propriété. Nous aurons maintenant à calculer 


f J(co)ds, 


Ss 


mais comme la valeur de cette integrale ne depend pas de la forme du 
contour s, on conclut que À; et A; doivent satisfaire aux relations 


im»-4-o Ain + A = 


En tirant A} et A; de ces formules et en se rappelant que » désigne 
la normale intérieure de s, on parvient à la formule 
y Ju P 3 A , : a 
As (de, + da.) as 21 NS As (7; dos + da.) 
y f,(0, neo, + c) — 7,0 ‚np, + 2) 








L, = — 21 


mais ici il est facile d'éxécuter les integrations; on trouve 


MAX, + dz, — | 5 ‘pda, + ‚de, + dz, T ta 
Wk, + v, ye, dM 
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et par suite 


6 


ia 
Ts XL 475 om) 


où lon doit étendre la sommation à toutes les racines de l'équation 
f(o,z)-— o. Si on observe que la somme dans le second membre n'est 





ds I ; A 
autre chose que le coefficient de - dans le développement de —— 


7 f(o ,7) 
suivant les puissances décroissantes de 7, il est facile de simplifier l'ex- 
pression de L,. Nous avons en effet (voir form. (1) et (2) ce paragraphe) 


A, = Vo, 3l NIE ar Vi Da 














k, A As Ai ky A Ay A,, k, 
" | 
= Vi, ke A, A, | zm Vis As, k, A sss Sa A, A, k, | 
k, Ass Ass | [As k, A;; AT Ass ks 














d'où Von tire, en se rappelant les formules (6) et (7) $ 1, la valeur 


suivante du coefficient de 7° dans A, 





mais ici le déterminant qui multiplie 4, est égal au coefficient de y* 
dans f(O,x); par conséquent on aura 


L, = 47k. 
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ap 


Parce que L, ne dépend point des coefficients | ) et comme on aurait 


lu, 
obtenu la valeur de M, par le même calcul, en prenant pour point de 


; Vc) ^ F 3) 3 
départ des formules où l’on eût changé e en b on conclut que la 


valeur de M, est 
M, = 4rk,. 
Les formules (15) et (16) du paragraphe précédent prendront par 
suite la forme 


AT J 


[0] 


(15a) ki thu + ku; = E FE, (T, 8, — u,o;) deo — = 12 U,8,48 
S 


et 


AT Jj 


e 


^ : 1 
(162) Avi + ko + kv; = 4 / Dee — 0, 7,) do — ze {= V,a,ds. 
s 


0 0 


Dans le cas ou le point (a, #3, 2$) est un point de la surface w avec 


un plan tangent déterminé on a les formules 


(17a) Kui + ud + Rut = 2 f X.0,8,— ,7)do — 7- ji >, U,8,48, 


1 


^ 


(18a) Au + kv) + ky v3 = | 2, (3,4, — v, t,)dw — == {> Via,d8. 





coe, 


e 





GEAR PR Ebr: 


Applications. 
§ 1. Application à la théorie de Véquilibre Wun corps solide 
élastique. 
Soit f une forme quadratique définie des six variables 


à au, a ae ou) au 
„= MU) Se ES S 
La da,” e Lus or, 9; 
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nous avons déja rappelé que J fas peut représenter le potentiel des 
forces intérieures d’un corps élastique. Prenons un autre système de 
variables 

9v, 


Qv, 9v, 
= e = €, — 
yy ox, 


i ELT = 
ine 0%) NOTE 


[07 


Su 
je rappelle que nous avons (§ 1, chapitre IT) 

of of _ of 
fas slc 925 st 90,, gl + 20, 


20, 
of OEC 
de de, CE 
31 12 














E19 
2 











Sender +0, + 9,, + 
3 23 

I] sen suit que les quantités 7,, sont identiques aux composantes de 
pression qu'on désigne d'ordinaire par ¢,, (voir p. ex. CrEsscH, Theorie 
d. Elasticität). 

Soient X,, X,, X, les composantes rectangulaires de la force solli- 
citant un élément de volume, les composantes de déformation satisfont 
aux équations 


ET (a=1,2,3) 





Mais ces équations sont identiques aux équations différentielles (10) $ 1, 
chapitre IL Cela suffit pour voir les rapports des problèmes traités 
auparavant avec le probleme de l'équilibre d'un corps élastique solide. 

Il reste à démontrer que le déterminant des fonctions A,, ne peut 
être nul pour aucun systeme de valeurs réelles des variables. Dans l'ex- 
pression de A posons w, = v,, il vient 


2f — Au, wu). 


Substituons dans cette équation w,,— x,&,, on obtient 
ag y (o LEE Ys ‘a > Ale E 
MES 0/2" /'n Sa s > AS ( SaS3 

imag NOB, QE d aj, 


= LA, (& , e , HET 
C'est à dire, si l'on fait dans 2f les substitutions 


^ = 


met La. - ^ ait = 
Uy = T,8,, Oin = Te, + 9,6 
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on obtient une forme quadratique en z,, z,, x,, dont le déterminant est 
précisément le déterminant des fonctions A,,. 

Supposons que ce déterminant füt nul pour un systéme de valeurs 
réelles des variables, soit & = a,, ou l'une des quantités a, doit être diffe- 
rente de zéro. Alors on pourrait trouver un systéme de valeurs réelles 
z,— a,, ou lune des quantités a, doit être différente de zéro, pour lequel 
f serait égale à zéro. Mais pour l'évanouissement de f il faut que 
à, = O, Àj, — O, ou bien que les équations suivantes soient vérifiées 


aya =} 4,0, + 4% = O. 


Nous pouvons supposer que a, soit différent de zéro; il s'en suit que 
mu o En substituant cette valeur dans les autres équations, on trouve 
4,0, — O, 4,a — O, d'ou lon conclut que a, = a, = o, ce qui est contraire 
à la supposition. Ainsi le déterminant des fonctions A,, est différent 
de zéro pour tout systeme de valeurs réelles des variables £, le système 


DL — - — © seulement excepte CHAOS AD) 


$ 2. Développements en série. 


Nous avons vu que les fonctions a, et f jouissent de la propriété 
, i BEST 
d'étre développables en des séries de puissances dans le voisinage d'un 
point réelle &,,4,,a, quelconque, à l'exception seulement du point 
a, — a, — à, — 0. De plus le développement de ala, +h, , a, +h,, a, 4- ^) 


suivant les puissances des variables h,,h,,h, converge pour toutes les 


2? 3 
valeurs de ces variables h satisfaisant à l'inégalité 





vhi sc m a= hi < plat + a3 + a, 
où y est une quantité positive indépendante des quantités a, et h, et 
inférieure à l'unité. 

Cela rappelé, supposons que w,,w,,w, forment un système d'inté- 
grales de équations différentielles (7) chapitre II vérifiant les conditions 
nécessaires pour l'application du théorème de Berit dans un domaine 
limité par deux surfaces sphériques 1 et 2 ayant l'origine pour centre 


Q HU RICO TA Ne DN pie de 
et o, et o, pour rayons. Supposons l'inégalité = LH remplie, il s'en suit 


i1 


P» 
= «S pl. 
Hu 


4 
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E . 7 A A \ Li Pa 
Prenons un point z,, z,, x, situé entre les spheres des rayons n et p.n 


et soit £ , £;, £ un point sur la sphere 2, le développement de 


Le 


suivant les puissances des variables & converge, si 





ou, en considérant la serie comme fonction de #,,%,,%,, Si 


HH 
i 


Vet + 2 + a3 > 
Soit 7,, 7%, 4%, un point sur la sphere 1, le développement de 
am — 9, » 9, — 9, Ma — 93) 


suivant les puissances des variables #,,x,, v, converge, si 


Var ede m up. 
Ainsi les deux développements des fonctions 
—a,) et a(E, U en & — 2) 


ont pour domaine de convergence commun l'espace entre les deux surfaces 


sphériques des rayons = et pp. 
Ces développements convergent encore dans le même domaine si le 


point &,6,6, est à l'intérieur de la sphère 2 et le point 7,, 4,57; 
est à l'extérieur de la sphere 1. 

Appliquons maintenant la formule (4) chapitre II aux fonctions 
/Qs 4. . %,. En prenant pour domaine S l'espace entre les deux sphères 1 
et 2, nous obtenons en appelant w, et «, les surfaces des deux sphères 
160 72: 
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ku, + ku, + ku, 











3 Ay do As RAY HAHA 
I Ni era FT SG — mn, , —7,, — 7) 
STE > T,(m > M2 593) 2. ee ele = = TE z do, 
az pal RAM ES 97: 072 O75 
eu 
sghithth, n y — ya) 
ol 41? 12 43 do 





ah ghost the 
rtAgtdz 21 32) 583 


3 Ba 2) 
mh TRE A 
[2, |2, | 4s da 9204 





lo, 








A1 Ast A3 98, » Las #5) i 


- = — do 
À 2 À: 
9x, 9r, 02, 





2° 


I f \2 dot? = 
= — ul) EME TR 


Mais de la convergence uniforme des séries il suit qu'on en pourra 

effectuer l'intégration en intégrant chaque terme; on obtient ainsi un 
r , = - J ^ ra |£ d 

développement de l'expression Aw, + k,u, + k,u,, valable dans l'espace 


\ 9; , : 
entre les deux spheres des rayons — et p,4. Ce développement consiste 
u 


i 


en deux parties dont l'une est une série de puissances et l’autre est une 
série dont les termes sont les dérivées partielles des fonctions £. La 
premiere de ces parties converge à l'intérieur de la sphere de rayon pp, 


et la seconde à l'extérieur de la sphere de rayon =, 


Considérons maintenant le développements de quelques fonctions spé- 
ciales. Supposons d'abord que w,,w,, u, désignent les fonctions homo- 
gènes du degré entier négatif —n et vérifiant les conditions nécessaires 
de continuité dans toute l'espace à l'exception de l'origine. Quand le 
rayon o, tend vers l'infini les deux premieres intégrales tendent évidem- 
ment vers zéro. Des autres termes il ne reste que ceux qui sont ho- 
mogènes du degré —n, de sorte qu'on obtient 


ku, + ku, + k,u, 


B 7 À À D + 2 [he y» 2 . \ 
De A? oùuththg,(x, , Va , %,) Ss; B? obit hanks O5, s Las La) | 
RE QE Aykakz À À As pa N Ban ps 
p=1 


hau a Jt a ulta 
EET 9x, 98, 02, Hole 0%, 0%: 025 
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où les valeurs Af%,, et Bi. sont des coefficients constants et les indices 


Ly Aods 


doivent satisfaire aux conditions 
| à +A, +4, =n—1, 
lu, +, +h —5—2. 
Supposons en particulier que z soit égal à l'unité il vient 
ku, + ku, + ku, = A,B, + A.B, s: A... 


De plus nous savons que les fonctions 3 dépendent linéairement des 
constantes k de sorte qu'on peut écrire 


P. = k, Ba SE ky Bos + ks 8.35 


d'où résultent pour les fonctions # les expressions 


u, = A, By, + As Bs, + Ass. (v=1,2,3) 


Posons dans ces formules w, = a, nous obtenons, en observant que dans 
ce cas A4, — k 


p 


a, = kif, + Ka Bay + Ks Bsy- G=1,2,3) 


On déduit de cette formule, en égalant les coefficients des constantes Ak, 
et en posant 
a, = ka, + ka, + Ara, 


la rélation 
ayy m Bus 


à l'aide de laquelle on pourra écrire l'expression des fonctions w de la 
manière suivante 


u, =A,a,, + A,a,. + A,a,5- (v=1,2,3) 


Il résulte de cette formule que les fonctions a, sont les seules intégrales 
homogènes du degré — 1 des équations (7) $ 2 ayant la propriété d'être 


ù 
r 


uniformes et continues ainsi que leurs derivees des deux premiers ordres 
pour toutes les valeurs réelles des variables. 


©) 
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§ 3. Des propriétés des intégrales dans les formules fondamentales. 


Dans la formule fondamentale (15) chapitre II nous avons désigné 
par T, certaines fonctions linéaires des premières dérivées des fonctions 
u,,U,,U;. Laissons maintenant de côté cette définition des quantités T, 
et supposons seulement qu'elles soient des fonctions finies et en général 
continues des paramètres qui fixent la position d'un point sur la surface ©. 

Soient x,,4,,2æ, les coordonnées d'un point réel A d’ailleurs quel- 
conque, et &,,£&,,&, les coordonnées d'un point A’ sur la surface ©. 

Considérons l'intégrale 


(1) p=ke, rhe, kp, = =| = T,B,dw; 


montrons que ¢ est une fonction continue pour tout système de valeurs 
réelles de z,, z,, rx,. Comme il résulte immédiatement de ce que nous 
avons dit dans le paragraphe précédent que ¢ est continue pour des 
points extérieurs à c», prenons un point A sur o. 

Décrivons de A comme centre une sphere s de rayon e; soit c, la 
partie de l'intégrale ¢ étendue sur la partie w, de w intérieure à s et 
désignons par c' le reste e-—g,. Alors ¢’ est une fonction continue en 
A. Mais nous savons qu'on peut déterminer une quantité finie et po- 
sitive g de manière que 


P2 
Ie «c: 


r étant la distance AA’. Soit de plus G une limite supérieure des fonc- 
tions 7°, on a 


: 
Go 





| 3 Y 
D « —— 6G. | 
170 AT A 


vo 


r 


Mais on connait des éléments de la théorie du potentiel que la valeur 
de l'intégrale dans cette inégalité converge vers zéro avec le rayon e. 
Done, on peut déterminer = assez petit pour que la différence de deux 
valeurs de c, en des points intérieurs à s soit moindre qu'une quantité 
arbitrairement petite, d'ou résulte bien que e — ce, + ge’ est une fonction 
continue en 4. 
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34 Ivar Fredholm. 
Passons maintenant à l'intégrale 


D — k, DA se ko, te k, 5. Te = 162 U,ß,dS 


ou U, est une fonction continue des variables &,, & , &. 

Il est clair que 4 est une fonction continue ainsi que ses dérivées 
pour des points A(r,, x,,4,) extérieurs au volume $. 

Pour établir la continuité de 4 pour des points appartenant à S on 
n'a qu'à répéter la démonstration bien connue pour la continuité du po- 
tentiel d'une masse étendue à trois dimensions. 

Par la méme méthode on établit aussi la continuité des premieres 
dérivées de 9. 

ievenons maintenant à la formule (15 a) chapitre II. Nous avons 
vu que l'expression 


I 


(2) Ar UP, SE U, o,) do 





z | z,u&as 
Ss 


pour des points A appartenant au volume S représente la fonction 
kyu Tiny + katt, et si le point A se trouve sur c, l’expression (2) est 
JT 272 33 


; \ I . 5 
égale à -(k,u, + kyu, + ku, et enfin, si A est en déhors de S elle est 
égale à zéro. Mais de ce que nous avons démontré de la continuité des 
intégrales g et $, il suit que les changements brusques de l'expression 


2) sont dus à Vintegrale 
e 


I 
G — hà, + ko + ko, = Ar jJ Xin do. 


_ 


Soit s un point de la surface ©.  Désignons par &, la valeur de © 
au point s, par ©, la limite de © quand le point A(x,,#,,#,) tend vers 
s en étant à l’intérieur de la surface, par ©, la limite de & quand le 
point A tend vers s en étant à l'extérieur de la surface, on a les deux 


relations 


©, = 8, — ; (Fus + ou, + ht), 
(3) 
©, = ©, + 5 Uu, + katy + hy Us). 


Done, si wi, 4!,,w, sont les valeurs sur la surface © de trois fonctions 
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des variables &,&,& et si les fonctions aient des dérivées continues 
des deux premiers ordres, les formules (3) nous informent de la discon- 
tinuité de l'intégrale o. 

Mais nous allons démontrer que les formules subsistent encore dans 
des conditions un peu plus générales. 

Soient %, , % , #, des fonctions des paramètres qui fixent la position 
d'un point sur w. Supposons que ces fonctions admettent des dérivées 
finies du premier ordre, et prenons sur c un point s où la courbure est 
finie. Decrivons de s comme centre une sphère de rayon e, qui découpe 
sur la surface w une courbe y. Soit © la partie de l'intégrale relative 
à laire ©, intérieure à 7, on aura 


An. 


Wo 


I 27 : I ; ; 
oO = zm [Eine do —— [%,u,o,do + = [Et u;)do. 
Wo Wy 


Mais comme 9, est une fonction homogène du degre — 2 qui est régulière 
en dehors du point s on peut poser, en désignant par r la distance de 
s à un autre point de w: 


où c? est une fonction dont le module a une limite supérieure finie, 
soit g. Alors on a 


fx —w;)0,do = | 


Wo t 
Wo 


I 
r 


Mais il existe une limite supérieure finie de -(w,— w;) quelque petit 


que soit r; soit # cette limite on pourra écrire 


‘da 
[Eu — odo « sou [ 72. 
| t 


Wy 





Mais dans la théorie du potentiel on démontre que l'intégrale a une valeur 


absolue moindre que 
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ou 7, désigne le plus grand angle d'une normale à c, avec la nor- 


male en s. 3 





L'intégrale — IP o,do n'est jamais plus grande que yu; + ku; +kzuz. 


LEE 


wy 


Nous pouvons done écrire l'inégalité suivante 


QUE 
FEET 


? 
2 COS 7, 


|o|<|ku + ku; + uus 





d'où il résulte qu'on peut choisir le rayon ¢ assez petit pour que l’inté- 
I 





grale JE te — odo soit en valeur absolue moindre qu'une quan- 
[7] 


AT 


tité arbitrairement petite 0. 
Comme l'intégrale &G-—&' est continue dans le voisinage de s, on 


conclut que l'intégrale 
I 


AT 





[rw — w;) o, de 


e 


est continue au point s. De là on déduit immédiatement les équations (3). 

Comme les seconds membres dans les équations (3) sont indépendants 
des coefficients dans les équations différentielles définissant les fonctions 
f. on voit (voir p. 27) que les formules (3) subsistent aussi pour les 
fonctions définies par l'intégrale 


^ 


I 
— [ (vivi +un + 2;7;)do. 

AT 

Nous avons établi que les fonctions e sont des fonctions continues; au 
contraire ses dérivées premières présentent des discontinuités dont nous 


allons montrer la nature sous l'hypothèse que les 7, soient des fonctions 


v 


ayant des dérivées du premier ordre. 
Comme cz, désigne une fonction linéaire des constantes arbitraires k, 
mettons-les en évidence, en écrivant 


Ty = ht, heats te tos 


y 


où les 7, sont des fonctions linéaires des cosinus directeurs de la nor- 
male de w: 


D, — 2,7, cos(nx,), 


- 
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d'ou on déduit l'expression suivante de 7, (voir form. (8) chapitre II K 1 


et chapitre III $ 2) 


i AS a 


uy* 


A l'aide de ces notations nous pouvons substituer aux formules (3) l'énoncé 


suivante: l'intégrale | vcido est une fonction continue de (@,,%,,2,) si À 


est inégal à a; au contraire, si A= a, l'intégrale présente une discontinuité 
définie par les formules 


is es 
| lotte | = — 270,, | j ride | — 27. 


o E e s 


En différentiant maintenant l'expression de c, à l'aide des fonctions a 


OL, = aN fa da == T;a, + T, 0,5) do, 
AT 


[7] 


on obtient 


2 ALP, V EE = jen Ain Gr == Ty Ads = T; A, 4,3) dw 


w 


c zs Manz: Sr JA GE 35 T, Tn) do. 


[7] 


Multiplions les deux membres avec cos(mr,) et faisons la somme par 
rapport à l'indice a, nous aurons 


(4) E, cos (nn) E, At, = — = f (ini Td e Tc)do. 


e 


Or lintégrale dans le second membre est de la méme forme que 
l'intégrale définissant la fonction &, donc nous pouvons rendre compte 
de la discontinuité de l'expression (4) par les formules suivantes 


[= cos (nx,) ^5,€, | HET, 


[171 


|= cos (nz,) A}, e| = ms I 


[71 
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Reprenons maintenant l'étude de l'intégrale 4, en supposant que les 
fonctions U, admettent des dérivées continues du premier ordre. En 


vertu de cette hypothèse on pourra écrire, en appliquant une formule 
bien connue de la théorie du potentiel: 





a ah Ty | x. U,p, cos (na; ) do — -- a ox, * Bas. 


Oa AT, Ts 
w S 


En égalant les coefficients de X, dans les deux membres de cette 


équation et en remplaçant les fonctions f,, par les expressions équivalentes 


a,,, on trouve 


ad, I 


— = — > U pFup COS (nx,) dw — ie 
om. — AT - AT p ac 








up AS. 


Prenons la dérivée des deux membres par rapport à x; il vient 


a 


3°74, I 94,5 T OÙ, au 
& == | De U, E cos (nz,) de — — | > en as, 


9r,9v5 — pp * OU AT, POLE 9%5 


w Ss 








ou le dernier terme est une fonction continue. 
En multipliant les deux membres de l’équation par le coefficient 


Au V TAL 
I et en faisant la somme par rapport aux indices a et 3, on trouve 
i 








AUS CON 
A,,8, = ID NS uL n EP eos (nx,)de + une fonction continue. 


4x. — 4 =" } ad 


e 


vappelant la formule 


S3 AB Vang - 
ig. ee Au no , 
aß 


5 0x3 





on pourra écrire l'expression de A,,#, 


I a ; . 
Ad, = Te J®. > U, A7,2,, cos (nx,)do + une fonction continue. 


>. : : 
Prenons la somme par rapport a fy, nous aurons 


I ^ = E . 
> Ad, = — m Pi. >> U, >, A7, 2, cos (nx,) de + une fonction continue. 


w 
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Mais on a la formule 


5 2, AGF. COS(NT,) = %, 


a l’aide de laquelle on obtient 


I : : 
2 A, UFU > U,T;dw + une fonction continue. 


Nous avons démontré que l'intégrale qui figure dans cette formule 
éprouve une diminution brusque égale à U, quand le point A(z,, x,, 25) 
passe de l’intérieur à l'extérieur de la surface w. Mais nous savons que 
Z,A,,9, est égale à zéro pour les points extérieurs à S; par suite on 
a pour les points intérieurs 


2^9. = U,. (A=1, 2,3) 


Il résulte de ce que nous avons démontré sur les fonctions # qu'elles 
nous donnent la solution du probleme suivant: 

Déterminer l'état de déformation d'un milieu élastique illimité quand 
ce milieu n'est soumis qu'à des forces agissant aux éléments de volume 
intérieurs à une certain surface et qu'on suppose que la déformation à 
distance infinie est nulle. 

Prenant en particulier le volume S infiniment petit on trouve que 


I j IQ 
§—=——Y,f, jJ U,dS, 
S 
d'ou, en posant f U,48 — — X,, on déduit , 
5 
] Lx = 
4, A Ar (X, == X; Pa, ar X; Bs, ). 


Ainsi il est clair que ces fonctions # représentent les composantes de dé- 
formation dans le cas limite, où le milieu est sollicité en un seul point 
par une force dont les composantes sont X,, X,, X;. 
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§ 4. Usage de fonctions compensatrices. 


En s'inspirant des idées de GREEN on peut réduire les problèmes 
généraux de l'équilibre d'un corps élastique a des problèmes particuliers 
de la même nature. 

Envisageons d’abord le cas, où l’on se donne les composantes de 
déformation sur la surface © d'un corps S, et les forces agissant sur les 
éléments de volume du corps. 

Si on peut résoudre le probléme d'équilibre dans le cas particulier, 
ou les composantes de déformation à la surface w sont égales aux fonc- 
tions a,(5 — v,, £j — v, , £ — «;) et les forces intérieures sont égales à zéro, 
on peut aussi résoudre le probléme général. Désignons les composantes 
de déformation dans le probléme particulier par 7,, 72,73 et les compo- 
santes de la pression à la surface par 7\,7/,,I,. Alors le théorème de 
Berri nous donne 


7t 


o- 2 f ET, Ludo  [Z,U,r.48. 
S 


[7] 


En formant la différence de cette expression et le second membre de 
l'équation (15a) $ 3 chap. Il, on trouve la solution du probléme général: 


kw, + ku, + ku, = = Je — o,)u,dw = i= U,(a,—7p)aS. 
w s 


Considérons le second probléme, oü les forces agissant sur la surface 
sont connues. Désignons par T, les composants de ces forces. Soient 
U,, U,,U, les composantes de la force agissant sur un élément de 
volume de 5. Alors on sait que le corps S doit être en équilibre sous 
l'influence de ces forces, ce qui entraine les six conditions 


f T, do + f U,as —10; 
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La solution de ce problème d'équilibre n'est pas unique; soient 
4,,",,", des fonctions donnant une solution, on obtient toutes les autres 
par les formules 

U + a + DL, — p.v, 


où a, et p, désignent des constantes. 
A la déformation définie par les fonctions a,,4,,a, correspondent 
des composantes de pression égales aux 7,,7,,7;. Nous avons déjà trouvé 


que [do = 47h, En substituant dans la formule (152) chapitre Il 


des fonctions linéaires pour les 4, on trouve 
fear — E,%) dw = Az (v, k, — x,k,). 
w 


Prenons maintenant pour origine le centre de gravité de la surface 
«€, et pour axes les axes principales d'inertie de la surface ©. 
Appliquons à la surface w des forces dont les composantes sont 


A=) 4- 6,6, — GE, Qs ¥=1, 2, 8) 


Ecrivons les conditions pour que les forces —t et c se fassent 
équilibre, nous aurons 


f do — 5. f do = 47h, 


f (&t— E,t,)dw = c, fi + &)dw = 4z(x,k, — v,k;). 

o e 

On voit que les valeurs des coefficients b et c satisfaisant à ces équations 
sont des fonctions linéaires des variables z,. Pourvu que les coefficients 
b et c aient été choisis de maniére à satisfaire aux conditions d'équilibre 
et en faisant l'hypothése que le probléme de l'équilibre soit possible, on 
peut résoudre ce probléme dans le cas particulier ou les forces agissant 
sur w sont égales a 


DU 


Désignons, dans ce cas particulier, par d,,0,, 0, les composantes de 
déformation et par 4,,4,, A, les composantes de pression correspondantes. 
On a par suite pour les points de la surface c les relations 


Th NEU Al, = t, u! 


a 
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D'ailleurs le théorème de Berti nous donne 


I N 
m = fx, T, — A,u,)do — a fs U,0,d8, 
oe s 


et la formule (15) chapitre II 


I i I 
kt, + hy, + yt, = 2 f, (La, —u,7,) deo — 7 yj X U,a,d8, 
w S 
d'ou l'on obtient, en formant la différence, 


I I 
kyu, + kyu, + ku; = Te 1 T,(6, — a,) dw — "s je» U,(t, — A,)dw 


Mais ici la seconde intégrale est égale à une fonction linéaire des variables 


x, de la forme 
ki, ky, Ka 





Pi; Pa; Ps 


, 


ka, + ka; + k,8; + 





Ty, Los Vs 





et qui par suite représente un simple déplacement du corps. En suppo- 


sant cette fonction égale à zéro, nous obtenons la solution 


kyu, + ku, + ku, = JE T, (0, — a,)dw == f 9.0.6, — 2). 
w sS 
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SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 
D'UNE FONCTION MONOGENE 


(Premiere note!) 


PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


Désignons par a un point du plan de la variable complexe x, et 
adjoignons à a une suite infinie de quantités, 


(1) F(a), F(a), F(a), ..., F(a), ... 


ou chaque quantité est parfaitement déterminée quand on sait le rang 
qu'elle occupe dans la suite. Supposons, ce qui sera possible d'une infinité 
de manières, que ces quantités F soient choisies telles que la limite su- 


v tgo (a) 
" 





périeure des valeurs limites? des modules soit un nombre 








. I 
fini, par exemple =: 





! La présente note est un extrait des différentes communications qui ont été faites 
à l'Académie des sciences de Stockholm dans le courant de l'année 1898, et qui ont été 
publiées sous les titres suivants: 

Om en generalisering af potensserien (9 Mars 1898). 

Om den analytiska framstüllningen af en allmän monogen funktion: Första med- 
delande (11 Maj 1898); Andra meddelande (11 Maj 1898); Tredje meddelande (14 
Sept. 1898). 

? P désignant une suite infinie de nombres, on nommera nombre limite ou valeur 
limite de ces nombres, un nombre tel que, dans un voisinage aussi rapproché de lui que 
lon voudra, il se trouve une infinité de nombres appartenant à P. L'infini est dit la 
valeur limite de la suite si, dans un voisinage aussi rapproché de zéro que Von voudra, 
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Si, au moyen des quantités F comme éléments, l'on forme une série 
de puissances 


(2) B(x|a) = Y ir F'?(a).(r — a)", 

cette série sera convergente tant que x remplira la condition 
|v—a|«r, 

et sera divergente tant que 
Jr —al>r. 


Le domaine | y — «| <7r, qui dans le plan des v est représenté par 
un cercle ayant pour centre le point @ et pour rayon la quantité positive 
r, est le cercle de convergence de la série 33(x | a).* 

Dans la théorie des fonctions analytiques, édifiée par WEIERSTRASS, 
la fonction est définie par la série R{x|a) et par la continuation analy- 
tique de cette série. Chaque fonction analytique est parfaitement dé- 
terminée, pourvu que les éléments 


F(a), F(a), F®(a), ..., F®(a),... 


soient donnés. On désigne en général par F(x) la fonction qui dans sa 
totalité est définie par ces éléments. 


Si K est un continuum formé d'une seule pièce qui ne se recouvre 





il existe une infinité de nombres qui sont les inverses des nombres appartenant à la suite P. 
Si P est formée de nombres réels quelconques, et, si parmi ces nombres il en existe un 
qui n'est inférieur à aucun des autres, ce nombre sera dit la limite supérieure de P. 
Si, parmi les nombres qui appartiennent & P, il en est de plus grands que tout nombre 
donné, c’est linfimi qui sera dit la limite supérieure de P. Si aucun de ces deux cas 
na lieu il existe toujours, ainsi que WEIERSTRASS l'a démontré d'une manière rigoureuse, 
un nombre plus grand que tous les nombres appartenant à P et tel que dans chaque voisinage 
de ce nombre il existe un nombre infini de valeurs appartenant à P. Ce nombre alors 
sera dit la limite supérieure de P. 

La limite inférieure de P peut aussi être définie d'une manière analogue. 

* Voir: Caucuy, Cours d'analyse de l'Ecole Royale Polytechnique. Iè'e Partie. 
Analyse algébrique, Paris 1821. Chapitre 9, § 2, théorème I, pag. 286. 


2 TI . 
Nous ne comptons done pas le contour du cercle de convergence comme faisant 
partie du cercle, 
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nulle part elle-méme, renfermant le point a, et tel que la branche de la 
fonction F(x), formée par 33x |a) et sa continuation analytique à l'intérieur 
de K, reste uniforme et régulière, nous désignerons cette branche par FX(x). 


Le probléme dont nous allons nous occuper sera de trouver une repré- 
sentation analytique d'une branche FK(x) choisie aussi étendue que possible. 


De la définition méme de la fonction analytique 7(x), et de celle 
de la branche FÁ(z), résulte immédiatement une sorte de représentation 
analytique de la branche FX(x) en question. 

En effet, pour obtenir une représentation de cette branche, il suffit 
d'effectuer un nombre denombrable de prolongements analytiques de 3B(v |a), 


par exemple 
— 1 /d*FK(z) ù h 
, (x | @,) 225 m (um Tp jui (a — a, 


or naar ia) Ua) 


Les séries $,(x|a) sont formées au moyen des éléments 
DOES 2) sm (zoe) 
da^ T ; v=0,1,2,... 
TR 


et ces éléments eux-mêmes peuvent être calculés au moyen des éléments 
primitifs 
BOG on, 22728070 (a) — 22a) 


Mais, pour opérer ce calcul, il faut connaître le rayon du cercle de con- 
vergence de chaque série 3,(r|a), car il est impossible d'effectuer la 
continuation immédiate d'une telle série sans en connaitre le rayon de 
convergence. Nous avons déjà cité le théorème de Cavcuv qui nous 
donne ce rayon de convergence exprimé par l'inverse de la limite supé- 
rieure des quantités positives 





[1 


-_ 


dPK(z)\ |, ^ 
ji NOE od ? $4 — 9510542544 








On voit que cette manière de représenter FX(x) au moyen d'ex- 
pressions analytiques est d'une complication extréme et d'une transcen- 
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dance trés élevée. Il semble d'ailleurs que WEIERSTRASS n'ait guere re- 
gardé la continuation analytique autrement que comme un mode de dé- 
finition de la fonction analytique. Les avantages de cette définition sont 
bien connus, et je n'ai pas besoin d'y insister. 

Au premier abord il semble que la theorie-de Caucuy, qui est édifiée 
sur des principes tout autres que celle de WEIERSTRASS, possède un grand 
avantage sur celle-ci, lorsqu'il s'agit de la représentation analytique de 
FK(x). En effet une telle représentation est donnée par la formule 
S 
FEM 


1 
FAN 





(3) FK(x) = | 

. 
où l'intégrale est prise le long d'un contour fermé S situé à l'intérieur 
de K et aussi rapproché de la frontière de K que lon voudra. D'après 
la définition méme d'une intégrale, il est évident que l'intégrale (3) peut 
être remplacée par une somme infinie de fonctions rationnelles de x 
dont les coefficients sont exprimés par des valeurs spéciales de x en 
nombre dénombrable et par les valeurs correspondantes de JFK(z). 
Cette observation a été le point de départ d'un travail magistral de 
M. Runge, que j'ai publié dans le tome 6 de ce journal.’ La représen- 
tation analytique que l'on obtient ainsi exige donc que l'on connaisse la 
valeur de FK(x) en un nombre infini et dénombrable de points qui 
doivent se rapprocher indéfiniment de la frontiére de K. Or, dans les 
problémes habituels de l'analyse, ces valeurs ne sont nullement connues. 
En général, c'est au contraire la série des valeurs 


F(a), F(a), F®(a),... 


qui est donnée. Si lon se met au point de vue usuel, il en est ainsi, 
par exemple, dans le problème si vaste de l'intégration des équations 
différentielles. 

Quand il s'agira de trouver la représentation analytique de FK(x), 
il faudra done la tirer des éléments (1) et s'efforcer à l'aide seule de 
ces éléments de construire une formule qui représente la branche FX(x) 
toute entière. 





* Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen, 8 I, p. 229—239. 
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Désignons par C le cercle de convergence de la série (2). L'expression 


= FO(a). (s — ay 


donnera alors la représentation analytique de FC(z), l'égalité 


I 
FC(x) I F®(a).(x — a)" 
n-0 II 
ayant lieu pour tous les points de C. 
Cette expression est construite au moyen des elements 


E(a)}, EO (a) Uo (a). : 


5 I: ; : i T 
et des nombres rationnels Ir independants du choix des dits elements. 


Est-il possible d'obtenir de méme pour une branche FKA(x) ayant 
la plus grande étendue possible une représentation analytique de cette 
nature? Nous allons voir que la réponse est affirmative, et qu'il est 
par conséquent possible de combler une lacune de la théorie des fonc- 
tions analytiques; en effet, jusqu'ici l'on n'avait pu donner pour la branche 
generale FK(x) une représentation analytique pareille à celle trouvée des 
les débuts de la théorie pour la branche ÆC(x). 

Pour traiter à fond la question que nous avons posée, il faut définir 
un domaine Æ qui soit aussi vaste que possible. C'est ce que nous allons 
faire en introduisant une nouvelle conception géométrique: l'Etoile. 

Dans le plan de la variable complexe x, soit une aire engendrée 
de la manière suivante: autour d'un point fixe @ on fera tourner une 
fois un vecteur! 7; sur chaque vecteur on déterminera d'une manière 
univoque un point, soit a,, dont la distance au point fixe a sera plus 
grande qu'une quantité positive donnée, la méme pour tous les vecteurs. 
Ce point a, pourra étre situé à une distance finie ou infinie du point a. 
Dans le cas où la distance de a à a, est finie, on exclura du plan des 
x la partie du vecteur qui s'étend de a, à l'infini. Nous donnerons le 
nom d’Etoile au domaine qui reste aprés que l'on aura exécuté toutes ces 
coupures dans le plan des x. 








! Une demi-droite. 
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On voit que l'étoile! ainsi définie est un continuum formé d'une 
seule pièce et à connexion simple. 
Adjoignons maintenant à a les éléments 


F(a), F(a), F%a),..., Fa),..., 


et formons la série 


oo 


B(x|a) = Y^ m F9 (a) .(y — ay. 


p=0 | 


Effectuons la continuation analytique de ®(x | a) le long d'un vecteur 
issu du point a. 

Il se peut que chaque point de ce vecteur appartienne au cercle de 
convergence d’une série qui est elle-même une continuation analytique de 
P(x|a) obtenue en procédant le long du vecteur; mais il est aussi possible 
qu'en procédant le long du vecteur on rencontre un premier point qui 
n'est situé à l'intérieur du cercle de convergence d'aucune continuation 
analytique de ®(x|a) le long du vecteur. Dans ce dernier cas nous 
exclurons du plan des z la partie du vecteur comprise entre le point 
ci-dessus et l'infini. En faisant tourner une fois le vecteur autour de @ 
nous obtiendrons une étoile telle qu'elle a été définie précédemment. 

Cette étoile étant donnée d'une maniére univoque dés que les éléments 
(1) sont fixés, nous l'appellerons l'étoile appartenant à ces éléments.’ Nous 
la designerons en général par A, la premiere lettre du mot grec dep. 

En définissant l’etoile, nous avons choisis comme vecteurs des demi- 
droites. Il est facile de voir qu'on aurait pu prendre aussi bien des 
lignes courbes définies d'une maniére convenable. 

En analogie parfaite avec la terminologie: étoile appartenant aux 
éléments (1), nous parlerons du cercle appartenant à ces éléments, qui n'est 
pas autre chose que le cercle de convergence de la série 

S 
(2) ET F®(a).(a — a). 
Nous parlerons de méme de la fonction F(x) et de la branche fonc- 
tionnelle FA(x) appartenant à ces éléments. 








J'ai introduit pour la première fois la conception de l'étoile appartenant aux 
éléments (1) dans ma note déjà citée Om en generalisering ete. 
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Ces préliminaires terminés nous pouvons énoncer ainsi le théorème 
principal qui sera démontré dans la suite: 


La branche FA(x) peut toujours être représentée par une série 


oo 


2 Gov), 


a=0 


les G,,(x) désignant des fonctions entières rationnelles de x: 


— Jr) y) (f 
Go (c). = Lg FO (a).(r — a), 
où les coefficients c sont donnés a priori indépendamment du choix de a 
Bags (neo, 1, 2,09) 


Cette série 22 G,(x) est convergente pour chaque point de l'étoile A et 
n-0 


uniformément convergente pour chaque domaine à l'intérieur de A. 


Dans cette premiére note on trouvera une démonstration de ce 
théorème, remarquable par la forme très-simple qu'on obtient pour les 
coefficients c{”. Dans d'autres notes nous donnerons d'autres démonstra- 
tions qui se distinguent surtout par une détermination différente des ({”. 
Nous nous occuperons de méme d'autres questions rentrant dans le méme 
ordre d'idées ainsi que de leurs applications. 

Pour donner la démonstration que nous voulons exposer dans cette 
note il sera commode d'employer une construction géométrique se rap- 
portant à une étoile quelconque, soit E, qui n'est pas le plan des v tout 
entier. 

Soit a le centre de l'étoile E, et soit » un nombre entier positif 
donné. Nous définirons une étoile E de la manière suivante. Fixons 
un vecteur 7 issu du point a. En désignant par r une quantité positive 
suffisamment petite et en limitant le vecteur à la longueur (n — ı)r, 
il arrivera que tout cercle de rayon r, décrit d'un point quelconque de ce 
vecteur limité comme centre, fera partie de Æ. En désignant par p la 
limite supérieure de r, en portant sur / la longueur mp et en faisant 
tourner | une fois autour de a, nous obtiendrons l'étoile #”. On voit 
que l'étoile E® est un cercle, que l'étoile +" renferme l'étoile E et 
que toutes les étoiles E”, E®, E®,... font partie de l'étoile E. 


Acta mathematica, 23. Imprimé le 15 mars 1899. 7 
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Soit ensuite a une quantité réelle positive et inférieure a l’unité. 
Nous considérerons, conjointement avec l'étoile Z!°,» autres étoiles E? 
, J , n 

(gu — 1,2,...,») obtenues en remplaçant o successivement par 


(4) Pu > ap. 


On voit que E est situé a l'intérieur de EO, (nr, 2 m BNP 

Soit maintenant © une étoile quelconque et soit X un domaine fini 
situé à l'intérieur de 6, on pourra toujours trouver une étoile finie E 
concentrique à ©, située toute entière à l'intérieur de ©, et qui renferme 
à son intérieur tout le domaine X. 

En effet, soit X’ l'étoile concentrique à © et circonscrite à X. C'est 
ainsi que nous désignerons une étoile formée de la manière suivante: 
Si du point a on mene un vecteur quelconque et si l'on désigne par R 
la limite supérieure des distances de « aux points de ce. vecteur qui 
appartiennent au domaine X, tous les points du vecteur dont la distance 
à a est inférieure ou égale à R appartiendront à X', tandis que ceux 
dont la distance à a est supérieure à R n’y appartiendront. pas. 

Il est évident que l'étoile X' est finie lorsque le domaine X est fini. 

Il est de même facile de voir que l'étoile X' est située à l'intérieur 
de l'étoile © si tel est le cas pour le domaine X. En effet, soit, 2 une 
quantité positive assez petite pour que «l'entourage 05 d'un point quel- 
conque de X fasse partie de 6. Considérons un point quelconque de X, 
soit æ, et soit r la distance de a à æ. Comme précédemment soit R 
la portion appartenant à N, du vecteur issu de « et passant par c. 
Puisque le point à l'extrémité de ce vecteur est sur la frontiére de ne 
son entourage @ fera partie de ©, et par conséquent, puisque € ‘est une 


étoile dont le centre est en a, l'entourage 59? de x fera partie de 6. Soit 


& la limite supérieure des R et soit k une quantité Bong fixée d'une 


|» 


manière quelconque, on pourra a fortiori dire que entourage y adi A 





1 T . 3 - : à *. PUT E E x QUSS ^ Qui 
Un domaine fini X est dit situé à l'intérieur d'un autre domaine X' s'il existe 


une quantité positive 7 telle que, æ étant un point quelconque appartenant à X, tous les 
points z' pour lesquels |2' — z| <r appartiennent. à x; ; ce qu “on exprime Parfois ‘en 
disant que «]' entourage +> de # appartient à X’, e ex t;020 Am di 
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a fait partie de €, dès que 7, la distance de a à x, n'est pas inférieure à k. 
Fixons maintenant, ce qui est toujours possible, & de telle manière qu'un 
cercle décrit du point @ comme centre, avec le rayon 


(i +3) =k+a, 


: , eco : : 
fasse partie de 6. Alors l'entourage 9 = gq? du point x fera partie de 


6, méme si r est inférieur à k, et il en sera de méme, par conséquent, 
pour toutes les positions du point x à l'intérieur de X'. Done X’ est, 
comme nous l'avons dit, situé à l'intérieur de €. 

Soit maintenant E l'étoile X’ agrandie dans la proportion de & à 


R + 39": L'étoile Æ sera située toute entière à l'intérieur de & et de 


son côté renfermera le domaine X à son intérieur. 

Nous pouvons aller plus loin encore. Il est toujours possible de 
trouver un nombre entier » suffisamment grand pour que X soit situé 
à l'intérieur de # dés que n > ». En effet, désignons par ö la limite 
inférieure des distances entre un point à l'intérieur de E et un point sur 
la frontière de X; 2 sera une quantité réelle et supérieure A zéro. De 


plus soit & le rayon d'un cercle ayant pour centre le point « et qui 


e 





renferme tout le domaine X. Il suffit de prendre » plus grand que 


pour être sur que tout le domaine X sera situé à l’intérieur de Z dés 
que n — n. 

Ayant choisi un nombre x» qui vérifie cette condition, on pourra 
encore choisir « en sorte que non seulement E? mais encore E? ren- 
ferme à son intérieur tout le domaine X. En réalité, si nous faisons 
dépendre a de » de telle sorte que a" converge vers l'unité quand x 
croit indéfiniment, il arrivera toujours, à partir d'une certaine valeur de 
n, que E; renfermera à son intérieur le domaine X. 

Ces préliminaires posés, nous supposerons que X est un domaine fini 
quelconque, situé à l'intérieur de l'étoile À appartenant, au sens défini 
ci-dessus, aux éléments 

Fa) ; Fa): BO (a) ere 


C'est par rapport à cette étoile 4 que nous formerons aussi bien 
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l'étoile finie E qui renferme à son intérieur le domaine X et qui est située 
elle-m&me à l'intérieur de A, que l'étoile E® et les » étoiles adjointes 


(n) (n) (n) 
HO. HO E 


n ? 


lentier n étant choisi arbitrairement. 

Nous supposerons que » soit choisi suffisamment grand pour. que 
E renferme à son intérieur le domaine X. 

A l'intérieur et sur la frontière de E la limite supérieure des valeurs 
|FA(x)| sera une quantité finie que nous désignerons par g. 

Pour simplifier les formules suivantes, nous conviendrons d'écrire 


x — 4A 


E au lieu de 3g 





£, au lieu de a pu eoe: 


T7, 





Nous ferons encore cette convention que dans nos formules F(x) 
1 , 
signifiera T 
Soit maintenant æ un point du domaine X. Fixons le vecteur issu 
du point « qui passera par zc, ainsi que la quantité positive o corres- 
pondant à ce vecteur, de la maniére indiquée à la fin de la page 49. 
Si maintenant z satisfait à la condition 


(5) |le—&alsSe 


2 sera situé à l'intérieur de E, ou sur sa frontiere, et l'on aura 


oo 


(6) FA(z) = Y. FE, je — & y. 


A 
A = ON 


Par conséquent, en vertu d'un théorème connu, développé par WEIER- 
STRASS dans son mémoire de 1841 Zur Theorie der Potenzreihen,' on aura 


(7) 





In u 
a, F6) | < vo à, 


Le point # appartenant au domaine X appartiendra en même temps 





"Werke, Bd. I, page 67. 
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à EY, et on aura [£| <p,, où p, est défini par la formule (4). Par 
conséquent 


I a, 
a. poe jen] < er) = ga, 
(8) m Erle ga 


Si x appartient à l'étoile Ej", et si z et z, sont choisis conformé- 
ment aux conditions 


(9) 


la Ale oy 
jz zZ „|< — f 


la distance de z au point £, ,, situé sur le vecteur allant de a à x, 
est au plus égale à o, et z appartient, par conséquent, à l'intérieur ou 
à la frontière de E. On aura done pour toutes les valeurs z qui 
satisfont à la condition (9) 


(10) FA(2) = Y ac) (e a)" 


4,=0 | 


et, par conséquent, en vertu du théoreme de WEIERSTRASS on aura 


<= 9(p A). 


(11) 





I qo) 
jacta Meo 





Multipliant par |(z, — &, ;)^| < er, on obtient immédiatement 





Beh Ra 
Or on a 
=f = = m 
(13) ZN) I RME E 
A20. I 


et, par conséquent, 
I I 


(4 FM ele = 


pipe »)(2, a} E, eth. 


Appliquant encore une fois le théorème de WEIERSTRASS nous ob- 
tenons, en vertu de (12) et (14) 
a a; 
—(Q +2) 
1 — ) P : 


(55) En. rest) <o( 
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Le point æ étant situé non seulement. à l'intérieur de EY? mais 


An — . 23s 
est inférieur en 





encore à l'intérieur de ES”, on trouve que £ = 


valeur absolue à o,, et on aura 





= af, = y'a 


117 


I , 
(16) [qx eis eot 





En continuant de la sorte, nous aurons finalement à considérer une 
suite de variables z,_,, 2, 5,...2,,2 assujetties aux conditions 


[2, =; |=; I (ong 
lz 2 ep mr re 


Il est évident que les valeurs admissibles de toutes ces variables 
appartiennent toutes à l'intérieur ou à la frontière du domaine E. 
Nous obtiendrons successivement 


I 
| 





ak 
: p?» 2M Pi TP: 2 À 
a; FG). 6, — 2) | (B 2) — gae 








^ p — P 
m FY (a) —4,)" = » RTE FA (s). (p, — a, th 
|; 5*6) | oet, > 
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pov» (e e, — 2,) yeh = ee PRENDS n m pOvthet39 (s ) (s, — g, yvtheth 





I |^ À,—0 
I Ay +2 +5) res ds Sees) 
(18) ITEM (Ge aaa os 9.) 
it à I i E^ tet... + n- UOS ' | 
Kai a pe Es 


ore ye UC BR ET AE Ne = Otis NES 
SU CARR aie nae ANS (on reales 


MWA, ot oe Àn- 1) Ait tate tani 
lace (erum EE a | 


À As tan 
= ga” ant: M aus & - ; 


Loro EA 03 4 ot + An 1) Ad ARABE RE An 
RR Tes a) 


oo 


OA Tan) VE 
ETES das (a). — 9) 





Ân=0 


En +. #9 (a) 








A+ ot + nt 
A EAST EAR Gu at (ALI PA) 
< go^a ht hh does p, Ort 


et enfin, z appartenant à Tw 


Otter +g JE yt... tan 





I 
po) Ent 





< ga^.a 


Ap ot + nt 
Ach c glide deca ( e ) gie 
ah > sr 


La condition (5) étant remplie si l’on fait z — z, on tire de (6) 


I 


(20) | 1 FA(x) = Mig = FE Er He, 
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(21) c > ji, P 6-98. 


On aura donc, à cause de (8), 





quur v 
(22) also X v=o! 
AEN 
De méme, les conditions (9) étant remplies en faisant 2, — &, 1,12 — Zy, 


on aura, en sommant dans (14) par rapport à A, depuis o jusqu'à m,, 


my m, ma 


(2 3) 2m A 0 Jis m = = In po +22) (E (Ener + CA 


c ex [A ld 


my, 


(24) — I > n ma 


àj20 Ag=m, zl 


On aura, par conséquent, en vertu de (16) 


my 


a? my 
2444 À, ( E ) ; Pi eee mi+1 m,+1 
ee m re) Cape 
I — 








A=0 Ag=m,+1 DE us Fy 





ae 


On démontrera de la même manière les formules suivantes 























m, My Mn E à AE. tan 
(26) FA(x) = > > "m > T Etat (@), C “) er 
à-0 À,—0 An= 0 |^ L^ PS |An = 
+ erregen 
ou 
( al je / qur ) ( a? c 
I— 4 e — 4&4 I— a 
27 e| X9-— —- E 
( 7) | | <9 i) I —@ I—a 
== SS I — 
a" qi a 








x(-Cz377)6 Ge) EE 
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La dernière formule pourra s’ecrire 


‘ MAL en Mb) 
| | Ir u—(»—1) i 
v. a / amit amıtmz qm ma mg amt ma... tm, 


m 


= poe E) ‘Ta (1 am (1— 2)" (1 — gym 
I 


ri gee) 





Nous avons fait la supposition suivante au sujet de a: c'est une 
quantité positive plus petite que l'unité, indépendante de x, de a et 
des constantes (1) mais qui dépend du nombre n, et cela de telle sorte 
que a" tende indéfiniment vers l'unité en méme temps que le nombre x 
croit indéfiniment. ; 

Faisons maintenant à 


1 


ENSE) 


epo E DN & 
ou c(») est une quantité positive qui dépend de » de telle sorte que 


lim o (2) = co. 


n=o 
On aura 
(30) I es 
eng 
3 qon) 
dés que n devient suffisamment grand,. et de méme 


À A 1 
a^ = (pa a eu) pour À — 2, 3 o n. 





Par conséquent, : :.: - 


1 











1—a eoo) 
an 
a^ —no(n) 
et 
I I 
< 1 
I — a> Bes 
I — = enw) 
i . 
QU Pers 
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1 —n 
I eu) 
NS IE Lie) 
(c E MAN — na(mn ) 
où pour n infini la limite du second membre est l'unité. Puisque 
I 


/ ij my +1 
Tb See )« I, 


on voit que si k est une quantité réelle quelconque supérieure à l'unité 


et enfin 





on aura pour n suffisamment grand 


ami amıt ma amıtm.+mz p momo et My 





(31) Le, | < 9% 


I — a (1 — a) (1 — a) ^ c= ay"n-1 ä 


Au moyen de cette formule on reconnait immediatement, puisque 





<no(n), 


WwW 
to 
wa 


hoc 


qu'en faisant 


m, > 2nw(n) lognw(n), 
m, 2 m,.no(n)logmno(n), 


m, +m, >m,.no(n)logno(n), 


. . . . . . . . . . . . 


(33) ee RE 


m, +m, +..+m,,+ m, m, ,.no(n) log no(n), 


. 


m, +m, +... + mM,» + mM, > m, 4.20(n)logno(n), 


on aura 
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et, que par conséquent, 


I 





(35) Je; +e, +--. expe. 


o(n) 


Si on fait dépendre les entiers m, ,m,,..., m, de » d'une manière 
déterminée de telle sorte que les inégalités (33) soient vérifiées, au moins 
pour les grandes valeurs de n, l'expression 


a — a\Atast.. tan 


(36) mc)» 0 ae | e) , 


/ 





qui a la forme 





(37) Le F(a). (a 


Q) 


a) 


où les coefficients cf sont des nombres rationnels qui dépendent seule- 
ment de » et de v, aura la propriété trés remarquable que voici: 
Si À est l'étoile qui appartient aux elements 


(a) la) FC (n t 


si X est un domaine quelconque situé à l'intérieur de A et si a est 
une quantité positive donnée, on pourra trouver un nombre » tel que 
l'inégalité 


|FA(x) — g,(x)| < e 


soit satisfaite pour tous les zr qui appartiennent à X, pourvu que x soit 
supérieur à n. 
Nous pouvons résumer au moyen du théorème suivant le résultat 


que nous avons obtenu: 
Théorème 1.  Désignons par A l'étoile appartenant aux éléments 
Pa) bays EO ay en. 


et par FA(x) la branche fonctionnelle correspondante qui appartient à ces 
mêmes éléments, et soit X un domaine fini quelconque à l'intérieur de A et 
ao une quantité positive aussi petite que Von voudra. 
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Il est toujours possible de trouver un nombre entier n tel, que la diffé- 
rence entre FA(x) et le polynôme 
(38) g,(2) = Ec? F^ (a) — a) 
y 
soit, dès que m surpasse n, inférieure à o en, valeur absolue pour toutes les 
valeurs de x appartenant au domaine X. 


Les coefficients c? peuvent étre choisis à priori et sont absolument 
indépendants de a, de F(a), F(a), FO(a),... et de x. 


De l'expression (36) on tire pour les c Ja formule 





An) __ ! = 
(39) PES. rues a 


n — 
(CON | ae 





où À,À,,...,À, parcourent tous les entiers positifs, le nombre zéro y 
compris, qui verifient les conditions 


<m,,A, EM ee 9 À m, 


12 — 


À 


OÙ m,,H,,...,L sont des entiers positifs dépendant de n. 

La dépendance des nombres m, , m,,..., m, du nombre n peut être 
fixée d'une infinité de manières différentes. Il faudra seulement la choisir 
telle que l'inégalité (35) soit vérifiée. 

Nous avons vu que l'inégalité (35) a lieu des que les m, ,m, , ...,m, 
sont choisis de maniére à vérifier les inégalités (33). 

Ces inégalités subsistent pour des valeurs suffisamment grandes de 
n si lon pose ; 


(40) m — ne qu CUTE 


En choisissant cette determination pour les m,, le polynôme g,(x) 
prend la forme tres simple 





n? nt non 
A I Aut Rat... + An) (* = d 
g. (x) > 2. med | (a) n 


La -forme (39) que nous avons obtenue pour les c(? est loin d’être la 
seule possible. I] y a au contraire un nombre indéfini d'autres formes 
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qui répondent à des conditions spéciales. Il y a lieu de considérer 
entr'autres pour les «” des expressions qui sont formées à l'aide des 
deux célèbres transcendantes e et z 

Il est maintenant facile d'obtenir le théoréme que nous avons mis 
en téte de ce travail. 

En effet, posons 


| Fo (x) =9,(%) = F(a); 


G, (x) = g,(*) —9,1(£)5 Se = 152, --:, 0. 


(42) 
On a 





n 


= G (x) = 9, (x). 


u=0 
Par conséquent, x étant un point quelconque à l'intérieur de A, et 
o étant une quantité positive aussi petite que l'on voudra, on aura en 
choisissant » suffisamment grand, 


(44) PA(»)— 2 G,(x)| <o. 
L'égalité 
(45) FA(x) = 2 G,(2) 


a donc lieu pour chaque point à l'intérieur de 4 
La série 


(46) 


est uniformément convergente pour chaque domaine à lintérieur de 4 


X G,(a) 


p=0 


En effet pour un tel domaine on a en méme temps 


n 


r4) — E, 6,6) 


u-0 


< c, le nombre n étant suffisamment grand 





(47) 


n+m 
|pa A(x) — 22 G, (a ile le nombre m étant un nombre entier 


u=0 


positif quelconque 





! De elles expressions ont été étudiées dans les deux notes tes déjà ci citées: On en ge- 
neralisering af potensserien et Om den analytiska framställningen a, af en " allmän monogen 


funktion, Tredje meddelandet. 
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et, par conséquent, 


(48) 


n+m 


Z G,(x) 


p=n+1 


2], 








Nous avons donc obtenu le théorème suivant: 


Théorème 2.  Désignons par A l'étoile qui appartient aux éléments 
F(a), F(a), Ho (aye 


et par FA(x) la branche fonctionnelle correspondante qui appartient à ces 
mémes éléments. 
Cette branche FA(x) pourra toujours être représentée par une série 


oc 


(46)  G,(a) 


p= 


où les G,(x) sont des polynómes de la forme 
G,(x) = Ze FO (a).(x — ay, 


chaque coefficient (? étant un nombre rationnel déterminé qui ne dépend 
que de » et de y. 
La série 


> G,(x) 


est convergente pour chaque valeur de x à l'intérieur de À et elle est uni- 
formément convergente pour chaque domaine à l'intérieur de A. 
On aura partout à l'intérieur de A 


oo 


Z G,(v) = lim g,(z) 


I nz © 


où g,(x) désigne le méme polynôme que dans le théorème 1. 
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SUR LES PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE. 


Extrait d'une lettre adressée à l'éditeur 
PAR 


LEO KONIGSBERGER 


à HEIDELBERG. 


[Traduit de l'allemand par L. Laugel.] 


Ce n'est qu'aujourd'hui, à mon retour d'un assez long voyage d'agré- 
ment, que je puis donner suite aux demandes amicales, que vous m'avez 
faites verbalement et par écrit, de vous communiquer les résultats essentiels 
des recherches que j'ai entreprises lan dernier sur les principes de la 
mécanique. Je vais essayer, bien qu'assez rapidement, de mettre en 
évidence quelques points qui pourront peut-étre inspirer en général de 
l'intérêt. 

L'établissement de la loi de WEBER sur l'action entre points matériels 
électrisés avait exigé l'introduction de forces qui dépendent non seule- 
ment de la situation des points mais encore de leurs vitesses et de leurs 
accélérations, et Kircanorr, Hertz et autres ont à mainte reprise admis 
la possibilité de forces, définies par des fonctions des coordonnées et de 
leurs dérivées d'ordre quelconque prises par rapport au temps. C'est 
principalement la loi de WEBER qui, dans l'étude du potentiel cinétique, 


défini par l'expression H = — T — U, où T désigne la force vive de la 
matière pondérable et U la fonction des forces — ces mots pris dans 
leur sens habituel en mécanique — a conduit C. Neumann à soulever 


la question de savoir comment doit être formé U au moyen des coor- 
données et de leurs dérivées premières, quand on admet que le principe 
de Hamitron reste valable. Une méthode de nature essentiellement 
différente et d’une portée trés grande en principe, est celle, introduite 
en mécanique par Hetmuorrz, du traitement du potentiel cinétique comme 
fonction des coordonnées et de leurs dérivées premières, méthode qui ne 
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met pas immédiatement en évidence une séparation de l'énergie actuelle 
et de l'énergie potentielle, mais qui détermine d'une manière univoque 
la quantité d'énergie de l'ensemble du système, et qui fournit encore la 
fonction fondamentale qui a été l'origine des développements de la théorie 
des mouvements cachés établie par Hgrwnorrz et reprise par HERrTz. 

Si lon examine avec un peu plus d'attention les considérations ex- 
posées par C. NEUMANN, on est trés rapidement conduit à des résultats 
beaucoup plus généraux, qui revelent la source propre des théorèmes 
antérieurs, et qui de plus permettent aussi d'étendre les recherches de 
HzrnwHorrZ à des forces appartenant à des potentiels cinétiques qui dé- 
pendent de dérivées d'ordre quelconque. 

Aprés avoir, pour une fonction 


H—f(l,2,9525--)» 
où æ,y,2,... dépendent de /, développé la relation 


0R® ^ p(p—1)...(pQ — À + 1)9Re-» 








| 920 | 15207801 92! 

et Videntité ^ ''. Bux 
aR daR® , d'oRO de oR 
Sr x ice EU — ©) 
Ox dt ox : ^ di? da dt? 9a? EL 

que lon en tire, on obtient, pour chaque fonction = ei} 


Vor, Hn n 0 RUN Re 


JU [s . x ' 
où R,,R,,... sont des fonctions de ¢ et des p grandeurs p,, p,, ...5 Di) 
qui elles-mémes doivent encore être regardées comme fonctions de ¢, li 


relation Xr E 
KV ..doVe d*oV „deal 

| Sr uL AU 
9p, dt ops di^ dp, dt op ) 














ER pn 4 devis ado — poli, de oua aves curi 
5% ol dt aR; dt? ak,’ arem dt’ 3g ps t 5 xf 
oy "7g Sy DISAIS: LE Iw op am re 
(sm: dt dR, a d'or, coU Tán dr gs jan : 


LS 


sur laquélle reposent les recherches qui suivent. 
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Supposons maintenant que n points d'un système ayant pour coor- 
données %,,%,,2,,...,%,,%,, 2, Soient soumis aux conditions restrictives 
exprimées par les m équations linéaires homogènes par rapport aux dé- 
placements virtuels 


fa 90%, + En Oy, + d 02, + fy, 0% + 90% + 208 TF0 
a 
^F fin 0, E Cin Un == Lin En = o, (421,2, ..., m) 


et que, H désignant une fonction donnée de /, des 3» coordonnées et de 
leurs dérivées prises par rapport au temps jusqu'à l'ordre », les variables 
solent pendant le cours du temps /, variable indépendante, soumises au 
principe de d'Alembert généralisé; on aura: 


n 


oH | doH GO 
B ue 
I 


or, dt day, dt? ox? 





= oH d oH d oH 

TT yee pla 
nh X low  dtoyi TE) dé 3, i | due 

n eH d 0H E d" oH ; N 
le + oe J apa 92102, — 0: 





ou Q,. R,, S, sont des fonctions données du temps et des coordonnées, 
et où H, par analogie avec la mécanique, peut être nommé le potentiel 
cinétique. D'où s'ensuit aisément la première forme des équations de La- 
grange généralisées 





oH do , d» oH "" 

acai en he 1) ms eet A fie + à fee cis * ert An lint — 9; 
j c Le 

oH  doH ,d' aH 

dy, — dioy, = aco Ar 1) ET Rh, up À Pix + À Cox SF "ace Ar Am C mk =O, 


U5 


oH | doH az aH 
dz, dia. =F kd SE e 1) dt" 340 FE S, zb À du T À Dax => Le + Am Lt — O, 


tandis que le théorème auxiliaire précité fournit, sous l'hypothèse de l'inté- 
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grabilité des précédentes équations aux variations, la seconde forme des équa- 


tions de Lagrange généralisées 


oH d oH d’ 0H - 
Br ech P=o (s=1,2,...) 1t 
dp,  dtap, Bea D dt on d ; ; 
on l'om a posé . 
= Ox), 9j; 02% | 
D 0e R= + S,— 
p: | V ap, + À; ap. xir * ap, | 


Maintenant nous pouvons donner une autre interprétation à ces équa- 
tions. On nommera adjointe à une fonction 


3 fi (2) A .! X) ^ a (vy 
VO CO pen BC ILE UM ES LUE SERO AU Na E 


.,T, dépendent d'une variable ¢, une autre fonction f formée 
oF oF oF 
or? ar’? "7 ar) 
à ¢ jusqu'à un ordre quelconque, quand celle-ci lors de la transformation 


QUIETE 


au moyen de r et de leurs dérivées prises par rapport 
y, , 


des variables r,, 7 


; .,T, en p autres p,,9,,..., Dp, jouit de la pro 


= oF oF 
priété que ladite fonction, formée au moyen de p,, Dun et 
Ops 


27°. 


de leurs derivees totales, est egale a la somme des eid des fonc- 
tions f, qui appartiennent à 7r,,7,,..., 7, prises sur la direction de p,, 
et par conséquent vérifie l'équation 








r(v y. °F der OF dor oF d oF ) 
Pay Psy es TE diop, 0002 op,’ diop; "3, oO dt ap)? Be: 
E " oF dar oF dar oF dar ar. 
= 7 CEDE E or, " dior? ^"! or? diovi? ı opel ara, a 


en sorte que 


On ao oT d oT eT d oT 


92; ar da’ ay; ' dioy; x ate dt 32; 





sont fonctions adjointes de la force vive. 
Maintenant si l’on soulève en outre la question de savoir quelles sont 
toutes les fonctions adjointes, appartenant à chaque fonction F quelconque et 
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valables pour chaque choix arbitraire des transformations, on reconnait qu'il 
existe toujours » + 1 et seulement » + 1 fonctions adjointes de la forme 








oF ah qu (yv—A+ 2)v—1A+41)d? OF 
9760 —— (» n2 zz 1) dt ore—4A t+) xl IN diare—3)950 ^ — eene 
,"»—1)...(v—4 4 1) d^ OF 
T (— 1) 5 Tore de 370 ? (A=0, 1,2, ..., v) 


et, si lon nomme, d'une maniere tout à fait générale, F désignant le 
potentiel cinétique H — par analogie avec le moment de mouvement, in- 


- oH , i o E T 
troduit par HELMHOLTZ, 5,77 quand H ne dépend que des dérivées premieres 
Ps 


— les » expressions 





oH = d 9H 
—— —(y—A++ 1 ———— T... 
ap?) ( ew opt A+1) 
LD) NUE AE EM) d AOI) 
+ (— ps = = - d ) a (1—0,1,2, ...,»—1) 
iE e eco dh dt op; 
les moments de mouvement, et cette expression pour À =» la force, on 
voit alors que la force — abstraction faite des moments — est l'unique 


fonction adjointe, appartenant à chaque potentiel cinétique dépendant des coor- 
données et de leurs dérivées d'ordre quelconque, qui existe pour des conditions 
restrictives arbitraires imposées au système libre; en même temps les équations 
de Lagrange sous leur seconde forme peuvent -étre remplacées par le 
simple énoncé suivant: La force agissant sur la coordonnée p, pendant le 
mouvement est égale à la somme des projections des forces agissant sur le 
système libre sur la direction de p,. 

La question suivante qui se présente alors est relative à la valabilité 
des principes de la mécanique pour la définition généralisée de force et 
pour les équations de Lagrange généralisées. On voit d'abord immédiate- 
ment que dans le cas où le potentiel cinétique H dépend d'une manière toute 
générale des coordonnées et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre » inclus, le prin- 
cipe de Hamilton, représenté par l'équation 


0 (a+ y P, p, at — O 
1 


Ce 
to 


est équivalent à la seconde forme des équations de Lagrange généralisées; 
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et on voit ensuite, quand le potentiel cinétique ne renferme pas 
explicitement le temps ¢ et que la quantité d'énergie Æ du systeme est 
définie par l'expression 











Be H d oH , d^ oH 

— NS j/ [oH ——— — nae IT y—1 Riese 
ji E Pan | ap; dt dp, D ( ) dt^ ap 
n „|oH d eH ae 

pi lap; disp] +...+(—1) 103,0 





". yd 
—Ÿ: p? —, 
L y 
1 Ps 


que le principe généralisé de la conservation de la force vive prend la forme 


L 
E + 2 | Ppi dt — he 
v 


expression d’où lon déduit immédiatement le principe de la force vive 
pour la loi de Weber, tel que l'a développé C. NEUMANN. 

Relativement aux relations entre la quantité d'énergie et le potentiel 
cinétique je ne ferai ressortir ici que ce point: Lorsque H ne dépend que 
des coordonnées et de leurs dérivées premières, la quantité d'énergie d'un 
système détermine le potentiel cinétique à une fonction près linéaire par rapport 
aux dérivées premières des coordonnées; je citerai seulement la question 
qui se présente relativement à la forme des expressions du potentiel 
cinétique et des valeurs correspondantes de la quantité d'énergie dans un 
méme probléme. 

Pour reconnaitre l'exactitude des principes mécaniques généralisés il 
faut étudier d'abord le principe de Gauss de la moindre contrainte, 
qui fournit le mouvement invariable du système, lequel sous l'hypothése 
de la conservation de la force vive exige le principe fondamental de 
Hertz énoncant que le système doit suivre avec une vitesse restant la 
méme une de ses trajectoires les plus rectilignes, et, powr le principe de 
Gauss de la moindre contrainte généralisé, qui est équivalent aux équations 
de Lagrange généralisées, j'obtiens ce théorème que la somme 
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oH d 3H 
da, at day, 


,d' oH 2 
(en) deis | 











E 1 oH do 
Verr | (UP ey cA 








oH |oy, dt dy, 
yk, 
: 1 [ou d oH ,, a oH : 
k —— - ; ds — 1 — — — §, 
ps oH | oz. dt 92; i 3r ( ) dt” 32? 
one 


prend une valeur minimum, pour les valeurs, comprises parmi toutes les valeurs 
de n°, y, 2”, — les valeurs 


2» —1) 


(2»—1) (: 
» 7x 


Yk 


(2w—1) 


5 ^0 " , 
Xs Yes Es Ves Wes Sey «ro Vie 


étant conservées —, qui satisfont aux équations ‘du mouvement de Lagrange, 


lorsque les quantités 
oe Que ^ Que 


VOX ? „= X 
dap ay: 92% 





sont toutes négatives, et que les conditions données pour les coordonnées sont 
conservées pour les systèmes de valeurs comparés. 

Le développement du principe de la moindre action généralisé rend 
nécessaire la séparation de la forme de Lagrange et de la forme de Jacobi, 
et j'obtiens la forme la plus générale de ce principe exprimée par l'équation 





t 
x Pr [oH d oH \y—=1 d^ oH 
TRES. LR Dom) cem 
ty 





oH po GO oH | 
11 = e 1) = DE 8 at 
s E i ar - De ae or] 
t t E 
; RS vs | (aH Pr «o 
= — | dEdt — | De" EE 2: vm + (— 1) toy 5p) 
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où lon suppose que H ne contient pas explicitement le temps /, équation 
qui, dans le cas où le potentiel cinétique ne renferme que les dérivées 


LL 
premiéres des coordonnées, et où par conséquent H = h — {> P,dp,, se 
c 1 


transforme en 


t t t 
> JL ja a gn m 7 
‚oH T ES S 9H . 
Ô V p, — dt = — | eEdt — | Ss P,öp,dt + ye 
u" 9p; omar : m 9p; 
e 1 t LI 1 1 A 
Ay to to 


et qui dans le cas où H désigne la fonction caractéristique de Hamilton, 
fournit le principe de la moindre action. 

Il est alors facile de trouver la source des théorèmes qui, dans la 
mécanique habituelle définissent les deux principes qui restent encore; 
d'abord comme principe généralisé de la conservation des aires Von a ce 
théorème: Lorsque le potentiel cinétique a la forme 


H=zo+ty, u +yr,..., ch” +) 
OG, Ris Ri SE RON TR, Min ae) 


où « et € sont des fonctions quelconques des grandeurs entre parenthèse et 


ERS NG RS et ot R, , R,,... désignent des fonctions det, x, , .--, Xn; 


un? 


Joss d, pour lesquelles on a 





et lorsqu'en outre les forces extérieures aussi bien que les fonctions fx, €» 
d, qui définissent les contraintes du système, satisfont aux conditions 


n 


YEH Q,— v,R)-0 et YE itis — 149,4) — 9; 
1 


1 


on obtient alors comme intégrale des équations du mouvement l'équation 
différentielle du (2y — 1)""* ordre 
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qui pour le potentiel habituel se transforme en le théoréme connu des 
aires, et qui peut aussi étre aisément étendu au cas ou dans le potentiel 
cinétique l'énergie actuelle et l'énergie potentielle ne sont pas encore 
séparées. Enfin nous obtenons le principe de la conservation du mouvement 
du centre de gravité, étendu à des potentiels cinétiques arbitraires sous la forme 
suivante: 

Lorsque le potentiel cinétique a la forme 


H=o(eityit a, te tye demus of + yf” + 2”) 
+ of, 2,—2,,..., Yo Un US VO Em ee er a): 


c 


et que w est une fonction linéaire des arguments aj" + y?" + 2” à coeffi- 
cients constants a,,, entre les grandeurs 


2(0,% + ts +... + at) = À,, 2(0,,4, + 05,45 +... + Gun) = B,, 
2(a,8 ar Ay 29 SF Qu + Onn) = Ge 


ont lieu des relations 








n 
A = Agi eA ee AD ye 0, = 0, 
1 
n 
— Be dc pu EN + (— 1)’ BE? — XE FH, — O, 
1 
n 
G— CY + C7" —.. + (1) CM — > & —0; 
1 
m, Mm, 1 Mn d + MA, B. MB, 
DOUTE Oy, — — Here Rae A — 4 ——1 
C, = — MC, les équations différentielles du mouvement du centre de gravité 
sont 
n 


M|— A 4- A" —... + (— 1! 49] — Si Q, = o, 
M(— B+ B' —... 4- (— 1! B^] — Y: R, — o, 


MICRO. EE reo — » S, — o, 
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et par conséquent 
| 1 9 2 2 »2 »)2 v)2 y)2 
#=—+{A?+ B? 2 6? 4° BI CO? Bi AM Be Se 


est le potentiel cinétique du mouvement du centre de gravité, lorsque la masse 


n 
totale est concentrée en ce point et que les composantes de la force ea 
1 


n n 

Sc R,, S, agissent sur le point. 
RS Am 

1 


Aprés avoir établi les principes généralisés de la mécanique je me 
suis appliqué à une recherche purement analytique, afin de voir jusqu'à 
quel point sont liés à la forme que donne par hypothése Helmholtz au 
potentiel cinétique, les théorèmes, énoncés dans son célébre travail die 
physikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung, sur la relation 
entre les forces P, d'une part, telles qu'elles sont données par les équa- 
tions de Lagrange comme fonctions des coordonnées et de leur dérivées, 
et entre les aecélérations, les vitesses et les coordonnées d'autre part. 
Dans l'hypothèse d'une composition arbitraire du potentiel cinétique, lors- 
que les dérivées s'étendent jusqu'à l'ordre v, j'obtiens les relations suivantes 
tout à fait analogues 























oP, _- oP. 
ape” ape” 
> > 2 a 
; DN 2 m = Dae 2 > A 1) pum nf? 
QU TI CON eee ap ape ap? ep. | 
oP di oP, = d 9P, = d oP, 
onte s (2»—1) dt ope” dt ap 
oP, oP, 2y— rd | oP, oP- 
apo ope» = 2 dt | apo) 3 Gn 
ete. et enfin 
1 oH om 2 oH eH 
eu Ua d 9p, 9p, d? 9p, 9p, st 
9p, Op, at] op. 9p. _ dt? | op: ap, É 
eH oH 
° €— a 
: qa Pr Ops: le 
-(— I)’ — eS D 
dt” opt? apy 
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apres avoir ainsi démontré que les théorèmes de Helmholtz, dont il a 
donné d'importantes interprétations en Physique et en Mécanique, n'ont rien 
à faire avec le caractère que possède le potentiel cinétique de dépendre 
seulement des dérivées premières des coordonnées, je puis aborder la démon- 
stration du théorème relatif au potentiel cinétique restreint, énoncé par lui 
sans preuve, et qui repose, ainsi qu'il le fait ressortir, sur la théorie des 
fonctions potentielles dans un espace à trois dimensions, théorème d’après 
lequel, lorsque les expressions de la force P, satisfont aux équations de 
condition, il existe toujours un potentiel cinétique, au moyen duquel les 
forces peuvent s'exprimer sous la forme de Lagrange. En vue de simplifier 
lexposition j'ai développé cette démonstration seulement pour des po- 
tentiels cinétiques au sens de Helmholtz et pour deux coordonnées indé- 
pendantes, mais on peut par la méme voie en établir la légitimité pour 
des potentiels cinétiques de forme toute générale. En employant les 
relations précédentes entre P, et les coordonnées, vitesses, etc., l'énoncé 
relatif à l'existence d'un potentiel cinétique peut étre exprimé comme il 
suit: Lorsque les expressions P, sont des fonctions de py, p, py, pe, pi » ps s 
linéaires par rapport aux dérivées secondes des coordonnées, telles que les 
trois équations de condition 








oP, more 9P, T" oP,  d9P, oP, oP, 1rd]eP, °P, 
9p. Or : 9p; 9p; mut op. 1 Me Ops ^ 2dt 9p; op, 








soient satisfaites, il existe toujours une fonction H, ne renfermant pas t, des 
grandeurs p, , p» , Pi» ps, qui vérifie les deux équations différentielles 


oH , doH = d oH 
Mr On: ap Tas SU RM b aas 


Pi 


La démonstration du théorème peut étre effectuée en mettant P, 


sous la forme 
P, = fu(pys os Pis Ps) + (Pis Pos Pis P2) Pi + fais Pas Pis P2) Ps’ 


et en tirant des équations de conditions ci-dessus les relations entre les 
dérivées des fonctions f, , f, fs, à l'aide desquelles l'on intégrera les equa- 
tions de Lagrange précédentes regardées comme équations aux dérivées 
partielles en H, et de la sorte l'on pourra établir, non seulement l'existence 
du potentiel cinétique, mais encore sa forme. 
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A cette recherche se rattache la question des transformations ana- 
lytiques du potentiel cinétique. Dans son travail déjà cité Helmholtz 
a fait ressortir deux cas d'équations du mouvement où se présente une 
diminution dans le nombre des coordonnées, et cela non comme d’ha- 
bitude parceque la liberté du mouvement du système est soumis à des 
restrictions, qui s'expriment par des équations entre les coordonnées, mais 
plutôt à cause de la propriété spéciale du potentiel cinétique et à cause 
de la nature des équations du mouvement de Lagrange. L'hypothèse, que 
le potentiel cinétique H = — T — U ne renferme pas p,, p,,..-,p, et 
que les forces extérieures correspondantes s'évanoulssent, permit à Helm- 
holtz de conclure, qu'en éliminant pj, p,..., p, entre les équations de 
Lagrange correspondantes, les u — o = o équations du mouvement restantes - 
prennent, quand on a posé p,,, — y, la forme 


op. doo . 
UBER + dt ap, = x, (s=1, 2,...,0) 
ou 
$ — UT) —e(n)— e) —...—0c(p) 
les grandeurs entre parenthéses désignant les valeurs que doivent prendre 


ces grandeurs apres que l'on a exécuté la substitution et ¢,,..., 6, 


étant des constantes d'intégration. Le potentiel cinétique $ renferme ici 


eo 


ussi des termes du premier degré par rapport aux vitesses, et ce cas, 
par une analogie donnée par la mécanique des corps pondérables, ainsi que 
d'autres cas appartenant à la physique où le potentiel cinétique ren- 
ferme aussi des termes linéaires par rapport aux vitesses, Helmholtz les 
nomme cas à mouvements cachés, cas sur lesquels lui aussi bien que Hertz 
ont édifié une belle et vaste théorie. Outre ce cas Helmholtz en fait 
ressortir encore un, qui permet d'effectuer une élimination, à savoir ou 
les forces extérieures P,, P,,.. 
dans le potentiel cinétique les dérivées premiéres des coordonnées p,, p,, 


., P, sont continuellement nulles et ou 


.,p, ne se présentent au second degré que multipliées entr'elles; il 
montre que les équations du mouvement restantes prennent encore la 
forme de Lagrange et que le potentiel cinétique représente alors une 
fonetion arbitrairement compliquée des dérivées des coordonnées restantes, 
et il nomme ce cas /e probléme incomplet. 
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Ensuite j'attaque le probléme de l'élimination des coordonnées entre 
les équations du mouvement de Lagrange d'une maniére tout à fait 
générale en considérant ma forme généralisée de ces équations, mais, pour 
simplifier l'exposition, je suppose encore que le potentiel cinétique ren- 
ferme seulement les dérivées premiéres des coordonnées. Je trouve d'abord 
que la condition nécessaire et suffisante pour que les équations du mouvement 
de Lagrange correspondant aux coordonnées p,,..., p, soient des dérivées 
exactes, prises par rapport au temps, de fonctions de toutes les coordonnées et 
des dérivées premières de celles-ci, ne renfermant pas les coordonnées py, ..., p, 
elles-mêmes, est que le potentiel cinétique ait la forme 


1 = = ’ ; 90, 90 
inl == ii Or a> tar JE xj (= ap, He dp, +... 


1 








,f (20, 90, ; diac ; 
si xfi De dp, ae an dp,) sls Q (p, pe.) Pos Pis de DU Di DA) 


où € est une fonction quelconque des grandeurs dans la parenthèse et où 
&,,...,@, désignent des fonctions quelconques de p,,...,p,, Ys o 
qui ne sont soumises qu'à la seule condition 


90,. 90, 
gm 2 


9p», 3 Pr, : 
Alors les e équations du mouvement ultérieures, lorsque des o premières, qui 
prennent la forme 


90 90 09 — 


— =h — —h Eure — —= À 
9p; 1? 9p; 2 ! ap, 82 


l'on tire les grandeurs pj, pi, -..,p, comme fonctions de y, , ..., Pas Pry +++, Pos 
que lon opère les substitutions, et que l'on pose 


9 — (9) — h, (pi) — (ps) +... —h,(p,) 


se transforment de nouveau en la forme de Lagrange 





D'où ce résultat: Dans le cas du potentiel cinétique dans la mécanique des 


76 Leo Künigsberger. 


masses pondérables le cas du mouvement caché considéré par Helmholtz, pour 
lequel le potentiel cinétique doit être indépendant de certaines des coordonnées, 
est le cas unique où les équations de Lagrange correspondantes se transforment 
en dérivées exactes prises par rapport au temps et où — ce qui est alors 
toujours le cas — on peut effectuer une élimination des coordonnées telle 
que les équations du mouvement résultantes prennent encore la forme de 
Lagrange. 

D'une manière analogue j'étudie tous les cas, dans lesquels une série 
d'équations du mouvement d'un système, où les forces extérieures sont 
nulles, jouit de cette propriété que l’on peut éliminer les coordonnées 
et leurs dérivées, et, par conséquent, sont aussi résolus tous les cas du 
mouvement caché généralisé et les problèmes incomplets, ou l'on fait l’hy- 
pothèse de potentiels cinétiques qui ne dépendent que des coordonnées 
et de leurs dérivées premieres, et cela d'ailleurs d'une maniere arbitraire. 

Maintenant pour traiter sur un exemple de la mécanique des masses 
pondérables le cas où certaines des équations du mouvement de Lagrange 
se transforment en dérivées exactes prises par rapport au temps, j'étudie 
d'abord le mouvement de trois points matériels m, , m, , m,, dont les coor- 
données sont soumises à une équation de condition 


=, Vo D: Vire, DURE) 
et dont les forces intérieures sont données par une fonction des forces 
U, 9.2004 9, 1825, Coes es 


J'obtiens ce théorème que: la condition nécessaire et suffisante pour que, dans 
le mouvement de trois points matériels, dont les coordonnées sont soumises 
à une équation de condition, parmi les huit équations du mouvement il y en 
ait deux qui se transforment en dérivées exactes prises par rapport au temps, 
est que l'équation. de condition ait la forme 


2, = az, + by, +0, 


où a et b sont des constantes et où w me dépend que de ©, y, , 23: Lis Us 23> 
tandis que la fonction des forces a la forme 
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1 ~ E 7 y ” J ~ 
Us (e; Ge a, — e) F(x, 1315815 45 Yan Bas Ty Js 25) 
1 ” o 4 Li P, 4 Ll . 
=e (4, mn by, » Dos Yor 25 5 Ty Yan 2); 


dans ce cas, les six équations du mouvement pour les coordonnées x,,y,, 2, 
2,» Y,, 2, prennent encore la forme de Lagrange pour le potentiel cinétique 


donné par l'expression 





€ m, e : ac, +be, de 3 e(t 4-5?) — 2abe,c,+c} ‚(Ira a) 
= — FE ) Mm, MN, — 
z 2(1+a*+b*) \dt ! 1 +a+0b?dt DE Rep ps 
Os pen A He 0537.72 Pr - ; 
EN (a5 + y + a) "e (x5 + ys * + 2,°)— Fo, Te 35 235 Ls» Ya > 23) 


Une application immédiate de ce théorème montre que: 


Lorsque de trois points l'un est soumis par une liaison avec les deux 
autres à la condition que sa distance à un plan fixe reste toujours propor- 
tionnelle à la distance entre eux des deux autres points matériels, ces derniers 
s’attirant suivant la loi de Newton, le mouvement de ce point a lieu suivant 
la loi de Weber. 


On obtient des théorèmes analogues dans le cas où il y a deux 
équations de condition entre les six coordonnées. 

Après avoir résolu toutes ces questions, je me suis appliqué de 
nouveau à l'étude de la généralisation des principes mécaniques dans le 
cas du potentiel cinétique général, et, lorsque 


t 


D I 
Ms | (44 Y Pip, at 
c 1 


est défini comme fonction caractéristique, je trouve pour généralisation de 
l'équation aux dérivées partielles du premier ordre de Hamilton, l'équation 


exar k A 








ot 
n / 2c 9o | ae 
(v—1 hi: ¢g ¥ IE 
BR... N een) un 
rd ' epi 9p, 9p; 


"n 
x 
y—-1 —1) > 
SEHE S. ure a er.) eu EA ON ER Ea PN SEE 
1 
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à la variable dépendante ¢ et aux py + Y variables indépendantes 


(y—1) (v—1) 


, , 
Pie b Vas Mis - EDAD > ll RU TI CDU ENG 


où les fonctions w sont définies par les valeurs 


9€ 20 
(v) (vy—1) (y—1) € € 
At a ten oa tort (Ong emo d P 3919 5925 SpE 26 e 
] ( » Pi» n? ? Dl ? ? P ’ opt 1)? ? opt 1) 


fournies par les équations 








99 — eH 9, e oH 99. | eH 
gars epi" opt DE ope ene ane 9p. VO 


Si lon connait l'intégrale complete, renfermant py + 1 constantes 
arbitraires, de l’équation aux dérivées partielles, constantes dont l’une est 
additive, tandis que l'on peut prendre pour les autres les valeurs 


"RO m! 10 mt! (v—1)0 (v—1)0 
Dire cop Do Die = atl het T UY 31295 59 


correspondant à la valeur initiale ¢,, alors les py équations 


ae  — (eH doH yq d e lel 
plc | 





ab ©), o 

99 oH d oH Mo fite et 
"zc 5 7E Ou hx: ( 7) (5 a 7) Ar we an = 1) ( y—2 5) 

9p; 9p; /o M tops 0 dt Ops ^o 





ou les grandeurs qui se présentent au second membre 


(0 ()0 a (2¥—1)0 2y—1)0 

Dis ve co amico MID EE DN 
doivent être regardées comme de nouvelles constantes, fournissent les y 
grandeurs p,, p;,..., p’- comme fonctions de ¢ et des 2m» constantes 
Di.DS..... 7 7, qui donnent l'intégration complète des p équations 


de Lagrange généralisées d'ordre 2». 
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Mais le système complet d'équations différentielles de Hamilton trouve 
aussi une généralisation essentielle au moyen du théorème suivant: 


Lorsque des équations 








oH d>H _, dt oH 
ath ER 77 +...+ ( 1)" ; y—1 2 = Pow—15 
op,  dtop, di? gp? 
9H d 9H xu i 
IBS OC SE ( 1) ; y—2 y) — Pp1,—2? 
9p, dtop, dt ops 


(pour) a— T,,2,..., n) 





oH d 0H 
HE) dt ap? = D»: 
oH p 
AL (v) = Povo 
9p, 


(2y—1) (2.—2) 
In » Pp Den 


exprimées aw moyen 


dont les » — 1 premières sont respectivement linéaires en p 
Be, bon tue. les py grandeurs p? , 999, ..., po» 
SEED e A. cron Doucisum-s: ---7 B el quon. les porte dans Vex- 
pression de l'énergie, que l'on désignera par ( E), alors les équations du mouve- 
ment de Lagrange généralisées peuvent être remplacées par le systeme géné- 
ralisé d'équations différentielles hamiltoniennes 











dps, BE 9 (E) dp. an o(E) dps, = o(E) 
CEVETO NC M COMEDY en CN RECS rue eh jet je = ng 
dt Ops ? dt ap, ^ Me TE ape 
dp’?  »(E) dp’? ^ (E) dp, _ ak) 
dt 3 Psy í dt = OPsy+1 apes 9p 


Qu'il me soit permis, finalement, d'attirer l'attention sur le théoréme 
suivant, provenant de mes recherches sur la nature des intégrales de ce 
système généralisé d'équations différentielles de Hamilton. 


Si le potentiel cinétique est une fonction algébrique du temps, des coor- 
données et de leurs dérivées prises par rapport au temps jusqu'à l'ordre » 
inclus, et si le système généralisé d'équations différentielles de Hamilton 
possède une fonction intégrale algébrique, celle-ci est elle-même ou bien une 
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fonction rationnelle du potentiel cinétique, du temps, des coordonnées et de 
leurs dérivées prises par rapport au temps jusqu'à l'ordre 2» — 1 inclus, 
ou bien c'est une fonction composée algébriquement de pareilles fonctions inté- 
grales rationnelles. 


Mais j'ai déjà trop longuement profité de votre patience. — Je serais 
trés heureux si l'une ou l’autre des remarques faites dans les précédentes 
communications pouvait vous intéresser. — Pour l'instant veuillez etc. etc. 


Signé: Leo Königsberger. 


SUR LES PRINCIPES DE LA MÉCANIQUE. 
Extrait d'une seconde lettre adressée à l'éditeur 


PAR 


LEO KÓNIGSBERGER 


à HEIDELBERG. 


[Traduit par L. Laugel.] 


Puisque vous attachez un certain intérét à mes recherches sur la 
mécanique, je prends la liberté de vous communiquer encore les quelques 
résultats suivants, qui paraitront prochainement dans les Sifzungsberichte 
de l'Académie de Berlin. 

Si l'on nomme potentiel la fonction des forces correspondant à une 
force f(r,r',Y",...,77?), qui dépend de la distance et de ses dérivées 
prises par rapport au temps jusqu'à l'ordre 2» inclus — à supposer qu'une 
telle fonetion existe — lorsque cette fonction des forces W', dépendant 
de r et des » premiéres dérivées et définie par l'équation 

oW dow , d'oW 


Ac ope pv? (22) — a EN NS SIE 
f(r JA naf ) or dt 9r dt? er" 


CN 


dad eed a? 


renferme comme terme le plus élevé une expression de la forme 


(9v , (v —1)*»—1 tra pre (© ()% ).Y—1)%—1 Man ta, [| © a vA 
Noe dh (+) ou 1%”; BI. dc t pose 
selon que la grandeur 


+ gery (3 py W—L { 4 
& —a,— a, + a, — a, --- -E(-5 1), (mod. 2) 
Acta mathematica. 23. Imprimé le 21 octobre 1899. 11 
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déterminée par les équations 


[0] 


A, = 2k, + €, (y 1 LUE, m 2k, + Ey} , ME +) a, CINE — 2k, I Sp 


a, —€, = 2k, +8: 


où les grandeurs & désignent les nombres o ou I, a pour valeur o ou 
1, alors l'équation de Laplace généralisée pour le potentiel général sera 


2 er ko EU ky —1 € ku 
AIN A, As Wess Asie Aes y—1 ANT AN W= o 


pour une masse quelconque et pour un point situé en dehors de celle- 





ci, ou 
désigne l'expression y fois itérée 
oy sy 3°V 
9a) 93:0) vis 9y09 ay xix 2200 9400 ? 


et l'on a par conséquent pour la loi de Weber 
ASA MEL 


Ensuite pour obtenir pour des potentiels qui dépendent de la distance 
et de ses dérivées premières la loi de Poisson généralisée pour un point 
situé à l'intérieur de la masse, je développe le potentiel d'une sphère 
creuse dont les couches concentriques sont homogènes et de rayons Zi, 
et f,, et je trouve dans l'hypothèse de la loi de Weber pour le potentiel 
d'un point situé à l'extérieur de la sphére ou à lintérieur de l'espace 
creux, / désignant la distance au centre de la sphére, v la vitesse du 
point, / la projection de v sur la direction /, et e la densité 





= = Fil ie 4x 3l? — v? À A 
W,— M( + zi) UR Je dp 
et 
Ry Rı 
W;- az | ap dp + 10” [ opdp: 
Ry Ro 


le potentiel pour un point situe dans l’espace creux est done independant 
de la situation du point et de la direction de la vitesse et a la forme 
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Si le point est situé dans l’espace 


a + bv’, où a et b sont des constantes. 





sphérique annullaire, l'on a 
: I NE 4n 3U7— v2 7 
Wr = 4z(3 + az p ize do 
a 
op do 


Rı 


+ ar | opdp + se" / 





et par conséquent pour une sphére complète homogène 
2- 
sed 


(ae i= 5 
ie 
2 


W mn 
D'où lon conclut après une courte recherche, que l'équation de 





OT 
0, 


2 


Poisson généralisée dans l'hypothése de la loi de Weber est 


m 


An AT ME 


ou o désigne la densité de la masse attirante au point considéré. 
Le mouvement d'un point compris dans l'espace annullaire sphérique, 


dans l'hypothése de la loi de Weber, conduit à des intégrales hyperellip- 


tiques simples. 
Heidelberg le 5 janvier 1898. 
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QUELQUES REMARQUES SUR LES FONCTIONS ENTIÈRES 


PAR 
JULIUS PETERSEN 


a COPENHAGUE. 


Soit ¢g(z) une fonction uniforme, ne possédant aucun point essentiel 
a distance finie. Posons 


(1) log g(z) = log R + 6i, 


R désignant le module et 6 Vargument de la fonction; l'on a alors 








9 log À ol. 9 log R = a0 
awk 7 oy i Oy By ade 
ou 
I (=: oR y 90y , 90x 
R Norr Hr! ar r ' 54 r?? 
I RUNE z) 20 x 20 y 
Er Dear CUT 


formules d’où l’on tire 





90 — I oh. 90 — vr oR. 

(2) ap une R00)” 98 Roar 
19 log R 8 log R 

/ ET ie la ees Mt . DC 

(3) deo = 56 dr +1 Sr d. 


Si lon intégre cette derniére expression, en prenant pour chemin 
d'intégration une courbe fermée, lon obtient, comme l'on sait, pour ré- 
sultat 2z4, où » désigne le nombre des zéros diminué de celui des infinis, 
respectivement situés dans la partie du plan limitée par la courbe. Si la 
courbe est une circonférence ayant l'origine pour centre, on a dr — 0, et 


I i log R : 
(4) n= = = r dB. 
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Cette formule a une intéressante analogie avec la formule de Gauss, 
qui détermine la quantité d'électricité contenue dans une partie de l'espace 
limitée par une surface géometrique, savoir: 


n ee 
E = — | Nad 
Te 

ou dé désigne l'élément de surface et N la force normale. Si nous con- 
cevons qu'en tout zéro et en tout infini soit concentrée une masse I 
repoussant et attirant respectivement avec une force inversement propor- 
tionnelle à la distance, l’on aura pour un zéro la force normale 

I 

- COS ¢, 


7 


0 
i 


p désignant la distance et e l'angle (r, o) En multipliant par ds et en 
intégrant le long de la circonférence du cercle, l'on obtient pour 


MT 
— cos c dis 
| p Y 
la valeur 27, lorsque le point est à l'intérieur du cercle, et la valeur 
zero, lorsqu'il est à l'extérieur du cercle. L’on a ainsi 


I 
n = 





— { Nds 


“Te 


ou N désigne la force normale totale ayant son origine en tous les zéros 
et infinis. Si lon suppose que les zéros et infinis donnent naissance à 


log 


un potentiel log R, la force normale sera et nous retombons sur 


notre formule (4). Pour le cercle on peut mettre une courbe fermée 
quelconque. 

De cette formule (4) l'on peut en déduire d'autres par voie d'inté- 
gration; pour plus de simplicité nous supposerons qu'il n'y a pas d'infinis, 
c'est à dire que notre fonction transcendante est entière. En multipliant 

d 


r . R \ . . 
par — et en intégrant de o à r il vient 
; b 


^ * 

ndr I R 

—— log — dé, 
7 27 SR 

t > 9 

ü 0 


— 
Un 
wa 
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ou R, 


par a,,4,,,--,4, les modules des zéros situés à l'intérieur du cercle du 


est la valeur de A au centre du cercle. Désignons maintenant 


rayon r, rangés par ordre de grandeur. Pour o<r<a,onan=o; 
pour-o, <7 <a,, on 4 m= 1... etc, et alors 


" Go CA r 
ndr "dr r dr "dr a 7 T 
— = ... $n | — = log = + 2 los p 
= ls i gi sis v Dr 3 log ^ is due log s. 
, v 1 3 n 
a, = On 
d’où 
? 
pn I R 
6 no oe | log — dé 
( ) Sata. On 27 S à 


\ ; : R 
où le second membre détermine la valeur moyenne de log; sur le cercle. 
i 


La formule nous montre que cette valeur est continue. ? 
Posons 


I 
(7) Re rar 


"n 


Je supposerai encore que p, a une limite o, ou, d'une manière plus 
précise que, e désignant une grandeur positive qui peut devenir aussi 
petite que l'on veut, l'on peut toujours trouver une valeur de r telle 
que, pour cette valeur de r et toute valeur plus grande, on ait 





L'on reconnait que p est le nombre que M. Boren appelle l’ordre de la 


fonction. La série 


se trouvant sur la limite de convergence et divergence, le genre p de 
la fonction doit être le plus grand nombre entier contenu en p, si p est 
fractionnaire; si, au contraire, p est un nombre entier on aura p — p — I 
ou p— p. Dans les deux cas nous supposerons que le genre est dé- 


terminé par les facteurs primaires de la fonction. 





Monsieur JENSEN ma informé qu zu a déjà démontré cette formule par une autre 


voie et en a fait l’objet d'une communication à la Société mathématique de Copenhague, 
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Désignons par R la plus grande valeur de À sur le cercle; de la 
formule (6) vient 
er p 
(8) Rod perd 
0,0, 
En définissant o comme précédemment lon peut, pour r suffisamment 
grand, écrire 


d'ou 


lip 


R>e 
où le facteur fini - peut être omis. Lorsqu'une fonction croit comme 
Fe 


€", où p doit être pris avec une définition analogue à celle de p, y re- 
présente alors le nombre que M. Borez nomme l'ordre apparent de la 
fonction. La formule trouvée montre qu’on a toujours 


(9) pop. 


D'aprés les recherches de MM. Hapamarp et Boren, on a (-— po quand 
le genre est déterminé par les facteurs primaires, ce qui est toujours le 
cas lorsque y est fractionnaire. Je vais en donner une démonstration 


nouvelle pour le cas où p — o et conséquemment p — 1. 
On a 


(10) Da le 


Lorsque, dans le cercle de rayon v, il se présente n zéros, on a, pour 
qu 





du 1 
I+—-<ı+ 
= 

. 
où s désigne une petite grandeur positive qui s'évanouit pour p — 1. 


D'aprés un théoréme connu, pour des valeurs positives b b is DO 


D — I 
AERIS Ree = (b, +b, +...+0b,); 
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par conséquent > 
+m m 
r T T yh I 
(iG jos = nen ; 
An+1 An+2, Gn--m m AE d K 


Si m croit indéfiniment, la somme au second membre aura une valeur 
finie que nous désignerons par 4, et l'on a 


: krpt: m IDEE 
lim ( ie ——) Lg, 
" 


(2 


Pour r suffisamment grand, on a 


(: tI dress +7) cer 


d, \ An 


et (10) donne 


c'est à dire 
pm p, 
et, par conséquent, en ayant égard à la formule (9) pour toute fonction 


de genre zéro 
=p. 


Maintenant supposons que l'on ait p>o, et soient 1,4, f les ra- 
eines de l'équation z^*! = 1. 
L'on a 


gPt1\ z^*l 
e(z)e(az)e (fo)... = ( À > T 


où 5,,5,,... sont les zéros de g(z). Comme le produit est de genre 
zéro par rapport à z'*', on voit que pour la fonction 


F(z) = e(2z)e (ez) e (Be) . -- 


on a p — p. Ce dernier nombre est le méme pour F(z) et g(z), mais 
je n'ai pas réussi à démontrer directement que les deux fonctions ont 
méme ordre apparent (le nombre y), quand le genre de o(z) est dé- 
terminé par les facteurs primaires. Si p n'est pas déterminé par ces 
facteurs, le produit doit toujours croitre moins rapidement que g(z). 
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Je donnerai maintenant une seconde application de la formule (4): 
D'après cette formule on a 


e 27 o6 


ELE RARES 





Or ar re. 


^ 


aj LA 


r 0 r 


où lon a écrit p au lieu de p+e. L'on a ici 





où la série au second membre est convergente pour ¢ aussi petit que 
lon veut. D'autre part, en intégrant par parties l'on a 


oo oo 


? log R dr log RT” ; dr 
fes epe fn 


r 





Si l'on suppose que y — p, 
log R 


7 





sera égal à zéro pour r — co, d'ou 


2z 2% o 


“ p n p log R p * log R , 
Y2--2-—&h[ re "i „er ”drd, 


0 0 r 





ce qui fait voir que la valeur moyenne de 


log Hh 


yp+?2+E 





sur l'anneau circulaire infini, multipliée par la surface, est finie pour une 
raleur de e>o, si petite qu'elle soit, mais devient infini pour ¢ — o. 


UBER FUNDAMENTALSYSTEME FUR SYMMETRISCHE FUNKTIONEN 


VON 


KARL THEODOR VAHLEN 


in KONIGSBERG i. Pr. 


iR 


Es seien 2,,2,,..., X, die Wurzeln der Gleichung 
x” + aa"? + ar +...+ 4, = 0, 


und s,,5,,8,,.-- die natürlichen Potenzsummen derselben. 
Dann ist die Entwicklung bekannt: 
1 4d az + az + —II(1 s Un 
14 2 ML MES ae 1 tie) = € (421,25 ..., 0) 


gleich 


22 23 
Ei 5, — Xi 2 
#12 225 535 wee at + 81 


84 818, À q 
ET — 52 Fr + (—: ee + ran 


aus der durch Koéffizientenvergleichung folgt: 


a, = 515 
8 $1 
— 1 
ee LE 
— 8; $18, zi 
d, = 3 Les 6 
u. & W 


Acla mathematica. 23. Imprimé le 7 juillet 1899. 
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Da jede rationale symmetrische Funktion von 2, , 2,, ..., v, eine ratio- 
nale Funktion der a,,4,,-..,@, ist, so folgt dasselbe für s, s,, ..., 5, oder: 


Die n ersten Potenzsummen von 2, , ,, ..., v, bilden ein Fundamental- 
system für symmetrische Funktionen von v, , v, , ... , Lp: 


EE 


Wie die vorhergehende Entwicklung auf dem Additionstheorem der 
Exponentialfunktion, so beruht die folgende auf dem des hyperbolischen 
Tangens: 
tgh e, + tgha, 

I + tgh a, . tgh a, ' 





tgh(a, + a, = 


woraus allgemein: 


S tgh tgh a, . tgh a, . tgh — 
tgh(a, bay ee. + a) = SEE ES ee un + 


I + Stgha,.tgh a, +... i 





folgt; hier stehen im Zähler die combinatorischen Summen ungrader Ord- 
nung, im Nenner diejenigen grader Ordnung. 
Diesem Satz zufolge wird nämlich: 





az+az2 + 4,2 +... 
: = — teh X arc teha,z 
I + ag + a,2° +... SERA el (CET? 
; / Zu 2° : : 
also gleich — tgh(s,z + 5, p + s, = sn J. Daher muss diese scheinbar 


transscendente Funktion von z eine rationale Funktion »* Ordnung 


a,2 + az* +... 
1+4a,2 +... 


sein; woraus folgt, dass ihre Kettenbruchentwicklung : 


— tgh(s,2 + s, = + s —+.. ) = —_*_ 


igs age 
spätestens mit c, ,2? abbrechen muss. 


Wir wollen zeigen, dass in diese Entwicklung nur die Potenzsummen 


8151955 S, 9+ + 5 Sat eintreten. 
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Es ist nàmlich: 
1 + ————— = 1 + «£f(2), 


I st 


wo unter (x) ganz allgemein eine Potenzreihe a + bx + ex? +... zu 
verstehen ist. Demnach wird auch durch Division in e, ,2: 


Cn—1 & > 2 A 
1 + n —1-4 6,424 2’ B(x), 
I 





Cn+1® 


I 
Tiger. 


X 


wo natürlich P(x) eine andere Potenzreihe bezeichnet. Durch Division 
in c, 42 folgt jetzt: 














En—2% Cn—2% 3 ANG 
1 + = jae — + ox) 
En—ı% Id cic 
p = 
Cn & 
ar 
De AE 
und durch Division in c, 347: 
Cn—3% En—3% 4 
Ih Rien Pr). 
er M epe 
n—1* n—1* 
I e — s aea —M 
ar Cn 
pq ——— 
Is 
U. s. w., schliesslich 
I I 
EE Te u, 
Der 1 Ij — — 
Ca Cet 
1 + _ 1 + - 
Cat 3 
I zn I+ — 
5 I+ 
Cn—1 2 C 
I —— ur EE um . 
+ Cae I + c4,—3&€ 
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Multiplicirt man mit c,z und setzt z — z^, so kommt: 





AA — = ——-, + 241 (2°), 





I + 64-12. 


woraus hervorgeht, dass man die Entwicklung von 


tgh(s,2 + Saat Sah DIG ) 


nach Potenzen von 2 nur bis z"— zu verwenden braucht, so dass in den 
65510135 cp Cie nur die Potenzsummen esis, eS vorkommen. 


Verwandelt man den Kettenbruch: 





IG ACT ET 2° 


: : : : x ; s 0.23.3 +... 
in einen gewöhnlichen und vergleicht ihn mit — 
CDU SE c 


sich die 4,,@,,...,@, als rationale Funktionen von ¢,, ¢,,---, Gra 





, so ergeben 


also auch als rationale Funktionen von s5,,5,,..., 5, 1. Daher der 
Borchardt'sche Satz: ' 


Die m ersten Potenzsummen mit ungradem Index bilden ein Fundamen- 
talsystem für symmetrische Funktionen. 


Wir suchen die explicite Darstellung der 4,,4,,...,a@, durch die s, 


$5 RIO) S24 1* 
Die Entwicklung von 


II 
Cappa 





* €. W. BorcHARDTr, Uber eine Eigenschaft der Potenxsummen ungrader Ordnung. 
Monatsberichte der Berliner Akademie, Juni 1857, p. 301. Gesammelte 
Werke, herausgegeben von G. Hettner, p. 107— 118, 


e 
Cx 
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in eine Potenzreihe hat die Form: 


€,2 — 562° + (6,06, + Coc} 2° + ...(— 1) (ee, +. + 905 9 Ces) 2 


Car OB HH) E de once 


wo unter g,, 44, ganze rationale Funktionen verstanden sind. Man be- 
weist dies durch den Schluss von k auf k + 1, indem man 


Ck 2 
— ee | OHS 2 ... 
IE CES k kvE+1 ta 


für €, einsetzt. Durch Vergleichung mit 
2° 2° 2 
— tgh(s,2 + Sat es s — S + 8,2 Æ 82° + ..., 


wo $,,, rational und ganz von $,,8,,...,S»%31 und von Sy,, nur li- 
near abhängt, ergiebt sich c, als rationale Funktionen von s,,5,,..., Su, 
deren Zähler s,,, nur linear, deren Nenner s,,,, gar nicht und s, , nur 
linear enthält. 


Die Rechnung ergiebt z. B.: 


I sj — 58183 + 98,5, — 5s; 








(= mise 
: 15 8,(s; — $5) 
Die Verwandlung von: 
6,2 R dz + a.z* + 
: ijo ETS Doer 
ez I + a, Dl. 
IE ; 
Ca* 
I 
lE 


j IL Crea 
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ergiebt: 
BRACH 
a = SG, (ETS nt) 
d, = 500, j (k=2,3,...,n—1) 
diu S Cn Ci, pipe 
G5 e, S Ci Cy. Me 
ZEICHEN 


Hier sind unter den S combinatorische Summen mit Ausschluss der 


Sequenzen 6,6, ; C,C 2,60€, 540, 1 Zu verstehen. 


NIS - 
Daraus folgt im Besonderen, dass 4, eine rationale Funktion von 


.. 5 Ss, ist, welche s, , nur im Zähler und dort linear, und 
$,., im Nenner linear enthält. 


Wenn die Kettenbruchentwicklung von tgh(s,2 +5, = + nd wirk- 


lich erst mit c, , abbricht, so sind die a,,4,,...,, vollkommen be- 
stimmte Funktionen von $,,5,,..., $4, 1, d. h. das System: 


D +... EG -—585;, 
Di ERE Sas 
ee mn EC —— Sy 


ist eindeutig, durch ein Wurzelsystem z,, æ,,...,4, lösbar. Jede sym- 
metrische Funktion der z,,27,,..., z,, 2. DB. auch s,,, wird rationale 
Funktion von s,,5,,..., 93.315 also: 





wo P, und Q, ganze rationale teilerfremde Funktionen von s,, S,, .... $2, 1 
sind. Wir wollen die irreduktible ganze Funktion: 


Son 41-4 (S, , Sy DSC) Sn) Es Q, (s, , Ss eset ent] Sapa) 
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MODS Sac Sn pue mit: 


: Fu, a (5, ? Sy 2 SEND, Sont1) 
bezeichnen. 


Dann folgt also aus dem Bestehen der # + 1 Gleichungen: 


iy SP oo Sp = $, 


2n+1 2 I 
Lt ce dt dis a Son+1 
die Gleichung: 


Fi, ex (51 Say es Sn) 10: 
Bricht aber der Kettenbruch schon mit c, , ,z? ab, so ist 


E ^ LS 
6,2 04,2 + 432 TE: 


Ca [Eg ES 





Hae Best 


eine gebrochene Funktion » — k‘* Grades, also 


TECH 2-18, 


eine Gleichung n — %k* Grades. Um dieselbe in eine Gleichung n°" 
Grades zu verwandeln, erweitere man 


a,2 a2 +... 
1 + ae +... 





mit dem unbestimmten Faktor: 


ner ane? H's dels sa 


n 


und füge für ungrades k noch das Glied a,z" mit 4, — o hinzu. Nun- 
mehr ergeben sich a,,a,,...,a, als rationale Funktionen von $5,,8,,..., 
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Son —1 


2 


4 


und den [| unbestimmten Grössen a,,--., "py Bezeichnet man 


die n Wurzeln der Gleichung: 


8 
3 
[zur 
© 
3 
@ 
— 
EE 
e, 
> 
Ss 
3 
93 
oO 
D 


oui - 
mit —,..., —, so genügen also 4X 
2 La = = 


; © 


1 29. 


Wr Seen rei E Sn 


e fol Ato.) te: Lorie e a ie 


TAM sis 2. oro 3F dus =S Son—13 
es sind aber [| Paare conträrgleicher Wurzeln 2,, %,,..., try vor- 


handen, Wurzeln von: 


dti oae a) = 9 


2 
"k - end : : 
und k— 2 Wurzeln Null, nämlich eine, z;, oder keine. Daher be- 
stehen die Gleichungen: 
Wiki clo s E 0) 
2n—1 2n—1 
X33 gear + Gan == Son—19 


und es ist: 


Fei 9 935555 Gr) = ©} 


D 
R,(s, » Sgs re) Sn) 0: 
Für den Fall der Unbestimmtheit ist mindestens k = 2, also mindestens: 


> Q o 
Rss) = Ou and P A CIC 2 as 
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Umgekehrt: ist jetzt 
R, (s, ? $4 3e hol) Sims) + o 


so ist das System: 


BGH... 0 =S8, 


u + LE + Te = S t 


bestimmt eindeutig lösbar. Ist nun 


und setzt man 
D CN ad teas 


so ist auch RA, .(5$,,5,...., 55.) = 0; also, wegen der Linearität der 
beiden Gleichungen in sj, , und s, , 


Die Gleichung £, ,(5,,5,,..., $5, 5) = © kann nämlich nicht identisch 
für jedes s,, , erfüllt sein, da sonst der Fall der Unbestimmtheit für das 
System 

qd +... +2 TS 


n 


DEL tp iw te Sans 


eintreten, also 
Re G iS oe 5 See) © 


sein müsste. 
Demnach ist auch die Gleichung: 


tea 3r I Cae = Son—s 


erfüllt. Ist ferner: 
R, (s, ? S3 SOON | S341) — u 


so beweist man ebenso, dass auch die Gleichung 


Ee pis = cor ang m Son—1 


100 Karl Theodor Vahlen. 
erfüllt ist, so dass bei beliebigem x, = —«, das Gleichungssystem besteht: 
D... +h =Sy 
2n—1 pra . 
vy ar od 3E Lan >=, Son—1* 
Also: Der Fall der Unbestimmtheit tritt dann und nur dann ein, wenn 


R, (s, ) 83 gene ie 39 Sn) c 0 L] 
und 
TUA (ee 
sind. 
Wir wollen der späteren Anwendungen wegen noch das Corollar 
aussprechen: 
Wenn R,(s,,...,S, 1) = © ist, so tritt der Fall der Unbestimmt- 
heit dann und nur dann ein, wenn noch R,.(s,,5,,...,S, +) = O ist. 
Es werde jetzt der ordinäre Fall 
R,(s, 38855555 Son en) 0 
betrachtet. Aus den Gleichungen: 


% co bn eb den REL 


ei je) se) eier he, ni “ese <0) je le ose) je, le, ee ONCE o0-o 2 2 2 


man—1 2n—1 2n—1 2n—1 * 2n—1 
(iS ne Dom en dS ee 


folgt: 
3 2n— we 5 
JUS, — 494,8, — Spy sy Stn — Le Iur ouo ME 
d. h. die Gleichung 
Rs, — 5, 2, 20, Se 


hat die » Wurzeln z,,2,,..., x,. Sie hat keine weitere Wurzel; denn 
wire etwa &, eine solche, und 4,,5,,..., £, , die zugehörige Lösung des 
Systems: 

od Ld Ld 

& sc mr LC 


E2n—1 g2n—l . £2n—1 
Si =F Qr SI Sn—1 = Son—1 Sn ) 
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so wäre das Systems: 


2n—1 2n—1 __ 
Zi 3r aUe ar Th = Son—1 


auf mehr als eine Art lösbar, was der Voraussetzung R,(s,,5,,..., $5, 5) #0 
wiederspricht. Da ferner die Koéffizienten der Gleichung 


Q 2n—1\ — 
RAS 2, Sap )= 0 


ganze rationale Funktionen von a, , a , a, sind, so kann die linke 


yas 
Seite derselben abgesehen yon einem Faktor nur eine Potenz der Gleichung 


x +aa*+...+4,=0 


sein. 
Diese Potenz kann nur die erste sein, weil R,(s,, 8,, ..., $5, ,) ebenso 
wie der Zähler von a, die Grösse s,,_, nur linear enthalten. Setzt man: 


LR, (s, Sa tai * 1e s». Son—1 ad denn) = R,,(s; D o mu SD) + GROS vn Ces) S) + 


ee zi a" Re (s, 29912 975 $51) 
so ist also: 


R, (81 Q c6 64 Son—1) 








n (1) p. ? 
Un (51 3... Son—1) 
(1) 
Re I (sy re OC) 82n—1) 
0,1 = R™ A \ 
Un (815, + - +» 82n—1; 
UT Ss HW. 


Wir bewiesen früher, dass der Nenner von a, unabhängig von s, , und 
in S„_, linear ist. Nehmen wir jetzt R,(s,,..., $4.3) = 0, so wird a, 
unbestimmt dann und nur dann, wenn A((s,,...,5$, ,) = Oo ist. Durch 
Vergleichung mit dem entsprechenden früheren Resultate folgt nunmehr: 


R(s 


LL CEE) SE) E R, (Si D odor) Somes) 


bis auf einen Zahlenfaktor. 
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Demnach wird bis auf einen Zahlenfaktor: 


R,, (1) 


a ; a EL ee 
à Ea Fe S 





Durch Verbindung mit 


a, m Gina Cres E Ro CI 


folgt jetzt: 











Rn 
Cn—1 Crs Creer OY Ig S R qn 
n— 
Natürlich ist ebenso allgemein: 
Ii 
C1 161 3 C15 Soit m— R, (k=n,n—1,. .) 
—1 
bis zu 
: R, 
CQ. Lc 
3. 1 DA 
R, 
Ce =, 
2-0 > 
Vy 
TR 
C = = , 
1 
fi, 
n 
c= Rer 
OSSA (ee 


wo RA, =1 zu setzen ist. Durch Division der Gleichungen: 





R; 
BL k-3 Cams = D 
k—1 
CC Ru 
LS CES eee 
d Ry-s 
folet: 
Ry , Ry» 


Cr ar 





Ri-1 Rı-s 


bis auf einen Zahlenfaktor. Zu der Bestimmung desselben gehen wir 


nunmehr über. Ist p, das Gewicht von R,, so liefert a, R, , — R, die 
Bestimmung: 


n—1 


n(n 4- I) 


2 


Py = Py +R— 1) + ppg = = 
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10: 


> 


Wir nehmen Z,, R,_,,... mit solchen Zahlenfaktoren multiplizirt an, 


dass darin das höchste vorkommende Glied: 


n(n+1) (n—1)n 














2 2 
E: an OE 
n(n--1) (n—1)n 
den Koeffizienten (— 1) * ,(— 1) * ,... besitzt. Dann sei 
Rx o2 Ryo 





Cry = À . , 
k—1 k SRE R= 


wo À, die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. Also wird: 























R, 
: À nz 
az + a + er R, 
IUE a p REI 
A, B^ 
1 + 4 
3 R, R, 2 
^p m 
I + 2 0 
DE ES 
: R, 5 
Id : 
Ii 
| 5 R, Ras 
I + À, : = 2°, 
Rn=ı Hs 
Setzen wir jetzt: 
x I 
dr —— == — ff. ——_ = 
2 5 ic n 
und gehen zur Grenze n = co über, so wird 
a = TD — D —...— 9, = I, 
n(n +1) I I 
a, = == , 
2 "n^ 2 
n(n + ı)n + 2) I I 
gu == 
: IM GPS n? 3 
Uu. Ss W. 
und s, = — I, $, — O, 5, — O, u. 8. w., also 


Be =, ul) f UU Ms 
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Die obige Entwicklung wird: 

















2° z° 
oran re ao 
> ANY. 
TEE $9007 
EE LUE 
Se df Ai 1,2" 
eer 
Ir, 


Vergleicht man dieselbe mit dem Lambertschen Kettenbruch: ' 





! Es sei gestattet bei dieser Gelegenheit eine Herleitung der Lambertschen Formel 
zu veröffentlichen, welche mir vor längerer Zeit mein hochverehrter Lehrer LEOPOLD 
KRONECKER brieflich mitteilte. 

» Sei 


ko 





R -y Eu I 
ie 1.2.3...25 (2k + 12k + 3126 + 5)... (2E + 2n +1) 


k=0 
wo aber für k = O, wie gewöhnlich, an Stelle von 1.2.3...2k nur I zu nehmen ist, so 
ist offenbar: 

JE Rn = (20 FR, + 2 Roy fir w— 1, 258,20 2 ane 


: 2 T : : : 
und für n =O wird: (2n + 1) E + z E44 = 2 + 67)  Bezeiehnet man dies mit 


R_, so gilt also die Reductionsformel I auch für n = O. 


Deren suecessive Anwendung ergiebt: 














TE d Be R, 2° Re 2° 
R, — B Ri 3 + R, RÀ —= 5 uu R,’ 
R, H, R, 
also in der That: 
R_ı N 2° 
VETT 3° 
ar B 
SE gi 
LS 
SE 
I 
und da R_, —-(e + e), R, = — (et — 677) ist, so resultirt die Lambertsche Formel: 
2 = 2 
AG + Ses) ue 2 à 
e —e 2 
35b E 
2 
GR — 
Papo oe 


auf welche auch jener Leibnitzsche Ausspruch: numero Deus impari gaudet Anwendung 
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GR ensis Z E J 2 
ce a eg 
n3 Dur 2° 
I — 3+ 3 
2 z 
3.5 Jap 
a ise a 7+ 
A E 
I+. 
so ergiebt sich: 
I x I I 
LM Ac er b Rr 
also: 
R, 
a2 + a2. + ER 
CRT PE ETES RENE 
rea 
Tete z - 
BR 
+ A R, 
Rm 
5 + — 
Han; 


Kürzt man diese Gleichung durch z und setzt 2° =~, so erhält man 
die Entwicklung des Quotienten zweier beliebigen ganzen rationalen oder 
ganzen transscendenten Funktionen, und für a, — a, — a, — ... — o die 
Entwicklung einer beliebigen ganzen rationalen oder ganzen transscen- 
denten Funktion in einen Kettenbruch. 

Wir kónnen der Kettenbruchentwicklung die Gestalt geben: 


2 


1+a,2 +... 2 


a, + a.m +... 





R, 
saos rs 
SRE, 





+ ; 





findet, und welche namentlich dadurch merkwürdig ist, dass daraus unmittelbar die Irra- 


tionalität von —— für jeden rationalen Werth von z hervorgeht. 
e — e 
6. Aug. 87. KRONECKER. » 
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also dieselbe durch die Rekursionsformel: 


)2 
Ba 


Gate) = (2k — Dm op, AU + 2711 (2) ERIS) 
mit den Anfangsfunktionen: 


fe) = Sag ee 
f,(2) = a, + a +. 


darstellen. Für z = o folgt: 








I Ryo Ry 
fi (0) SIEG I. : fia (0), 
also wegen 
f,(0) IRIS 
R, 
if (0) ae Re 
Th: 
oce 
u. s. w. allgemein 
I R 
fx(0) = : 





NN IRIS 
Umgekehrt sind hierdurch die Quotienten g, in der Rekursionsformel: 
(2) = afr(2) + e fe i(z) 


und damit die Kettenbruchentwicklung vollkommen bestimmt. 
Mit Berücksichtigung der Zahlenfaktoren wird jetzt: 





ex I Rızı : Ry 
FU (2k Ser d) ORE ORIS 
und 3 
, (1) 
a, = = Rn a : BR usw. 





DEE Re EMT 1.34. (2n SN) RE S. 


T . . 5 . 
Nun ist $,,, eine ganze Funktion von a,,a,,...,4, also wird 5, 
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eine rationale Funktion von s 2.5.5, Soy, deren Nenner eine Potenz 


von A, , ist. Mithin: 


1 


Ih Ti = Sues JUS ie, Q,, 


wo /,,, ein Zahlenfaktor ist. Nun wird: 


fa Pn—1 SF 2n + I Pr 


woraus 
Tn—1 = 
also 
DR en ET Se LUN TX, Q, 
folgt. 
Die Funktionen À, haben noch eine andere einfache Bedeutung. 
Selzenewir ins CS ah UNG) ns, - +. Sms) für 55.5, 


2... So Ihre Ausdrücke als ganze Funktionen von a,, 4,,...,4, ein, 


1) 


so erhalten wir zwei ganze Funktionen von a,,a,,..., a, die wir mit 


Ri(a,, @,,...,a,) und RK, ,(a,, a, ..., a,) bezeichnen wollen und zwischen 


denen die Relation besteht: 


I 
1.3.5...(2n — I) 





PAG a re a)  (a ane rai) 


Geben wir also a,,..., a, solche endlichen Werte, dass 
RAA, edes) 0; 


also die Gleichungen 


oy Ress Rn m su 


erfüllbar, d. h. ein Wurzelpaar z,, z, mit conträrgleichen Werten vor- 


handen; es verschwindet daher die Geminante: 





TI (a, + mn) = G, (a, > Oy -. -, &) 
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Umgekehrt, wenn G, = o ist, so ist ein Wurzelpaar mit verschwinden- 


der Summe vorhanden, also die Gleichungen: 


EIE 
| 
eo 
JE 
JE 
E 
dS 
1 
e 
| 
2 
= 
L 


erfüllbar, also 


Daraus folgt, dass 
NET = / 
k, G, (d , Ay LOHN) a) F5 ee (Si IR) e) 


ist, wo Ak, ein Zahlenfaktor und der Exponent « wegen der Gewichts- 
gleichheit der beiden Funktionen gleich Eins ist. 
Um den Zahlenfaktor zu bestimmen, setzen wir in 
A Y Le 
Kink Gass SIT Hi, 
qe 10, 4180 
Y ^ 
Ga — Gee x 


(= DE Rn 
1.3.5... (2 De 





und für z,®,...2, = (— 1)'a, seinen Wert ein, 
so kommt: 
= I)" knzı Rn 


1:59 59-0 (2 901 10) late 





GR 


n° 


Dividirt man durch: k,G, = R,_, so folgt: 


(— DEM — I. 3 GEO (2n =; LPS 
also 
LES = (— 1) d (2n po ı)(2n = 3)' (2n RR 5)". Ch om 
n(n—1) 


IT{2n — (2h + 1)  G. (aay AN (= DER (Ges eee 


Beachtenswert ist, dass die Geminante von s,,_, unabhängig und von 


$1 ) S. 


39° +9 Sons Cine ganze, wenn auch nicht ganzzahlige Funktion ist 
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BE 


Die Entwicklungen in I. und IL. sind die beiden ersten Fälle all- 
gemeinerer Entwicklungen, zu denen wir jetzt übergehen. 

Wir bezeichnen mit » eine beliebige ganze Zahl und definiren » — 1 
dem arctg analoge Funktionen durch die Gleichungen: 











zt g2v41 
(9) Z A 
g(z) Le EE ETES > 
2° zt? gute 
¢,(4) = en opt 
v—] 2v—1 z3»—1 
^ (2 Lut, z zZ Z 
£3) einem 
Für diese Funktionen ist offenbar: 
y— EYES 
ep, (2) + e’e,(2) +... +e PEA) il Gg m 
Ve e 


wenn e, wie auch im Folgenden jede beliebige v* Einheitswurzel bedeutet. 
Wir definiren ferner » dem Sinus und Cosinus analoge Funktionen 
von » — 1 Variablen durch die Gleichung: 


= Le. VL 
EU) — Elo —...—E Uy. i 


e 
SEO (un) EU ae een EB) 


Setzt man hierin: 


4 gat 
U = X 9,02) = 5,4 + Sy - a tao" 











= y—1 227—1 49»—1 
C4 [7 
Uy. = 9, (0.2) m mr =F 35,15; =, I Sp db y Ir 
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ein, so kommt links: 





(I + az" + as,2?" +...) + &(a12 + ayy .27t! +...) HR te 1(2, 42" 71 + ay 5" +...) 





n y 


Nr 


k=1 





und rechts: 


für h=o,...,»—1 setzt. Daraus folgt, dass die » ganzen transcendenten 
Funktionen: 


F(z), Pa) ae) 


1 


den » ganzen rationalen Funktionen: 


N n DCN Sn ci v1 
AC) ae ee ae ae f(e)= aig s ya Be ae M 
? P av—]l wly—l 
fe) = Geb are Ee. 
proportional sind. 

Zur Ermittlung der rationalen Verhältnisse der » transcendenten 
Funktionen Æ,(2),..., F, ,(z) wenden wir den verallgemeinerten Ketten- 
bruchalgorithmus in einer etwas andern als der üblichen Form an. 

Wir setzen allgemein: 


oz 1 
el i ¥,(2) =) 





und bilden die Entwicklung: 
V2) — Ve) ey, (a) 
qr(s)-— Le) +, TE) 


1 
u. $. w., wo die Koëffizienten c, ,,c,,... so gewählt werden, dass stets 
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(0) = 1 ist, für jeden Index X. Diese Entwicklung bricht spätestens 
mit der Gleichung ab: 


V, (2 ) = P—v41(2) zi Cua V. (2)2", 2 


indem nämlich WV, ,,,(z) = V, ,,, —... — V,(z) der grösste gemeinsame 
Teiler der Funktionen 7,(2), #°,(2),..., V, ,(z) wird. In der That werden 
dann, n — m» pr (r<v— 1) gesetzt, V,(z), V. (z),..., V.(z) ganzen ra- 
tionalen Funktionen vom Grade m in z', und V,,,(z), ¥.,.(z),..., V, (2) 
ganzen rationalen Funktionen vom Grade m — 1 in 2 proportional; wie 
es ja sein muss. 

Wir bezeichnen mit 


S? (c 119 Ca 223 £2) 


die Summe aller derartigen Produkte von je h der Elemente c,,¢,,...,¢,, 
in denen keine zwei der h Indices um weniger als » von nee diffe- 


riren; z. B. 
S (Crs Cas Css Cas C5) = CiC4 + 6; 


Dann erhält man aus dem Gleichungssysteme: 


V, (2) = V,(2) + ann a(2)7 Lore ane: 
die laufende Proportion: 
We) :W (e) : V,(2):. 2 V, a (z) 
STH Sn, ies e£ SP ade + 
SEA SPC ies s ea)? SIS a) ese 
DI + Si (c ao Meaty OD) Gen) + Sole een en e, 2" a8 


ee dao en, 


wo die Grössen 
(» 
Si (e, OR) €,1) 
für hb n—k gleich Null zu setzen sind. Setzt man noch: 


€, — A) 


. 
. 


Ca = G,_1) 
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so ergiebt sich also: 
Sees aS) €,-3) — 0; 
SCC, S = GNT, 


Vv) ; LS 
6, Si (CES CE) — “405 


See GO a OO} DO" GO elite 


u. s. w. bis zu 


Cn—16n—y—1 Cn—9v—1Cn—3y—1 OD = PE 


Wir wollen die natürliche Zahlenreihe nach Entfernung der Vielfachen 
von » bezeichnen mit »,,»,,»,,..., so dass 


DN ER Ya een y=v+, en: 


Ferner wollen wir jede ganze rationale Funktion von $,,5,,...,5,, die 
linear in s, ist, kurz mit [w,] bezeichnen. Dann ist z. B. 











auem für k= 1,2: 00 
Dann werden offenbar: 

V(z)— F(2)-r-rí»—1]jz£-2»—1]z" is 

D NS F(z) "s ly +1} 4 {av + 1} as 

dr (4) = a = 1 + in + T ORO 

I Es) y+ 2] , , (vt 21 oy 

Exe) = "aut DU eis [grs RE) es 

Ui 

eese den. I2v—1], , 13»— 1j s 
Vy esie esee deu Di) ux ppm ea 


Wir behaupten, dass allgemein für o <7’ <p: 


n + ty Hrn 
{(m' — 1)v + pi To 


Ir a 
D à ME rs myv+r; > 
(m'—1)(—1) +7 ( ) I: ‚(m 1)v + ze xs 





und: 


lan’ y + zl 


Cnm'(y —1)+r'—1 7 
m — yu 
m Dv tr] 
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und beweisen dies durch den Schluss von m’—1 auf m’. Die Gleichung: 
V yocp) = Fi ea! —1)v—1) 4" + C1) tr 1 V onze (2)2 


ergiebt in der That: 


{m'y + | 


Cai ee er 
I (m Dv? } 


und 


RE) = 1 + Im + ty ri, 3 oe 


Í , x 
(my +1 | 
wenn das Entsprechende für 
(2) und V DOSE r (2) 


vorausgesetzt wird. 
Aus der Gleichung für c, der wir auch die Form geben kónnen: 


b» 


Ge 





ay) 


ot, dass dies Grössen CC, 0, also auch a, a, ratio- 


nale Funktionen von $,,5,,...,5, sind, also der Satz: 


LG 


n 


Von denjenigen Potenzsummen, deren Indices nicht Multipla einer ge- 
gebenen ganzen Zahl sind, bilden die n ersten ein Fundamentalsystem. 


Fir a, erhilt man insbesondere noch: 


Pn} 


Wie 
i» aal 


n 


Im allgemeinen ist, nach dem Vorhergehenden, das Gleichungssystem 


a... +o =s,, 
Ti" + TD = S,, 


durch ein einziges Wurzelsystem a,,7,,..., v, zu erfüllen. Jede sym- 
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metrische Funktion von z,, 2,,...,*, ist rationale Funktion von s,,..., $,,, 


1? 2? n 


also speciell 





5 ER. Qus, LEQUDIDE } 85») 


D mA gs ’ 
re Ber o hel) 


wo P, und Q, teilerfremde ganze rationale Funktionen sind. 
Ergiebt sich dagegen s,, nicht als bestimmte eindeutige Funktion 


Yn+1 


von $,,...,$,, so kann das System 


Vi 


CEE SIBI Dan AE SS 


oY +... a = Ss). 


. 


nicht eindeutig lösbar sein. Wir wollen die ganze irreduktible Funktion 
S,aP (Si 9 ces S. — QuS, o 2-5 Si) mit VIS, s rro Sen) bezeichnen: 
Dann folgt also aus dem Bestehen der Gleichungen: 


mL. Wm =, 


goo e =o. 
die Gleichung: 


FR, (S, ; Mdb SE) = ©. 


Der Fall der Unbestimmtheit tritt ein, wenn die Kettenbruchent- 
wicklung mit c, , , abbricht und k >» ist. Die Funktionen 


ee an es N En re | 
erhalten dann einen willkürlichen Faktor 
[:] 
LE 
DRUM 


niue eeu SE 


v 


und unter den x Wurzeln 2,,..., r, der Gleichungen: 


m... os 





sind [| v-tupel vorhanden, z. B. x, ,x,, $,, für welche x, = e"z, 
WE. apa) also 

Gee — On 

Dr me, 

[ro 
und 4 | Wurzeln Null, so dass für die übrigen » — %k die Gleich- 


ungen bestehen: 


Tnt... tm = s. 
Also ist: 
Jii Ez I8» p go Dc uU L9 


n 


Da für den Fall der Unbestimmtheit k — » sein muss, so ist mindestens: 


i 00, Ji NECNON ee ©: 


n n—1 


Umgekehrt beweist man wie unter II. dass, wenn diese » Grössen ver- 
schwinden, die Gleichungen: 


u Mie —= 0 
CT CC + Ln Sy» 


"i19. III a IT CT 


„Yu V a 
2,61 pu Ir T, PIA sy, 


erfüllbar sind, also der Fall der Unbestimmtheit eintritt. Also: 
Für das Eintreten des Falles der Unbestimmtheit ist nothwendig 
und hinreichend dass die » Grössen R,, R, ,,..., R,,4, verschwinden. 
Daraus folgt, beilàufig bemerkt, dass das System (It, , Zt, 1, Ru, 
., R,_,u) äquivalent ist dem System der » — 1 symmetrischen Pro- 
dukte: 
Ivi +...+ x!) (hi1, ..,v—1) 


welches hier an die Stelle der Geminanten //(x, + «,) tritt. 
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Wir sprechen noch das Corollar aus: 


Wenn R, = 0,..., E, ,,, = 0, so tritt der Fall der Unbestimmtheit 
dann und nur dann ein, wenn auch noch À, ,,, = © ist. 


Die Gleichung: 


R,(s,,— 24^,...,$,— 2") =O 


n 


ist — man beweist dies wie früher — für z —», ‚x, ,...,*, erfüllt und für keinen 
Us 


DE 
und R, = [»] keine Potenz der Gleichung a, + a, 4€ + ... + x" = o sein. 


Setzt man also: 


I, (s,, xv JUPES Sy, "ee x") m R,(S,, LE) 8,,) ae ar RS Vy 2 0.4093, 5.0, 


weiteren Wert von x. Die linke Seite derselben kann, wegen a, = 





so ist: 
1 
ET 
E sl, 
Re Re 


Nun muss im Fall der Unbestimmtheit jedenfalls a, unbestimmt, also 
R, — o und Ri? — o werden. Also, da R& = {y,_,,,) wird, folgt: 

Wenn R, = 0,..., E, ,,, = 0 ist, so tritt der Fall der Unbestimmt- 
heit dann und nur dann ein, wenn auch A? = o ist. 

Durch Vergleichung mit dem entsprechenden früheren Resultat be- 
züglich A, ,,,, und wegen Rte undas D oies 
jetzt, dass RY = RE, ,,, ist, bis auf einen Zahlenfaktor. 

Also wird: 


— I, 
Un — C, 164 y 1 En avt + + = TETE 
NY 
und allgemein 
i dh Ry 
Cy 1 Cry Capri = Rise 
[—y 


woraus 
n RS 


N pa 
Ry-y 41 Ti 241 


folgt, bis auf einen Zahlenfaktor. 
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Ferner ergiebt sich s,,, als ganze Funktion von 4, => 5 
Vn—v4+1 
RY 
n . . 
Cl = aye eae also als rationale Funktion von s,,...,5,, deren 
Vn—y+1 ! 


Nenner eine Potenz von R, ,,, ist. Daher 
=. Yn—v+1 
Ba = Sedis i S Q,- 


Ist p, das Gewicht von R,, so folgt aus 


a, Dee ua = R, 


dass 
Da — 8r Po = 0 tn 0 + 1) + (nm — 20 — 1)) +... 
== (n I (m’ Fri 1)(v E 1)) Ar Pr—m'v—1) 
ist; ist 
n=mw—ı)+tr ("<v-— ı) 
so ist 
HER NE m'(» 1) 
also 


Pp, = n+ (n — (v — 1)) + (n — 2 — 1)) +... + (n — mw — n)). 
Nunmehr folgt aus: 
Pa — Yaoi ae Tnt 1Dn +1 
dass 


oa eke t D 4 (n 4-1 —(v — 1) +... + (m+ 1 — m'y — 1) 
jan (uw — (y — 1)) +... + (m$ — my — 1)) 





ist; für 
Y «y—2 ist Wu=mv+r-+ı 


und für 


, 


y —y-——2 ist v4, = (m + 1)». 


Demnach beträgt die Differenz des Zählers und Nenners von y, ,,, im 
ersten Fall: 


— (my +r 4-1) + (e t 1)+m' — 0 
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und im zweiten Fall: 
— (m' + 1)» + (n+ 1) +m — o. 
Also ast 7.515 I und 


Rav = à 


nt 


Rh, yl (9, 


bis auf einen Zahlenfaktor. 
Wir hatten die Kettenbruchentwicklung: 


Bl) = Vio) + Z6 le), 


die an die Funktionen 


fay Gea, emo D,(z) 
y.(2) = 2,0) 


(420,1, ...,»—1) 


anknüpfte. Wir wollen derselben eine andere Form geben, indem wir von 


F^ (z) 


z^ 








0,(2) = 


(A=0,1, ..., »—1) 


ausgehen und die Funktionen: ®,(2), 4,,,(z),... durch die Recursions- 


formel definiren: 
0, (2) = m 0,2) + 2 Dire (2). 
Dann giebt die Vergleichung mit: 


Dy-1(2) wl D;(z) Dir, 1(2) 








Prato) Go) T ara.) 
dass 
di (0) 
und 
®,(0) 


GER ®, (0) . 


Setzt man das letztere Resultat in die Form: 





0,(0). e = D (0). 
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und berücksichtigt die Anfangswerte: 


Fo. =a =k, = 9 (o), 





> Ria RB SN : 
womit auch q, TORUM und damit die Kettenbruchentwicklung be- 
k—» AUR —y 41 


stimmt ist. Hier ist 44 — 1, R^,-— I, KR ,— I, u. & w. zu setzen. 

Es bleibt die Bestimmung der Zahlenfaktoren. Nehmen wir die R, 
mit einem solchen Zahlenfaktor multiplizirt an dass darin si" den Koeffi- 
cienten (— 1)" hat, so werde 


q LA À Ra Ris 
ra 





a "um 3-34 | 
: By Ii, y+1 


wo À, die zu bestimmenden Zahlenfaktoren sind. 
Setzen wir jetzt: 


Ti == T. E = T, == ign 
und dann # == co, so werden alle À, = 1, und: 
2” £2y 
I Zu Cri 


2y 





Pe ON eat elis 


(v— 10 |(2»— 1) (3y—1) 





und durch die Formel: 


0, (2) = A d, (z) + 2 0,,, 1(2) EHEN, 


papier 
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werden sowohl die Zahlen A,, als auch die Funktionen: 


O,(2), Due); Die), u. 8. w. 
vollständig bestimmt. 


Man findet nämlich, wegen 24, 544 — », — hv: 


I 2 ge 23 


d,(2) =- xi 


DI OP: | Y Vye Wyte 








und 


VU, ce VE Ry. (v—1) 
wodurch auch 


Rea R; 
> 


dx — HIDE LET UR 
und c, bestimmt sind. Aus a, = @,(0) folgt noch 


a I Fr 
yi EE 


Die Aufgabe die Grössen 4,,4a,,...,4, als rationale Funktionen 
der $,,5,,..., $, anzugeben, ist durch die vorstehenden Entwicklungen 


vollstàndig und in einfacher Weise gelóst. 


Königsberg Pr. im Oktober 1898. 


ÜBER DIE INVARIANTEN 
LINEARER UND QUADRATISCHER BINARER DIFFERENTIALFORMEN 
UND IHRE ANWENDUNG AUF DIE DEFORMATION DER FLACHEN 


VON 


GERHARD HESSENBERG 


in CHARLOTTENBURG-—BERLIN. 


In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die Hauptformeln der 
allgemeinen Flachentheorie, unter specieller Beachtung des Biegungspro- 
blems, einerseits in möglichst algebraischer und formal abgekürzter Weise, 
andererseits so herzuleiten, dass die Invarianz der für allgemeine Coordi- 
naten gültigen Formeln unmittelbar in die Augen springt. 

Zu diesem Zwecke ist zunächst durch Anwendung der Begriffe der 
Co- und Contragredienz das Nachrechnen von Transformationen vermieden. 
Sodann ist durch Einführung einer der Differentiation verwandten Opera- 
tion, die ich cogrediente Differentiation. nenne, erreicht worden, dass die 
cogredienten Differentiale irgend welcher Grössen bei Coordinatentransfor- 
mationen dieselben Substitutionen erleiden, wie diese Grössen selbst. 

Mit den in den ersten vier Abschnitten gewonnenen Hülfsmitteln er- 
geben sich im Abschnitt V die Eigenschaften der gebräuchlichen Differen- 
tialparameter. Abschnitt VII giebt einen Überblick über die vielgebrauchten 
orthogonalen Systeme, die von zwei Parametern abhängen. Sodann folgt 
im Abschnitt VIII die Herleitung der Difterentialgleichung 

WEZ MEET 
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in IX die der Codazzischen Formeln und der Gaussischen Relation, in X 
die der Weingartenschen Differentialgleichung, aus der sich die bisher 
bekannten Classen aufeinander abwickelbarer Flächen bestimmen lassen. ' 

Im folgenden Abschnitt wird eine cigenartige Singularität der letzt- 
genannten Differentialgleichung untersucht, auf die inzwischen auch Hr. 
WEINGARTEN selbst unter Bezugnahme auf vorliegende Arbeit aufmerk- 
sam gemacht hat.” 

Unter Umständen liefert nämlich die in Rede stehende Differential- 
gleichung nicht alle Biegungen der gegebenen Fläche. Ich zeige, dass 
die Differentialgleichung auf unendlich viele Arten so aufgestellt werden 
kann, dass eine beliebig vorgeschriebene Biegung durch ihre Integration 
nicht gefunden wird. Andererseits lässt sich für jede Flache diese Singu- 
larität vermeiden. Ich leite ferner das Kriterium für das Eintreten der- 
selben mit Hülfe einer im Abschnitt VI geführten Untersuchung her und 
zeige, dass die Destimmung der nicht gefundenen Biegungen auf eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung führt. 

Ln letzten Abschnitt sind einige specielle Beispiele hierzu untersucht, 

Es sei mir an dieser Stelle gestattet, den Hrn. WEINGARTEN und 
Ksograuch für ihr Interesse an der vorliegenden Arbeit und nützliche 
Ratschlige bei der Ausarbeitung meinen Dank auszusprechen. 


T. 


$ 1. In den nachfolgenden Untersuchungen bezeichnet abkürzungs- 
weise &,%,&,, oder x das System der » Grössen &,7,,6, oder 2,1, 
A= 1,2...n. Von zwei Systemen, die mit entsprechenden Buchstaben 
des griechischen und lateinischen Alphabets bezeichnet sind, soll ange- 
nommen werden, dass sie eontragredient sind, d. h., dass bei linearer Trans- 
formation des einen das andere die inverse und transponierte Substitution 


* WEINGARTEN, Mémoire sur la déformation des surfaces, Preisschrift der Pariser- 


Akademie. Acta math. Bd. 20, p. 159 ff. Die Citate beziehen sich auf die Publica- 
tion in den »Mémoires présentés par divers savants ete.» Bd. XXXII. 

DARBOUX. Theorie générale des surfaces. Bd. IV, letztes Capitel. 

Rıcer. Della equazione fondamentale di Weingarten. Atti dell Istituto Ve- 
neto dei scienze, lettere ed arti, T. VIII. S. VII. 1896—97. 

' Note zur Theorie der Deformation der Flächen. Acta math. 22, pag. 193 ff. 
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erleidet. Damit die inverse Substitution existiert, darf natürlich die Sub- 
stitutionsdeterminante nicht verschwinden. 

Die Bedeutung des Begriffes der Contragredienz liegt iu folgenden 
Sätzen, die aus der Theorie der linearen Transformationen bekannt sind: 


I. Sind die Systeme £ und x contragredient, so ist der Ausdruck 22£,v, 
" 3 À 
invariant. 

IL Ist La, bei linearen Transformationen der &, invariant, und 
können die &, n Wertesysteme annehmen, deren Determinante nicht ver- 


= 


schwindet, so sind die Systeme & und x contragredient. 
Der Ausdruck NA soll mit (r, €) bezeichnet werden. 


Das Wort »invariantv gebrauche ich ausschliesslich im Sinne von 
»absolut invariant» und denke mir unter 7 eine Funktion, die die Eigen- 
schaft besitzt, bei linearer Transformation der Variabeln & sich mit der 
Substitutionsdeterminante zu multiplicieren. Durch Multiplication mit einer 
Potenz von T kann jede Invariante im weiteren Sinne in eine absolute 
verwandelt werden. Uber 7 wird an geeigneter Stelle verfügt werden. 

Aus n cogredienten Systemen £, und » ihnen contragredienten x, 
bildet man die Invarianten T|£,;| und Ter re GA, ake. en) e Da 
sie lineare Formen jedes der Systeme sind, erhält man aus (II) den Satz: 


III. Bildet man aus (n — 1) den & cogredienten (bezw. contragredienten) 
Systemen die Determinanten (n — 1)"" Grades, so ergeben diese (bei geeig- 
neter Wahl der Vorzeichen) mit T (bezw. T") multipliciert ein den & con- 
tragredientes (bezw. cogredientes) System. 


$ 2. € und & seien zwei Systeme von » bezw. m Variabeln; x und 
x" seien ihnen contragredient. Erfahren € und £ die Substitutionen 


(1) e == 25,8) & = 2,5, 
so ist 
(rs) x, = Zs,, Dr, x, = Is; re 


Das System der mm Grössen ££, werde mit ££' bezeichnet." Es wird linear 
transformiert durch 


= = 8 sr gp 
(2) AS E PIRES 


fü 
P,6 


1 ZE* ist im allgemeinen von €*€ verschieden! 
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und das System wax’ durch 


(2) DID — 275,555, 


Die Determinanten von (2) und (2,) haben nach einem Satz von Kronecker ' 
den Wert |s,,|".|s;,|", sind also nicht null. Daraus folgt: 


IV. Ist & zu x, & zu x contragredient, so ist auch ££ zu xx‘ con- 
tragredient. 

Denn da die Determinante von (2) und (2,) nicht null ist, ist (2,) 
die inverse und transponierte Substitution von (2). 


A bezeichne das Coefficientensystem der bilinearen Form 
a & et , 


(© speciell das der Grössen &,, wo c, die Null oder Einheit bedeutet, 
jenachdem À von y verschieden oder gleich y ist. Das System £ kann 
nm Wertsysteme annehmen, deren Determinante nicht null ist, z. B. für 


E* 


a= &,- eg. Mithin ist A dem System && contragredient. Ist B das 


= zn 


oefficientensystem der Form 
> T; T, , 


so sind ebenso die f, contragredient, also nach IV auch den a«,,. 


Man erhalt damit den Satz: 


den oj, 


4 


V. Sind Za,&& und 2f, mv, 


druck neh invariant. 
AMPLES N 


zwei Contravarianten, so ist der Aus- 


] 


ir werde künftig mit (4, B) bezeichnet, also consequenterweise die 
Formen selbst mit 


(A, &") und (B, zz), 


wonach auc! 
(3) (Ga, EE re) 


Ist » — m, so ist das System A quadratisch, und seine Determinante 


Ir 


multipliciert sich mit den Substitutionsdeterminanten der € und &. Haben 


' Siehe Hexser, Über die Darstellung der Determinante eines Systems, welches aus 
twei andern componiert ist. Acta mathematica, I4, pag. 317—310. 


Über die Invarianten binürer Differentialformen. 125 


wir nur die zwei Sorten £ und x von Variabeln, so giebt es drei Typen 
von Formen: 


(A, &), (B, xy), (6 , xy) 
mit den Invarianten 


Da=T’la,; DB=T Puls — Dc—lo,]- 
Die Formen des Typus & heissen Zwischenformen; zu ihnen gehört 6. Als 
26.69. 
aufgefasst ist sie zu © contravariant und bildet mit © die Invariante 
(€, 6) = Dey Cy — Yo 
die auch mit MG bezeichnet werden soll. 


§ 3. Betrachtet man (4,6£) als lineare Form der &, so ergiebt 
sich. der Satz: 


VI. Die Grössen “x, = Ya, E, sind den & contragredient. 


Setzt man sie daher in die Form B ein, so erhält man den neuen 
invarianten Ausdruck 


(Bor. xp > DER an 
der eine Zwischenform mit den Coefficienten 


Cy 2 Br. Q,, 
[ 
darstellt. Es ist 


(4) ME == Z ay, Pa = (A ) B). 
Setzt man 
a, = — aa, 
so wird 
(A, &) = — (A, &6) 


und nach der soeben eingeführten Bezeichnung 
IM. 5 cem a, , 
ft 


(5) (A, ££) = (m, €) — — (fr, à). 
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Die analoge Bezeichnung soll auf die Contravarianten von A zunächst 
nicht angewandt werden. 

Werden irgend welche cogredienten Systeme £,7 oder A, B zu 
dem cogredienten System der Grössen h&, + ky, oder ha,, + kb,, vereinigt 
(vorausgesetzt, dass À und %k Invarianten sind); so soll das neu entstan- 
dene System mit hé + ky oder hA + kB bezeichnet werden. Da die 
eingeführten Ausdrücke mit Ausnahme von Da in den auftretenden Sy- 
stemen linear sind, ist 


| (hA + kB,7) = h(A,T) + k(B,T), 
(6) 1 Cr + ky), €) = h(a, 6) + ky, 6), 
| (245,7) —h(r,n) + kr, 7). 


BE 


4. Wenn n unabhängige Variable w, in irgend einer Weise 


uy. 


durch n andere, ebenfalls unabhängige, u; so ausgedrückt werden, dass 
weder zwischen den a, noch zwischen den wj; eine Beziehung entsteht, 
so werden die Differentiale dw, durch die dw; linear ausgedrückt, und die 
Determinante der linearen Substitution der Differentiale verschwindet nicht 
identisch. 

Für ein bestimmtes Wertesystem der w, kónnen die dw, beliebige 
Werte durchlaufen. Man kann daher beliebig viele von einander unab- 
hängig variierende Systeme d,u,, du; von Differentialen annehmen. Denkt 
man sich z. DB. die w, als Funktionen von mehreren Gruppen von je x 
unabhängigen Parametern, so erfüllen die in Bezug auf die einzelnen 
Gruppen gebildeten Differentialsysteme die gestellte Anforderung. 

Bei dieser speciellen Annahme sind (unter Voraussetzung der Stetigkeit 
der zweiten Ableitungen) die in Bezug auf die einzelnen Gruppen von 
Parametern ausgeführten Differentiationen vertauschbar. Es sollen auch im 
folgenden durch das Zeichen d nur solche Differentiationen bezeichnet werden, 
für die das Gesetz der Vertauschbarkeit erfüllt ist. Die anderen Systeme 
von Differentialen zählen dann unter die allgemein zu betrachtenden Sy- 
steme, die den Differentialen cogredient sind. 
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u : " en 
$ 5. Nunmehr sei (A, d,ud,u) = ad, u,d,u, eine bilineare sym- 


metrische Form der Differentiale. Ihre Determinante sei nicht identisch 
null, und für 7 werde eine zweite Wurzel aus derselben gewählt, so dass 


Da = 1 
wird. 
Nun ist: 


d,(A,d,ud,u) = a dit u,d,u,, + Za,,d,u;d. du, + Zd,a,,du,d,u, 


3 3 2"1 
ein invarianter Ausdruck. Von den Summen der rechten Seite ist die 
erste symmetrisch in Bezug auf die Differentiationen d, und d,. Bezeichnet 
man sie daher vorübergehend mit A,, so ist die zweite gleich A,. Setzt 


man noch S, für die dritte, so ist 


1° 


d,(A,d,ud,u) = A, + 4, +5,, 


also 


d,(A,d,ud,u) = A, + A, + S, 


und 
d,(A,d,ud,w) = À, + A, + S,. 


Um die zweiten Differentiale d,d,w, gesondert zu betrachten, löse man 
nach À, auf: 


(7) “td, (A, dud,u) + d,(A, d,ud,u) — d,(A, d,ud,u) | 


Ss oe Nae (8, usage 8,). 


Nie 


Das zweite Glied der rechten Seite ist eine trilineare Form der d,%,. 
Der Coefficient von d,u,d,u,d,u, ist 


1 905, Tu 90, ^ 9p E E 
2l|9u, ou, ou, ft 


in CmusrorrELs Bezeichnung. Dadurch wird die rechte Seite von (7) zu 
Sr y p! 

(8) > d, uw, . a,,d, d,u + l^ d,u,d,u, 
[2 À a 7 


po 
und da dieser Ausdruck wegen (7) invariant ist, sind die Coefficienten 


’ 
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der d,u, in ihm den Differentialen contragredient. Setzt man noch mit 


POSEE 
ft 


CHRISTOFFEL 


, 








so wird aus (8) 


(8^) b Q5, |a. du; + ZU "n, u,d,u E 


Ad 


Führt man die Abkürzungen 


NP A dite = (5 


Aou ke 4|; 


6 
À : 
| ¢ = 0,6 ein, 





und 4.6 + » 
À 





so wird der Ausdruck in der eckigen Klammer in (8’) zu 
(9) 0,d, UW, = d du, 


und diese Grössen sind infolge der Invarianz von (8") den du, cogredient. 


$ 6. Die Abkürzung 9 bedeutet nicht, wie d, eine auf jede Grösse 
anwendbare Operation, sondern ist wie ein dem Buchstaben C beigefügter 
Index aufzufassen. 06 steht für (07),, und das System O7 ist aus dem 
System C gebildet. Ferner soll die in (9) gebrauchte Bezeichnung 0 nur 
unter dem Vorbehalt gelten, dass die & den Differentialen du, cogredient sind. 
Für andere Systeme von Grössen wird das Zeichen 9 in anderem Sinne 
gebraucht werden. Es gilt dann folgende Verallgemeinerung des eben 


Bewiesenen: 


VIL Sind die Grössen & den Differentialen du, cogredient, so gilt das 
gleiche von den Ausdrücken 0€. 


Drückt man nämlich in dem invarianten Gebilde 
dmg E Mr, Gb Dane 
A ^ 
durch 0$ aus, so erhält man: 


(10) Cha, 6 = Lon, Go dn. 
À A À 
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wo 
A 


doom NS 


p 


x p 








P. 


gesetzt ist. Wählt man für die & Differentiale, so ist nach dem zuletzt 
bewiesenen die zweite Summe der rechten Seite in (10) für sich invariant, 
also auch die erste, d. h.: 


VII. Sind die Grössen x, den Differentialen du, contragredient, so 
gilt das gleiche von den Grössen 0x). 


Hiernach ist aber Xdx,.& überhaupt invariant, damit auch 222,04, 
woraus VII folgt. Ich will demgemäss die 97 und dx als »cogrediente 
Differentiale» der € und & bezeichnen. 


$ 7. Nachdem erst die Existenz cogredienter Differentiale erwiesen 
ist, kann man die Theorie derselben auf allgemeinster Grundlage aufbauen, 
Ich beschränke mich aber auf bilineare Formen. 


p 
À 


* 


Es mögen Grössen M und 


dass die Differentialausdrücke 


von der Beschaffenheit existieren, 








p 
SP 


= a5 Y 


p 
amm 
ZU 





@ und ae +2)" 





den & bezw. €; cogredient seien. Setzt man dann, wie soeben geschehen, 
din, = 206 + Zion, 


so findet man, dass die Ausdrücke 


> 


= EINE 
OT; GX, ~ |p|"? 


den x, cogredient sind. Das entsprechende gilt für die gesternten Gróssen. 
Nunmehr sind die Gróssen 


" N- Ls 
Ho und 0G, + Say 
also äuch 
we T Se pt 
G OS, + 0G, Sy 
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dil d 


den ££, cogredient. Sie seien mit 9($ 6) bezeichnet. Sie sind nach IV 
den ebenso gebildeten 2(v,v;) contragredient. 
Setzt man G6 = Pu, 2%, = à,, 80 wird: 


OG daa a |? | 8 


Sr RA ess 
À s(n)" 
da, = da;, — > | B= > I: Q, 
p (Pp p \P 








Die Bezeichnung sei allgemein beibehalten für irgend welche den 
&6 co- bezw. contragrediente Grössen. Dann ist identisch 


2e, OB i, an Lad, © Pan = d22a,, Pau 


also speciell 


d2a,,6 C, = Lad oC, oF 2a, 00, . Ch =F Loa, Gh 


Da die beiden ersten Summen der rechten Seite nach Voraussetzung 


invariant sind, ist es auch die dritte, und man erhält daher den Satz: 
IX. Die Grössen da, bezw. Of,, sind dem a,, bezw. fj, cogredient. 


§ 8. Es sei 255, — o irgend eine Identität, in der die &, un- 
bestimmte Grössen sind. Dann ist auch Xf,6£, — o und durch Differen- 
tiation der Identität folgt eine Gleichuug von der Form 2.0f tee 


so dass die Differentiation nach den £, einfach unterbleiben konnte. 
Zum Beispiel folgt aus der Identitàt: 


Y “2p Gi = Ya, N ex > 


sofort: 


De Ge = Lea, (a s ar 22a), 06, S: , 
d.h: 
0"2, = sat AP "^O, 


wenn “dz, aus den 4, ebenso gebildet ist, wie "z, aus den &. 
Das Zeichen 9 befolgt also, soweit diese Untersuchungen reichen, 
dieselben algebraischen Gesetze, wie das Zeichen d. 
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$ 9. In dem speciellen Fall, den wir betrachten, haben wir drei Typen 
von Formen, für die 


005, = da, — = 


p 


Von E > 








— 
p 


Bon > dBi, + Y| 


—= > Inl. 


! ^r le] 
zu setzen ist. 
Verstehen wir unter den a,, wieder die Coefficienten der Form, aus 
der die Christoffelschen Ausdrücke gebildet sind, so ist nach $ 5 


d,(A, dud,u) = (A, 0,d,ud,u) + (A, duo,d,u) 


also da), — 0, wie auch durch Ausrechnen der Christoffelschen Ausdrücke 
unmittelbar nachzuweisen ist. Es ist daher allgemein 


und 


Na 


Oo” 


Has 
(ar Ox, 


Die Gleichungen da,, — © bestimmen zugleich die Christoffelschen 
Ausdrücke eindeutig, so dass allgemein geführte Untersuchungen durch 


die Annahmen 
Da — r,0m,-—0 


auf die specielle Form der a,, bezogen werden. 


$ 10. Im Falle » — 2 folgt aus Satz IV: 
Ist das System y zu & cogredient, so sind die Grössen 


Wie 19 Ty, UN ap T» 


den & contragredient, und umgekehrt. 
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Es sollen daher mit entsprechenden Buchstaben des griechischen und 
lateinischen Alphabetes nur noch solche System € und « bezeichnet werden, 
zwischen denen die Relationen 


(A) TE —(— 1y«, 


bestehen. Darin bedeutet 2,7 eine Permutation von 1, 2. 
Damit entstehen zugleich die Identitäten: 


(1 1) 2,9 +27 = T-"(z,y, — yı%,) = Tem MES. 7:5) Ze (£y, = & Vi); 
(1 2) Da CUR ae 270,010 = and Yms 
wenn in (12) 
(B) Ta, = Ay, (— 5 750 s Qn (— er 
gesetzt ist. Aus (B) folgt sofort weiter: 
(13) Ly Pr = Da 
und ist umgekehrt 
Pin = E VPE 
so folgt auch 
b T, 


Ferner wird: 
(14)  2(4,4)=Da=Da=Da, MA=T(a,,—4,,)= TT (a; I: 


$ 11. Da zu jedem System von Gróssen ein contragredientes gehürt, 
kann folgende Freiheit der. Bezeichnung festgesetzt werden: 


Dient ein Buchstabe zur abkürzungsweisen Bezeichnung eines Systems, 
so darf er auch zur Bezeichnung der durch (A) oder (B) damit verbundenen 
Systeme verwandt werden. 


Bedeutet A das System «,,, B das System £,,, so können demnach 
die aequivalenten Ausdrücke (13) mit 


(4,B), (A,B), (X, 3) ete. 


bezeichnet werdet. 
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Für (12) kann ebenso 
(A, ay), (A, Ey), QC, £y) etc. 


geschrieben werden, für die vier aequivalenten Ausdrücke (11) sowohl 


(©, 9), (@,m) wie (£9) oder (&, 7). 


Es wird sich zeigen, dass von den durch (B) verbundenen Systemen 
immer das mit lateinischen Buchstaben bezeichnete gegeben ist, aus- 
genommen 6. Von zwei durch (A) verknüpften kann € oder x gegeben 
sein. Das andere ist dann von 7 abhängig und ändert sich, wenn über 7 


anderweitig verfügt wird. Wird 7 durch P ersetzt, so ist für ¢ zu 


. m i: P ; 
schreiben p* wenn z gegeben, dagegen für x „x, wenn & gegeben ist. 


m 


$ 12. Die Abkürzungen (A, D), (x, y) befolgen nachstehende Rela- 
tionen: 
CAP CHA CAR SA Dr; 
(15) ] (&, y) = —(y,x); (&, %) = 0; 
| (A, ay) = —(A, yx) = (x, y) = (v, 9). 


Die Form (A, 'zy) soll auch mit (AB, vy) bezeichnet werden. Nach (15) 
ist dann: 


(16) (5 xy) = (x 5 “y) — Cr 9 y) — (AB ; ay). 
In $ 3, (4) war gezeigt, dass 
(16°) M( AB) = (A, B) 


ist. Aus der Vertauschbarkeit von A mit B und aus 
(17) AE PARED cp em 
ergiebt sich übrigens: 
(16") M( AB) = M(BA) = M(B'A) = M(A'D). 
Nach dem Multiplicationstheorem der Determinanten besteht zwischen 
vier Systemen p, 7%) (i — 1,2) die Identität: 


(1 8) [020 ) 1| Ex (Pay ? Po) (ra; 2 To) 
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wofür auch geschrieben werden kann: 
(187) (Pays Bir » 9) = ("5 Pa)(Pa » 9) — (7 5 Pay)(Pey> 9)- 


Ist (Pay, Pa) = 9, so ist demnach 


(Day , a) =f. (P; x), 


wo f von # unabhäneig ist. 
So ergiebt sich aus (*z, y) = — (x, '^y), wenn x für y gesetzt wird: 
(x Su "a7, 5 a) — O, 
d. h. nach dem eben bewiesenen: 


(a4). <i — alee: 


f ist von y und aus Symmetriegründen auch von z unabhängig. Durch 
einfaches Ausrechnen erkennt man f= MA und mithin 


(19) (A, xy) — (A, ux) = MA(x, y). 


Nach (3) und (18) ist daher speciell 


(20) M (pq) = (p59) 

und andererseits nach (16), wenn in (19) "AB für A gesetzt wird, 
(21) Co, y) + (x, y) = (A, Be, y). 

Setzt man a=, so folgt 

(2v) (‘2 *y) = Da(e, 9). 


Schreibt man daraufhin in (18) *p für p, so ergiebt sich: 


(22) |(4 , Pao] = Da(po; poy(ra » To): 
Diese Formel kann auch folgendermassen geschrieben werden: 
(22°) (A, pr) , ay) = Dap, zr, y) — Cp, Cr, 2). 


Im Falle Da — o ist also die m Forin das Produkt zweier Linear- 
faktoren. Die Umkehrung folgt aus 22) wegen (3). 
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$ 13. Ist A eine symmetrische Form, so ist 
(r,2)=— (7,2). 
(22’) ergiebt daher: 
(23) (A, pp)(A, xx) = Da.(p, x)? + (*p, x)’, 
oder kurz: 
(A, pp). A = Da. pp + *p*p. 
Setzt man dies in (B, A) ein und entwickelt, so entsteht: 
(23) (A, pp)(B, A) = Da(B, pp) + (B , *p*p), 
eine vielgebrauchte Formel. 
Will man zwei symmetrische Formen À und B auf die Normalform 
A= pi, + P» 
B = À po + A fo 
bringen, so muss po, sowohl durch "pj, wie "p, teilbar sein, wie aus (23°) 
folgt. Mithin ist (*pqj, Pay) = o, d. h. 
(AB, Da Pay) = 0: 
Ist umgekehrt (AB, pp) = 0, so ist 


VDa 102% pa "p 
VA , pp)’ © VA, pp) 


Ubrigens wird 
(A, A): (45.6): (B55) 2: QE): 20,4). 


A, und A, sind also die Wurzeln von 


Da.3* — (A, B)à + Db — o. 


IV. 
§ 14. Es sei wieder A die symmetrische Form, die zur Bildung 


^ 


der 2£ und dv diente. Es soll bewiesen werden, dass die vier Grössen dE 
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und dx die Relationen (A) erfüllen oder, was dasselbe besagt, dass für be- 
liebige y 

(05, y) = (0% , y) 
ist. Aus den Identitäten 


DER —'O, 24, & ish x 2724,22, 
folgt nämlich durch Differentiation: 


DoË,x, = — X£ 0v, oder (0€, x) 


I 
T 
S, 
8 
= 
Sz 


und 


2/05; & óc, m A 0x, oder (0€, “x) => (0x 3 x). 
Ap : - Ma T 


Setzt man jetzt in (18’) für pq, “x, für po, ©, für r einmal ó£, einmal 
dx, so folgt, da (*r,x) nicht identisch null ist: 


(88 , y) = (or, y), 
Ww. z. b. w. 
Aus (12) ergiebt sich damit durch Differentiation unmittelbar, dass 
auch die Systeme 06,,, 42, und 0b,, durch (B) verknüpft sind. 
In der linearen Form 
(Op , «) 


sind die dp, linear von den du, abhingig. Es sei daher 


(Op , x) = (P, xdu) 


gesetzt, worin 


Miernach und nach (19) ist 


(0,p, du) — (0,p,d,u) = MP(d,u,d,u) und MP= T (es Zr 


ou, ou, 


P ist also dann und nur dann eine symmetrische Form, wenn (p, du) 
ein exaktes Differential ist. Als Invariante der Form p sei daher MP 
auch mit 


Ip 


bezeichnet, weil 7p — o die Integrabilitätsbedingung von p ist. 
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Ist ç eine Funktion von w, und %,, so ist 
og 
(24) l(gp)— ¢. Ip + (p. 5€) 


§ 15. Man kann die Frage aufwerfen, ob zwei Operationen 2, und 
à, vertauschbar sind. Sie ist zu verneinen. Sicher ist jedenfalls, dass in 


den Ausdriicken 


die zweiten Differentiale der € sich wegheben. Führt man aber in der 


Identität 
dd,(x , y) = d,d,(x , y) 


die Differentiation mittelst der ¢ aus, so bleibt 


^ 


(25") (0,0, — 0,0, , y) = (0,0, y — 0,0, y , %), 


woraus folgt, dass 9,0,7 — 0,0,r auch die ersten Differentiale der x nicht 
enthält, mithin trilinear in x, du und d,w ist. Das gleiche ergiebt sich 
aus der Identitit 


d,d (A, xy) = d,d,(4 , xy), 
die zu 


(25'^) (4, (0,0, = 0,0,%)y) Te (A à (0,0,y — 0,0,y) ©) 


wird. Die linke Seite dieser Gleichung ist eine bilineare Form in x,y, 
etwa (C,zy) und die letzte Gleichung sagt aus, dass 


(C, xy) = —(C, yz), 
also nach (19) 
(C , xy) = f (x. v) 
ist. Offenbar ist f.wieder bilinear und alternierend in d,u,d,u, 
f= K,.(d,w,d,u), 


und K, hàngt nur noch von den Coefficienten von 4 ab. Man bezeichnet 
K, als die Gauss'sche Invariante oder in Rücksicht auf ihre geometrische 
Bedeutung nach BrAwcnur kürzer als Krümmung von A. Nur wenn sie 
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null ist, ist identisch 9,0, = 0,0,. Die beiden Identitäten (25’’) und (25°) 
kónnen jetzt durch 
(25°) (0,0,0 — 0,0,0,y) = — K,.(A, zy)(d,u, d,u), 
(25) (A, (6,0, —0,6,7)y) = K,(x,y)(d,u, du) 
ersetzt werden. 
Man gelangt zu A, noch auf einem zweiten Weg, der zugleich er- 


kennen lässt, dass AK, nur für specielle Formen verschwindet. Es sei 
(A, xx) in lineare Faktoren zerlegt: 


(26) (A, xx) = (a), %)(de) , x). 


Schreibt man x+y für x und vergleicht die Coefficienten von A, so 
kommt: 


(26) 2(A, xy) = (a; v)(& , V) + (Aes (Mays Y)- 
Nach (22) ist 
A, 4a) | = (a; May)”, (i, k — 1,2) 
und durch Ausrechnen der linken Seite nach (26) und (26^) folgt 
(An, An) = — 4; (a), Ge) = 2i, 
wobei ö eine zweite Wurzel aus — I. 
Differenziert man (26), so fallen nach (26’) die mit dx behafteten 
Glieder fort und es bleibt 
(Baa), Pla, 2) + (6A) , x) (a, 2) = 0: 
Also muss (da,,,x) durch (a, 2) teilbar sein. Der Quotient ist eine 
lineare Form der du, mithin 
(27) (Bay), &) = (a , &)(p , du); (8,5 , 2) = — (aa), «)(p , du). 
Es sei (A,#x) auf irgend eine andere Weise in zwei Faktoren 5, 
und 5, zerlegt. Bei passender Bezeichnung ist dann: 
(bn, %) = (Qu, x)e*; bait — (Ga), mec? 


und andererseits 
(day; €) = (Bay, L)(Q , du). 


Uber die Invarianten binärer Differentialformen. 139 


Nach der ersten Beziehung ist aber 
(Aq, ©) = (du) » 2) — (Bay, 9x) = e*[(9a, 2) + de (a, &)], 


d. h. nach (27) 
= (bay, æ)[(p , du) + do], 


also 
(q , du) = (p, du) + de. 
Ist also A und p gegeben, so findet man aq, und ag, durch eine Qua- 


dratur. 


Offenbar darf aber p nicht willkührlich gewählt sein. Notwendig 
und hinreichend dafür, dass de = (q, du) — (p , du) ein exaktes Differential 
ist, ist die Integrabilitätsbedingung: 

og 
Ip ist also eine Invariante von À, da es von der Wahl der Faktoren- 
zerlegung unabhängig ist. 

Durch Differentiation folgt aus der ersten der Gleichungen (27), da sich 
die mit dx behafteten Glieder wegheben und öa,, durch a, ausgedrückt 
werden kann: 


(6,6, aq , ©) = (aay), x)[(p , d, w)(p , du) + (p, 9,d,u) + (0, p, d,u)], 
also 
(0,0, 1 — 010444 , 2) = (Aa), 2)[(P, d,ud,u) — (P, d,ud,u)] 
= Ip(a,,, «)(d,u, d,u). 


Die linke Seite ist nach (25’) gleich — A,(A, auz)(d,w,d,w) und 
(A, ax) nach (26" gleich —(a;,z). Demnach bleibt 


TN: 
$ 16. Nach (20) ist (p, a) = — Jag, und ebenso (p, a) = + Jai. 
Damit wird nach (187: 


2i(p, 2) = Lao, (a, €) + La (Ga » 2). 
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Sind also (a,,,du) und (a, du) exakte Differentiale, so ist p und 
damit K,= o. Und umgekehrt, ist X, = o, so darf p — o gewählt werden, 
und es existieren zwei Linearfaktoren, die der Bedingung 


laa. a, + La + An) = 9 


genügen, aus der Ia,)= Ia — o folgt. Man erhält damit den bekann- 


ten Satz: 


X. Die Kriimmung einer Form À verschwindet dann und nur dann, 
wenn diese Form das Produkt zweier exakten Differentiale ist. 


Um das Auftreten des Imaginären zu vermeiden, setze man: 
Ay = Pay — Pe)» Ma) — Day + Days P= ipo. 
Dadurch wird 
(28) — (4, ay) = (do, Pa) + (Pos P9). (Pay, Po) = I 
(28) (Opa 2) = (Peay, &) (Me), du), (OP), €) = — (Pays TP , du), 
(28") Ipay = (Po; Po); Ipo = (Pes) + Po); Ip; = K.. 
Es gilt also folgender Satz: 


XL Ist Da=1, ps eine lineare Form und Ip; = K,, so existieren 
Paare pa, pa von linearen Formen, welche folgende Relationen erfüllen: 
A = pi + po» (Pays Po) = 1; Ipa, = (Da Po)» Ipy = (Pas Po)» 
und alle diese Paare lassen sich durch eine Quadratur bestimmen. 


In den Gleichungen (28”) ist eine Beziehung auf A nur durch das 
im Nenner stehende 7' enthalten. Schreibt man in der dritten noch 
(Pay, Po) K für K,, so gelten alle drei unabhängig davon, welches T zur 
Bildung der Invarianten benutzt wird. Daher kann man weiterhin fol- 
genden Satz aussprechen: 


XII. Die drei Gleichungen 
(C) Tray = (Po Po) Po = (Pe) Pm)s Ta = Kn Po) 


sagen aus, dass die Form pi, + p, die Krümmung K besitzt. 
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$ 17. Ist DA=1, so ist nach (28): 


(Pays Po) = Ih 
also bei passender Bezeichnung 
(Pas Pe) = 1: 
Damit wird 
(A, Pat) = — (Pe), €), 
(A, Pa Pw) = 1. 


Die letztere Bedingung ist nach (23’) hinreichend dafür, dass 4 — p’, ein 
vollständiges Quadrat wird. Die Form 


(, v) 
V(A , az) 





(29) (Pays €) = 


genügt ihr identisch, wenn ; eine beliebige lineare Form, nur kein Teiler 
von A ist. Ist z von z linear abhängig, also z=f.z, so ist 


G,æ) (0.2) 


VA, WA. 








Durchläuft also z alle linearen, von einander unabhängigen Formen, aus- 
schliesslich der beiden Teiler von 4, so ergiebt (29) alle Formen pa), 
für die (A, pp) = 1 ist, und jede nur einmal. Aus (29) folgt weiter: 


1 
(29°) (Po 1) = — (4, pat) = (4, 22) * (4, zz). 
Durch Differentiation folgt weiter aus (pq), 2) = 0: 


1 


(Op 2) = (62, Pa) = (A, 22) * (025 2). 
1 


Nun ist (dpa), 2) = (Po) » 2)(Pe du) und (pe), 2) nach (28’) gleich — (A, 22). 
Schreibt man noch z für du, so folgt: 


(29") (Di) , a) = — (A j ea) (Z, 2x). 


Die Ausdrücke (29 bis 29”) erfüllen also die Gleichungen (28 bis 28”) 
identisch. Sie enthalten drei verschiedene Linearformen, nämlich z, “2 und 
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2 


23. Will man ausser z nur noch eine, zunächst willkührliche Form r 


S. 


benutzen, so hat man (18^ anzuwenden und erhält: 
[( Po» €) VA, ze, T) = — (4, ar)(z, x) + (A, 22)(r, x), 


oe K (Ya, 2). (A, zz) (e, r) = — (7, ers, à) + (Z, aer, 2). 


Ve 


$ 18. Wenn die lineare Form (p, du) ein exaktes Differential dp 
ist, so nennt man ihre Invarianten mit A »Differentialparameter von p». 
Für einige derselben hat man besondere Bezeichnungen eingeführt, und 
zwar: 


I 
(4,pp)=A;p; (A, P)=A,p; ;(P,P=A,n. 
In Analogie hierzu kann man noch 


(P, pp) Zi A,» 


setzen. Es ist dies dieselbe Invariante, die Hr. WEINGARTEN in der Preis- 
schrift? mit Ip bezeichnet hat. 
Ist gleichzeitig (g, du) = dq, so setzt man noch 


(A, pq) = A(p,q);° (p,q) = erg. 
Nach (22) ist 
(30) A,pA,q— A*(p, q) = 8'(p, à). 


Für A,p hat man die Darstellung 


Iro IE op ep Ion op op 
À,p = | a — 4, — a — Ws) |: 
al T du, 7 11 au, 3294/| Tau, 12 Ou, 22 Ou, 


Dieselbe ergiebt sich aus unsern Entwicklungen folgendermassen: 








* Bei DARBOUX — op, bei WEINGARTEN, Preisschrift, Op. 
? pag. 20, Gleich. 15. 

* Bei den Italienischen Mathematikern V (p , 9). 

* DanBOUX, |. c. 


Über die Invarianten binärer Differentialformen. 143 
Es ist ó"p = "Op, also 
(Op, 2) — (0p, "c — (PA, xdu) 


und damit nach (167) 
I(‘p) = M(P^A) — (4, P), 


w. Zz: Ds Ww. 
Für A,,p giebt Brawcur! ohne Beweis die Formel 
(31) 4A,, pA, p = 2A,pA(p, A,p) —A,A,p. 
Man hat aber 
d(A, pp) = 2(A, pop) = — 2(dp, *p) = — 2(P,*pdu). 
Setzt man für du p,“p oder ?p, so folgt: 
2 a 
(32°) (s. (A. pp); ») = — 2(P,"pp), 
3 
(32") (4; = (A, mr) = 2(P, pp), 


"n 9 a \ a 
(327) (P. p= (4, pp) = 2(P, "p*p) = 2 ("p,*p) = (P, P)(A, pp). 
Aus (32") folgt zunächst nach (23) 


I 
(32) 5 A (p, A,p) = A,p A;p — A,,p. 


Ferner hat man nach (22), da P eine symmetrische Form ist, 
X I 
(P, "p*pYP , pp) — (P. "pp)* = (A, pp)’; (P, P), 
oder nach (32”) und (32°) 
I 2 
z^. A,p)A,,p —, 0°(p, A,p) = Alp. A,,n. 


Hierin hat man nur @ und A,, nach (30) und (32) auszudrücken, um 
(31) zu erhalten. 
Unter der Annahme (p, du) = dp lautet noch (32””): 


op 9A,P 
[os ee 3 ) = 2A,,pA,p 


1 Lexioni di geometria differenziale, Kap. II, Gleich. (26°). 
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und, wenn man die linke Seite ausschreibt, 





(33) 2A,,pA,p 
m j op AUD LS (cR on oe di our | 
TE D Qu, OU, 12\du, du, du, Qu, 229», du, 


Diese Formel scheint bisher noch nicht angegeben worden zu sein. 


$ 19. In den Ausdrücken (29—29'^ hatte z die Repräsentanten 
der Classen abhängiger linearer Formen zu durchlaufen, ausschliesslich 
der beiden Teiler von A. Diese Beschränkung bedarf kaum der Er- 
wähnung, weil in diesem Falle die Formein durch das Verschwinden von 
(A,zz) bedeutungslos werden. 

Man kann aber als Repräsentant irgend einer Klasse linear abhängiger 
Formen stets ein exaktes Differential wählen und demnach z alle reelle linear 
unabhingigen Differentiale dz durchlaufen lassen. Dabei durchlauft z selbst 
alle von einander unabhàngige Funktionen zweier Variabeln; r sollte irgend 
eine von z unabhängige Covariante von z sein. Setzen wir fest, dass r 
ein exaktes Differential do ist, so ist o eine von z unabhängige Invariante 
von 2. Die einfachste Invariante von z ist A,z. Wählen wir daher, 
vorausgesetzt, dass A,z keine Funktion von z allein ist, (r, du) — dA,z, 
so gehen die Formeln (29) und (29’’) unter Beachtung von (32””) über 


in folgende: 
dz 
Jr RO Se 
(2 (1) ) VA: 
— A(z, A,z)dz + A,zdA,z 
O(z, A^,2)- VA. : 
— 2A,.2 A,zdz + A,2dA 2 
0(z , A,2).A,z 











(D) (fi, du) = 





(f, du) = 


m Vo nn M 


Diese Ausdrücke werden auch dann bedeutungslos, wenn A, eine Funk- 
tion von z allein ist, d. h. sie stellen alle Formen p, , p, , p, dar, die den 
Relationen (28 bis 28") genügen, ausgeschlossen den Fall, dass (p,, du) 
ein exaktes Differential ist. 

Aus den Sàtzen X und XI folgt nun, dass man alle Tripel von 
Formen, die die Bedingungen (C) erfüllen, herstellen kann, indem man 
sich alle Formen der Krümmung A angeschrieben denkt und sie in all- 
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gemeinster Weise als Summen zweier Quadrate, p^, + pi. darstellt, wobei 
Pay» Po) = 1 zu nehmen ist. Dann genügen nämlich 94), ps und 


Pe) = — Ipay "May Ipe) Do) 
den Relationen (C). 

Die Formen der Krümmung X ordnen sich aber in Schaaren äqui- 
valenter Formen, d. h. solcher Formen, die durch Transformation der 
Veründerlichen in einander übergehen. Zu jeder solchen Schaar gehórt 
die Gruppe der Substitutionen, die die Formen der Schaar und damit 
die zugehörigen Tripel p ; p; , po; in einander überführen. Infolge ihrer 
Invarianz stellen mithin (unter der Beschränkung Jp, Z o) die Gleichungen 
(D) sämtliche zu einer Schaar gehörigen Tripel p4,, Pe), p; dar. 

Hier tritt nun ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Falle eines 
veränderlichen und eines constanten K auf. Im ersten Fall giebt es unter 
den Formen der Krümmung K unendlich viele Schaaren, aus jeder Klasse 
(d. h. Gesamtheit äquivalenter Formen) ausschliesslich der Klassen con- 
stanter Krümmung eine, und die zu einer solchen Schaar gehórige Sub- 
stitutionengruppe umfasst niemals die Gesamtheit aller Substitutionen. 

Ist dagegen K eine Constante, so besteht die Gesamtheit aller Formen 
der Krümmung .K aus einer einzigen Schaar, da diese Formen eine Klasse 
bilden. Die zugehórige Substitutionsgruppe umfasst daher alle Substitu- 
tionen. Im Falle K = const., und nur in diesem, stellen also die Formeln 
(D) alle Formen dar, welche die Relationen (C) und Ip, Z 0 erfüllen. 


NE: 


$ 20. In dem singulären Fall 1p,, = o muss sich naturgemäss der 
gleiche Unterschied zwischen veränderlichem und constantem K geltend 
machen. Befriedigt man durch den Ansatz 


(34) (pa) , du) = dp, (Boy » du) = Adt, (pay , du) = pdt 
die Gleichung Jp.) = (Pa) ; Pj) — © identisch, so folgt aus den beiden andern 


(t , A) = pO(t , py A(t, p) = — AK6(t , p). 
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Also sind ?,p unabhängige Funktionen. Führt man sie als neue Va- 
riable ein, so folgt: 





j 94 au > 
(34^) denn a) ML) 
also 

2° z 
(35) api + Ki = o. 


Ist K nicht constant, so ist es als Funktion von w,, w, gegeben. Wählt 
man fiir A irgend eine Funktion von p und /, nur so, dass i nicht 
constant ist, so ist (35) eine Beziehung zwischen p, und w,,w,. Be- 
stimmt man noch p,t als Funktionen von w,, u, so, dass diese Beziehung 
identisch erfüllt ist, so sind die Formen (34) für pas den Relationen 


(C) unterworfen. 
Ist dagegen K eine Constante, so ist (35) eine Differentialgleichung 
für À, und es folgt aus ihr, wenn Ko: 


A=acoskp + bsinkp, wo k=(K, 
und a und à von ¢ abhängen können. Jenachdem a’ + b?20 oder =o 
ist, kann À = f(f)cosk(p — p,) oder À = f(t)e*” gesetzt werden. Indem 
noch für f f(t)dt t geschrieben und (34' beachtet wird, erhält man fol- 
gende identische Darstellung der Formen py, , ps; , p; im Falle K = const.20, 
Ip = 0: 
ie =<ap, Po) = cosk(p—p,).dt, ps = — ksink(p — p,).dt, 


S | oder re 


Pay = dp, Po = € dt, Ds) — ike"? di, Qe ER 


Der Fall K =o bietet keine principiellen Schwierigkeiten. Der Voll- 
ständigkeit wegen sei angeführt, dass entweder 

Pa dp, — po-(p—f()dt, pe. = dt, 
oder 


Pa = dp, Po = dt, Pa = © ist. 
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NE 


§ 21. Die Relationen (C) treten bei der Betrachtung orthogonaler 
Systeme, die von zwei oder mehr Veränderlichen abhängen, wieder auf. 
Sei (X7?) ein orthogonales System. Componiert man es mit dem System 
seiner Differentiale, (4.X/?, so erhält man die unendlich kleinen Grössen 


pa = LAP XP. 
Infolge der Orthogonalitätsbedingungen 
LXpxp PT € 
ist 
à) (A 
(36) dX = Yo.XP, 
und aus der anderen Reihe, 
7 (À) (A) 
ZX XP = Cx» 
folgt durch Differenzieren: 
(37) Pr + Pri = O- 


Es bietet sich auf verschiedenen Gebieten die Aufgabe, wenn die po, (als 
lineare Formen der Differentiale der Variabeln) gegeben sind, die X” 
aus den Differentialgleichungen (36) zu bestimmen. Dabei gilt der Satz: 


XIII. Giebt es ein orthogonales System, welches den Gleichungen (36) 
genügt, so giebt es für jedes (orthogonale) System von Anfangswerthen ein 
solehes und nur eines. 


Genügt nämlich das System (Y?") den Gleichungen (36), so folgt für 


die Grössen X? = %a,,Y”, wenn die «a,, constant sind: 
[ E 
À 7 (a) (A) 
dX = 279, d Y = Layıpi YF = put , 
n fy 
und wenn umgekehrt die Systeme (X/?) und (°°) beide (36) erfüllen, so ist: 


E (XPAY") + AXP VP) = Ep XP YP + Ep, XP FI — o, 


i 


148 Gerhard Hessenberg. 


also 


2X p > Lino 
1 


wo a,, constant ist. Da das System (a,,) aus den orthogonalen (X?) und 
CE) zusammengesetzt ist, ist es selbst orthogonal. Somit erhält man aus 
einem particulären Integral von (36) das allgemeine durch Composition mit 
einem willkürlichen constanten Orthogonalsystem. Damit ist Satz XIII aus- 


gesprochen. 


22. Wenn das System X” von zwei unabhängigen Variabeln 
u, , 4, abhängt, so erfordert das Bestehen der Gleichungen (36) das Er- 
fülltsein der Integrabilitätsbedingungen für die dX”. Die >, sollen als 
lineare Formen der du, mit (rau , du) bezeichnet werden. Dann ist 


un 


k 


re 7(A 9 7(2) 
LIX ri) = ZX Ir == > (ro. au X; ) 
k 


= ZX P rg + 2 (ray Ta) = 9, 


Iray + Z (ray , Yan) = ©. 


Die Betrachtung werde jetzt auf ein dreireihiges Orthogonalsystem be- 
schränkt und 


(37) | fas = — Toy = "t fer = loin Fan Fried Slo 
gesetzt. Dadurch werden die Integrabilitätsbedingungen zu 
(C’) Troy = (ro ro); Iro, = (ro ra); Tis) = (rq) : Ne): 


Sind die beiden Seiten der drei Gleichungen für sich null, so lassen sich 
die Gleichungen (36) auf den Fall einer unabhängigen Veränderlichen zu- 
rückführen und sind dann, wie später zu zeigen ist, stets integrabel. 
Unter Ausschluss dieses Falles werde angenommen, dass (rj, 75) 
nicht null sei. Dann ist rg, vermittelst der beiden letzten der Gleichungen 
(C) nach (18") durch Doy, Ma) eindeutig bestimmt. 
Existiert also ein orthogonales System, welches die beiden Gleichungen 


(36^) = 2 EX (in, o ZX®%4X° = (is), di) 
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erfüllt, so ist auch 
(36") LXPaxp = (ray, du) 


und damit allgemein (36) befriedigt. 

Setzt man aber #3 = — Pw, Te fo TG = Pay, So sagen die 
Gleichungen (C nach Satz XII aus, dass die quadratische Form r},, + 77, 
die Krümmung 1 besitzt. Nach einem Satz des Hrn. WEINGARTEN! exi- 
stieren also drei Funktionen Xj? , X??, X? welche die beiden Bedingungen 





(38) ZXORP = 1, 
(39) ZaXŸ4XŸ = (rg, du)? + (ra » du)’ 
erfüllen. Infolge der Unabhängigkeit von x, und r,, kann man aber 
(40) AX = XP (rg , du) — X$ (ro , du) 
setzen, wobei nach (187) 
, 2. X0) 2X\ aXy” 
(40°) ROO = ( Er P ro) : iw, e) TOC » To). 


Die so definierten Grössen XY, XY erfüllen mit XY identisch die Orthogona- 
litátsbedingungen, wie man z. B. erkennt, wenn man (40) auf (39) und die 
aus (38) folgende Gleichung © X4 X?? = o anwendet und beachtet, dass 


^ 


die Coefficienten der r,, einzeln verschwinden müssen. 
Aus (40) ergiebt sich dann aber unmittelbar (36^), also genügt dieses 
System den Gleichungen (36), d. h.: 


XIV. Die Bedingungen (C^) sind motwendig und hinreichend für die 
Existenz orthogonaler Systeme, die den Gleichungen (36) genügen. 


$ 23. Die Bestimmung der Grössen Xj erfordert nach dem er- 
wähnten Satz des Hrn. WEINGARTEX die Integration zweier gewöhnlichen 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Man kann dies noch auf andere Weise erkennen. Die Differential- 


! Qrelles Journal, Bd. 94 und 95. 
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gleichungen (36) lauten ausgeschrieben, unter Weglassung des oberen 


Index: 
dX, = (rss du) X, — (ray, du) X, ; 
dX, = (ra), du) X, — (ra » du) X, ; 


dX, = (rg , du) X, — (rq ^ du) X,. 


3 
Setzt man, um die Gleichung 2 X!— ı identisch zu befriedigen, 


X ety ya Tease, Dee Eee 


PIE 20 de— y) 


so erhält man nach einiger Rechnung statt der drei angeschriebenen Glei- 


chungen die eine Riccatische, der x und y genügen: 


(4 1) dz = i ey — Arg, du) + 2 (ray , du)g — (ri + irs, du)x’}. 


wie. 


Hängen die r,, nur von einer Variabeln ab, so sind für die Integrabilität 
von (41) keine weiteren Bedingungen erforderlich. Im Falle zweier un- 
abhàngiger Veränderlichen zerfällt die Gleichung in zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen nach je einer der Variabeln, und diese kann man 
(als Riccatische) leicht in bekannter Weise auf lineare Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung zurückführen. 


$ 24. Bezeichnet man die Form 7°, +7, mit G, und wählt 7 so, 
dass (rg,7) = I wird, so ist (G,, cr) = (rc), x), also nach (40’) auch 


ox a 
= (6,5 a ro): Führt man also mittelst der Formeln (D) 




















Gn sco ces dz _ 
(3) Pay VAS 
ein, so wird nach (40 und (D): 
[ms Er AG, & 1 t) | ws 0%, xy’), 
VA VA,z 
; dz 
(ER S 
(E) VA: 
lr.) = AS AEN 
lis Oz, A, VA,z 
| = — 2A„2A,2d2 + A 2d Ag 
(1) Ole, À, DE A = 
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wobei die Differentialparameter aus der Form G, gebildet sind. Wenn 
Laxp dX? = (G, , dudu) 


ist, so genügen die Xj" identisch den Orthogonalitätsbedingungen, die 7, 
den Relationen (C') und die 4X7? den Gleichungen (36). Jedes orthogonale 
System, in welchem weder Jr,, noch lr; verschwindet, ist durch die 
Formeln (E) darstellbar. Alle von z abhängigen Funktionen liefern, in 
(E) eingesetzt, dasselbe orthogonale System. 


IV BER 


$ 25. Die Aufgabe, alle Biegungen einer gegebenen Fläche zu be- 
stimmen, führt auf die andere, eine quadratische Differentialform von nicht 
verschwindender Diseriminante als Summe dreier Quadrate exakter Difte- 
rentiale darzustellen. 

Hat man überhaupt (4, xx) als Summe dreier Quadrate dargestellt: 


(A, ty) = Z (ae » C (0 » 3) (=1,2,3) 


i 
und ist 7" wieder die Discriminante von A, so ist 


2 — (4, 4) = X (as , aw)’. 


ik 
Bezeichnet man die drei Grössen (a5, a), (Aa), a) » (A), A) beziehungs- 
weise mit a,,a,, 4, so wird daraus 
: 
Za—1 
t 
und damit 
(A, aa) = Cx — Ga. 


Ferner ist nach (18’) 
(42) Lai(% ; 9) = 0, 


und dies ist zugleich die einzige lineare Relation, die zwischen den Former 


d; bestehen kann. 
Endlich ist noch 


(43) L(A AP) » ©) = — Z (a; p\(@w » €) = — (A , “pa) = (p, c, 


i 
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(43) Z (A, agp , a9) = (A, pq). 

Mit (42) folgt aus (43) für ein beliebiges 4: - 

(44) L[(A, aop) + h.a](a5, 2) = (p, 9), 

und dies ist die allgemeinste Darstellung von p durch aq), a , A). 


$ 26. Ist nun A speciell als Summe der Quadrate dreier exakten 
Differentiale 
dz; = (a , du) 


. 2 2 . 2 ERES - 
dargestellt, so ist A — 24) = 24) + 2) eine Form der Krümmung null; 
und umgekehrt: ist die Krümmung von A — z5, null, so kann man durch 
eine Quadratur zwei Differentiale dz, und dz, bestimmen, so dass 
Sale „2 

; A — £y = Lo + % 

wird. 
Um die Krümmung von À — z5, zu berechnen, sei, wie in (29), 
— 
23) (A, 2020) * = Pay 


gesetzt, was im allgemeinen, und, wenn Realität verlangt wird, stets 
möglich ist. Dadurch wird für 2 — 44, {= & = yx — (A, az): 


(A, xx) = (Pa) , a)? Ar (De) , x)”, (Pa : Do) ESI 
(A ; xt) — (2, 2) = (Qt); zy Ar (Gey , x)”, (Ga) Qc) = < 


wobei 

















z 
a > C. Dal = ¢. TAG de) = Pe: 
VI ——d5 
Nunmehr ist nach (24) 
4 26 I of 
Does), eo =e =) 
Pay tres pi? au)? qo) VI = = ) au, , 


well ja (2, du) ein exaktes Differential sein soll. Mithin ist 


I 
Iq = t Pis 
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und daraus nach (C), weil 9. = pu: 


I 


I I ec 
Qa =FPe und qs —..K,—., (2 =): 
[a 4 6 : ou 


Es war 
(4 , 22) =1— 0; 
Aro) at 
Somes — 2T. und nach (29") und (32'") 





ag = I = ,9(4 , zz) LE Aa? 
(vo 5) = 3205 (2 ou EV] d 


/ N 
Wir erhalten mithin für die Krümmung von A — dz? den Ausdruck 
UK, Jes A,2) ne A,,2}(1 Ins Az) 

und damit den bekannten Satz: 

XV. Genügt z der Differentialgleichung 
(F) À,,2 = K,(1 — A,2), 
und ist A,z21, so kann man durch Quadraturen zwei Funktionen x , y 
bestimmen, derart dass (A, dudu) = dx? + dy’? + dz? wird. 

Ist A,z = 1, so ist nach (33) A,,z — o und (F) erfüllt. Anderer- 
seits ist die Discriminante von A— dz? null, d. h. 


(A , dudu) = dz? + (p, dudu), 


wo p nur im Falle K, =o ein exaktes Differential sein kann, Die Diffe- 
rentialgleichung besitzt also Integrale, die zu dem Deformationsproblem 
in keinerlei Beziehung stehen. Ausserdem werden die Funktionen x und 
y nur dann reell, wenn A,z<1 ist. Nach irgend welchen bekannten 
Methoden ist die Gleichung nur in dem fast trivialen Fall K, — o zu 


integrieren. 
IX. 
$ 27. Differentiiert man beide Seiten der Gleichung 
(A, ay) = (eo; (ao » 9). ( — 1,2,3) 


i 
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drückt 2 durch Z, aus und schreibt p für du, so kommt: 


2 (Z; ; xp» y) + Z(Z; » YP)(&w » ©) = o. 


1 


Vertauscht man p,c,y, so folgt aus der Symmetrie der Formen Z;: 


2 (4, » &y)(Ao » P) = o. 


1 
Da die Gleichung (42) die einzige lineare Relation zwischen den Formen 
dy ist, muss 


(45)  (Z,ay) =—<¢(C, ay) oder (da), %) = — &(C, xdu) 


sein, wobei auch C eine symmetrische Form ist. Sie wird in der Flachen- 
theorie als zweite Fundamentalform bezeichnet und lässt sich als: 


(45°) (C, zdu) = X dG (5o ,£) = — XG(Z,, cdu) 


darstellen. 
Das Differential dé sei mit (2, du) bezeichnet. Damit ist 


(Zay du) = (020; Za) + (£m » 09) = — EC, Zu du) + G(C, zs du). 


Drückt man die & durch die z, aus und beachtet (z5,2,) = o, so wird: 


3 


(Za), du) = — lj (20 > Zn)(O, 4 du) = = (4 » Zan) (Zany du) = (A, 29, du), 
also allgemein: 
(46) (2 5 €) = — (as 2). 
Hieraus ergiebt sich nach (23) und (43’): 


25 (45, 2) = (A, aa) = (A, C)(C, ax) — De(A; ar). 


Diese Form, welche das Quadrat des Linienelementes der Gauss'schen 
Kugel darstellt, sei mit (@, xx) bezeichnet. Man findet leicht: 


+ 
-(G, G) = Dg = (Do). 


Dc sei mit A bezeichnet und der Fall K — o von der weiteren Betrach- 
tung ausgeschlossen. Dann ist mit A und C auch G bekannt, und die 
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Bestimmung der & erfordert die Integration der im VII‘ Capitel er- 
wähnten Riccatischen Gleichung. Hiermit hat man auch die Formen 203 
denn aus (46) folgt, indem man “x für x setzt: 


(46) (Go 2) = — KG, 2) = — KA, Zoo). 
Diese Ausdrücke erfüllen identisch die Forderung 


2520 — As. 


§ 28. Die angegebenen Schritte sind dann und nur dann ausfihrbar, 
wenn die Ausdrücke (46’) integrabel sind und K, = 1 ist. Um die Be- 
dingungen dafür aufzustellen, führe ich neben den in bezug auf A auch 
die in bezug auf G gebildeten Invarianten ein und unterscheide sie durch 
einen Strich ’ von den ersteren. Da Dg=K’, kann T'— KT gewählt werden. 

Zunächst folgt aus (46’), indem man für x links Ka, rechts — “x 


einsetzt: à 
RÉ a MES (GE x) 


Von den Systemen 2%, %, 4, G und C sind die mit lateinischen Buchstaben 
zu schreibenden Coefficienten von der speciellen Wahl von 7 unabhängig 


definiert. Daraus ergiebt sich, dass auch (z;;, x) = Laird T nicht enthalt, 


während in (G, z;‘~) T? im Nenner steht (cf. $ 10 und 11). Daher lautet 
die letzte Gleichung, mit 7’ = TA in Bezug auf G gebildet: 


(46") (Co &)' = (G , xx). 


Die Integrabilitätsbedingung von 2, ist erfüllt, wenn (0’2,,, v) eine sym- 
metrische Form in x und du ist. Nun ist 0'G =o, also 


(46) (O45, 2 = (@, 01262) + (G, as my. 
Aus der Definitionsgleichung von G, 
22552) =(G, 22), 
kann aber genau wie in $ 27, Gl. (45, 45’), geschlossen werden, dass 


Css 2) = — €(B, adu) 
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sein muss, wenn 
nee 


C1 (in fo) = X Cow: 45) u. & f. und (B,zxdu) = Ld (a 2)". 


Nun ist nach (46) 


(Ze 20) = ("2:5 ^2) = K (2), 2a) 


also allgemein ¢; =€&, d. h. B — G und 


(02,9, 2) = —6&(G,xduy. 
Damit wird die erste Form der rechten Seite in (46'") zu 
— (0'2, , x)’ = G(G, *adu)’ = —G(C, xdu)’, 


jedenfalls also symmetrisch in Bezug auf x und du, und es bleibt die- 
selbe Bedingung noch für (G, z;^*z)' = —(0’C, ’z,)x)’ zu erfüllen. Da unter 
den drei Formen °z, zwei linear unabhängige sind, kann ein beliebiges 
System y für °2,, gesetzt werden, so dass endlich die Integrabilität der 
Ausdrücke (46") durch folgende Identität bedingt wird: 


(G) (01€ , yd,u) = (0;C , yd,u)’. 


$29. Um K, zu berechnen bringt man am besten die drei Formen 
A,C,G auf die gemeinsame Normalform. Man überzeugt sich leicht, 
dass dabei 


A = py + Po» (Pa > Po) = 1; 
C — hp + AP» 
G — AP + APE 
wird. Es ist nämlich nach § 13 
(4,0) ZA ae RAR, 
womit sich aus 


GA CE A 


der gewünschte Ausdruck für @ ergiebt. 
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Setzt man noch 


do) = Po» 19 = À po 


so wird 
G — qa) =F Qs (GI) =1, C= Qn) zi ka) , A= 1 do se PACE 


Die algebraische Beziehung zwischen den drei Formen A,C,G ist also 
symmetrisch in Bezug auf A und @. 
Zunächst ergiebt sich, wenn (28’) auf 4), 9. angewandt wird, aus 


(C, ay) — 2X (Pons ¥)'Qo 2): 


(0°C, ay) =| I (2 p y) (2 2) + (45, du) (Pas 9) (49; 2) — (Ps 9) (day ®)') 
also 
(05€ , xd uy — (01€ , xd,u) = 


(du , du) || YI . (Qt; x) | 35 (Day , 95) (dc; a) — (De) , Qc) (Gay ; a) | 


Da dieser Ausdruck nach (G) null ist, müssen die Coefficienten von g,, und 
Yo) einzeln verschwinden. Beachtet man dabei, dass pj, = (1,9, und 


(Ge » d). = I'day (Qa) > Ia) = I'd 
ist, so kommt: 
Ip = f2L'Gays I'po, = HT 
oder, da 


(47) Ip = K.l'p ist: 

Ipay = À l'y» Ipoy =A), I'd); 
d. h. nach (28”) und (18) 
(G’) Do) = Q(- 


Da diese Bedingung mit (G) gleichbedeutend, andererseits aber vollkommen 
symmetrisch in Bezug auf die Formen 4 und G ist, gilt (G) auch, wenn 
^P N 


die Operation 6’ durch 0 ersetzt wird. Die Formel (G) ist identisch mit 
den sogenannten Codazzischen Formeln. 
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Nach (G’) ist nunmehr 
Ipa, = 199» 


d. h. nach (47): 
KR I 


woraus sich, da X, = 1 sein soll, die Gauss'sche Relation 


Jic m IK 
ergiebt. 
Damit erhält man folgenden Satz: 


XVI. Zu jedem Tripel von Funktionen 2, , 2,,2,, welche die Bedingung 
dz + dz; + dz; = (A, dudu), (K, 20) 
erfüllen, gehört eine symmetrische Form C, welche den Relationen 
DER n 
(0,C , d,u) — (6,0 , xd,u) — o 


genügt, und umgekehrt. Die Bestimmung der dz, aus A und C erfordert die 
Integration einer totalen Riccatischen Differentialgleichung. 


De 


$ 30. Wenn man A auf zwei verschiedene Weisen als Summe dreier 
Quadrate dargestellt hat: 
5. D 


(A, xx) = I (aw cq) = I (20 ‚2, 


i À 


so existiert ein und nur ein orthogonales System der Determinante + 1, 
welches die Bedingungen 


erfüllt. Nach (44) muss dabei 
AN E (ia Aw Zap) + ha; 


* WEINGARTEN, Festschrift der techn. Hochschule zu Berlin, 1884; pag. 
25, Gleich. 13. 
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und aus Symmetriegründen (weil auch a,, = X, ist) 
2 


h, — h . B, 


sein. Die Orthogonalitätsbedingungen reduzieren sich nach (42) und (437) 
auf 


und man rechnet leicht nach, dass der Wert der Determinante des 
Orthogonalsystems ist. 
Umgekehrt folgt ausden Orthogonalitätsbedingungen wieder: 2725, — La 


2 


(OR 
so dass durch den Ansatz (48) die Forderung 22%, = A in allgemeinster 
Weise identisch befriedigt ist. Damit führt das Deformationsproblem auf 
die Aufgabe, alle orthogonalen Systeme zu bestimmen, für die die Formen 
Za) in (48) exakte Differentiale dz, werden. 

Die Integrabilitätsbedingungen der z,, werden unter Einführung der 
Formen 7, des siebenten Kapitels zu 


lag + Z (au, Vo) = ©, a1 226,3) 


oder ausgeschrieben: 


(49) Ja, = (y » ra) — (&o » Yo); Tag = (4 5 ay) — (o » Fo); 
Tag, = (dq ; To) — (> a). * 


Ausser diesen algebraischen Gleichungen unterliegen die Formen 7, noch 
den Gleichungen (CO). Und umgekehrt, wenn drei Formen r,, den Gleich- 
ungen (C und (49) genügen, so existieren orthogonale Systeme, die (36) 
erfüllen, und für alle diese Systeme sind die Formen 
(Za), du) = Z (a , du) XQ 
exakte Differentiale. 
Ferner gilt folgender Satz: 


XVII. Kennt man von dem zu einer Lösung Zi; 2a)» %) gehörigen 
Orthogonalsystem drei Grössen mit demselben unteren Index (etwa 1), und sind 
derselben von einander unabhängige Funktionen, so kennt man auch die 
übrigen Grössen des Systems und damit 2), 2.) und z selbst. 


1 Cf: DarBoux, Bd. I, Cap. VII. 


160 Gerhard Hessenberg. 


Zunächst ist nämlich die Discriminante von 
(G, , dudu) = VdXPAX® = (ro , du)? + (%@, du)? 


nicht null; daher giebt es unendlich viele Paare gj , gg) von unabhängigen 
Formen, fiir die P 

G, = VO) + Jia): 
Drückt man die 7), 7) durch ein specielles solches Paar linear aus, so 
bilden die Coefficienten wegen 


2 A 2 2 
Toy + f = Ie + Ie) 
ein orthogonales System, so dass man 
Te) = Jo SIN € + Ja) COS €; Ts) = — Jo COSY + Jo SM e 


setzen kann. Durch 
Lay = (8 , Fa) — (a) » Te) 


ist dann e und damit r,, und 1) selbst zweideutig bestimmt. Nach (40’) 
findet man daraus unmittelbar die andern Reihen des Systems, w. z. b. w. 


$ 31. Die Zweideutigkeit beschränkt sich auf das Vorzeichen der 
ry, wenn Ja, =o ist. Diese Thatsache führt auf zwei besonders ein- 
fache Specialisierungen, indem man entweder auch /a,, und Ja), oder 
aber a, selbst als identisch verschwindend annimmt. Im ersten Fall wäre 
in dem Tripel a), 4), 4) eine particuläre Lösung der Aufgabe von vorn- 
herein bekannt. Dies entspricht auch vollständig dem geometrischen Sinn 
des Deformationsproblems, bei dem es sich um die Biegungen einer »ge- 
gebenen Fläche» handelt. Da auch zugleich die Gleichungen (49) homogen 
werden, dürfte die Untersuchung dieses Falles vielleicht lohnend sein. 

Unter der zweiten Annahme, dass eine der Formen a), — und zwar 
sei dies jetzt a, — identisch null sei, geht zwar die Symmetrie der 
Gleichungen (49) verloren, dafür aber bestimmen die beiden ersten, 


lai = (a ; %)> Lay = (ra » Am) 


rw vollständig, und zwar ist r;, dieselbe Form, die im IV** Capitel für 
Qa) = Pay Co = Po mit pa bezeichnet war, also auch Ina = K,. 
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Ist aber r;, bekannt, so ist auch die zur Darstellung des orthogonalen 
Systems durch die Formeln (E) dienende Hülfsfunktion z als Funktion 
von w,,w, definiert. Und zwar muss z = const. das allgemeine Integral 
von (i), du) = o sein; aber z muss nicht die allgemeinste Funktion sein, 
die diese Bedingung erfüllt; denn die allgemeinste Funktion ist ¢(z) 
und diese liefert dasselbe orthogonale System, wie z. 

Hat man für 2 eine specielle Wahl getroffen, so ist nach (E) das 
Quadrat o des zu z gehörigen Multiplicators von 7) gleich der in Bezug 


auf die Form G, = ZaXŸ4X® zu bildenden Invariante A 


setzt, dass die Discriminante von G, nicht null ist. 

Um die Formeln (E) anwenden zu kónnen sei wieder der Fall K, — o 
ausgeschlossen. Dann ist r; kein exaktes Differential und z und A,2 — c 
sind wohlbestimmte, unabhängige Funktionen z(u,, w,), o(w,, w,) von u, 
und w,. Daher sind die X(? auch Funktionen von z und o, und um- 
gekehrt sind z und o Funtionen zweier der Xj? oder überhaupt zweier 
unabhängiger Parameter x, ,x,, durch die man die X{ so dargestellt hat, 
dass die Summe ihrer Quadrate identisch 1 ist. Dann gilt aber der Satz: 


’ 


‚2, Vorausge- 


I 


XVIII. Kennt man z als Funktion von x, , v,, so kennt man das ganze 
orthogonale System und die zugehörige Lösung zy, x 5 s. 


Man kennt namlich G, , also mit 
z auch o = A,z als Funktion von x, , z,. Damit kennt man, den funk- 
tionalen Zusammenhang zwischen den « und den x, d. h. man kennt 


die X und nach Satz XVII oder durch die Formeln (E) das ganze System. 


in seiner Darstellung durch x, , x 


$ 32. Es bleibt noch die Frage: Wie darf z als Funktion von x, ,x, 

gewählt werden, damit es wirklich zu einer Lüsung des Problems gehórt? 
Die Darstellung des orthogonalen Systems durch (E) befriedigt die 

Orthogonalitätsbedingungen und die Gleichungen (C") identisch. Durch die 


Annahme z = z(u,, w,), A,z = o(u, , w,) wurden die Gleichungen 
lag = (4) , To) lag, = (rig; %)) 
erfüllt. Es bleibt also nur noch: 


(49’) (days Ta) — (à; roy) = 0: 
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Führt man in A z und o als neue Veränderliche ein, so werde 
(dq), du) = adz + ado, 
(de) , du) = bdz + Bde, 


wo a,a,b, bekannte Funktionen von z und o sind. Dann lautet (49’) 

ausgeschrieben und mit 6(z, A,z)/A,« multipliciert: 

(W) aA,z + aA(z, A,2) — bye 2BA,,2VA,z = O, 
V 1 





worin die Invarianten aus der Form G, in z,, x, gebildet sind uud für c 
überall A,z zu setzen ist. Hiermit folgt der Satz: 


XIX. Zu jedem Integral z der Differentialgleichung (W), für welches 
A,z eine von z unabhängige Funktion ist, gehört eine Lösung des Deforma- 
tionsproblems, für die die Form G, des zugehörigen Orthogonalsystems eine 
nicht verschwindende Discriminante besitzt, und umgekehrt. 


Wenn also Lósungen des Problems existieren, für die die Discrimi- 
nante von G, null ist, so werden sie durch die Integration der Differen- 
tialgleichung (W) nicht gefunden. 

Die Differentialgleichung ist zuerst von Hrn. WEINGARTEN in der Preis- 
schrift aufgestellt worden. Sie lässt sich, wie Herr WEINGARTEN ebenda 
gezeigt hat, für sämtliche bis jetzt bekannten Fälle, in denen das Deforma- 
tionsproblem vollständig gelöst ist, nach bekannten Methoden integrieren, 
für das Rotationsparaboloid z. B. durch Zwischenintegrale. 


$ 33. Herr Werncarren bezeichnet die Einführung der Variabeln z 
und cs in die quadratische Form A als Reduktion der Form. Das Kri- 
terium, ob die Form (adz + ado)” + (bdz + do)” reduziert ist, und ob zu 
der Zerlegung in zwei Quadrate die Form (rj, du) = — dz: yz gehört, lautet 


Tay = (A) , Vo), lao = (ri » A), 


oder ausgeschrieben: 
(50) a 2 MI 


Das Kriterium, ob eine noch nicht in Quadrate zerlegte Form À redu- 
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" 3 pére 1 
ziert ist, d. h. ob in ihr rg = ue gewählt werden darf, ist nach 
Vo 
Satz XI: 
Iron = K, oder 1.K,=——. 
2/6 


Die zugehörige Zerlegung ergiebt sich nach demselben Satz durch eine 
Quadratur. 

Aus einer nicht reduzierten Form (4, dudu) kann man durch eine 
Quadratur jederzeit eine reduzierte herstellen. Wählt man nämlich r,, — o, 
d. h. 


(ri , du) = rs du, 


so wird wegen Zr; = K, 





Tan TK,, Yi f TK,du,. 


au, 


Führt man also 
ze — ( yf TK,du,) 


- . : : dz , 1 
als neue Variable ein, so wird, wie verlangt, rj, zu m. bei geeigneter 
ve 


Definition der Vorzeichens von ys. 

Diese Reduktion und Zerlegung einer gegebenen Form durch Qua- 
draturen ist in der a. v. S. angeführten Arbeit des Hrn. WEINGARTEN in 
ausführlichster Weise dargestellt. 


UE 


$ 34. Da durch die Integration der Differentialgleichung (W) die- 
jenigen Lösungen des Problems, für die die Discriminante von G, ver- 
schwindet, nicht gefunden werden, so entsteht die Aufgabe, im gegebenen 
Falle zu entscheiden, ob solche Lósungen existieren, und, wenn dies der 
Fall ist, die zu ihrer Auffindung notwendigen Schritte anzugeben. Ob- 
gleieh das Auftreten solcher Lósungen durchaus singulär ist, kann man 
trotzdem für eine beliebige Form À die Reduktion und die Aufstellung der 
Differentialgleichung auf unendlich vielfache Weise so ausführen, dass eine 
beliebige, vorgeschriebene Lösung durch die Integration der Differentialgleichung 
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nicht gefunden wird. Um dies einzusehen, bedient man sich am besten der 


geometrischen Anschauung. 
Da a5 identisch null ist, hat man nach (48)längs der Curven (a, du) —0: 


de: dg, s dz — X EN EPG 


also sind die X die Richtungscosinus der Tangenten der Curven 
(qj, du) = 0. . 

Wenn nun die Discriminante von G, = rj) + 7%) null ist, so sind 
7) und x, abhängige Formen, d. h. 7) ist durch ,) teilbar. Das gleiche 
gilt von den dXŸ, da sie nach (40) lineare Verbindungen aus 7) und 
rs sind. Längs der Curven (rj, dw) = o ist also dXŸ = o, d. h.: 


Ist die Discriminante von G, null, so sind die Tangenten der Curven 
(ay, du) = o lings der Curven (ra, du) = o einander parallel. 


Die Curven (rj,dw)- o sind also Schattengrenzen der Fläche bei 
Beleuchtung aus unendlicher Entfernung und mögen kurz als Streif linien 
der Flàche bezeichnet werden. Auf jeder Fläche nicht verschwindender 
Krümmung giebt es co’ Streiflinien; jedem unendlich fernen Punkte ent- 
spricht eine, und längs einer jeden ist der Fläche ein Cylinder um- 
schrieben. 

Wählt man daher auf einer Fläche $ vom Linienelement ds = \/(4, du du) 
eine einfach unendliche Schaar Streiflinien, so umhüllen die erzeugenden 
Geraden der zugehórigen Cylinder eine Schaar von Curven der Fläche, 
etwa (p,du) = o. Setzt man (p, du): YA, pp = (a , du), so ist 


LED 2 
A= Qa) + 9: 


und die Discriminante von G, verschwindet, da die Cosinus der Tangenten 
der Curven (a, du) — o nur von dem Parameter der Streiflinien abhängen. 

Bildet man also aus a, und a 1%, bringt es auf die Form de:ys 
(was ohne Integration ausführbar ist, wenn die Streiflinienschaar durch 
eine endliche Gleichung gegeben war) und stellt die Differentialglei- 
chung für z auf, so liefert die Integration derselben die Fläche % nicht, 
Wa 2. bi we 

Andererseits giebt es für jede Form’ A Differentialgleichungen (W), 





; , A 
se. nicht verschwindender Krümmung. 
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die sämmtliche Lösungen des Problems liefern, d. h. es giebt auf jeder 
Fläche eine Schaar von Curven, die für keine Biegung der Fläche sämt- 
lich Streiflinien werden. 

Wählt man z. B. für a; ein exaktes Differential, so wird 7a, — o und 
"a, durch a; teilbar, d. h. die Curven (aj, du) — o und (7), du) =o fallen 
zusammen. Sind aber die Tangenten der a,-Curven längs dieser Curven 
selbst parallel, so sind die Curven Gerade, die Flàche ist geradlinig. 

Bringt man also A — was immer möglich ist, -— auf die Gestalt 


dp’? + Pdq’, 
wo P nicht von der Gestalt 
e(a)p’ + dla)p + x(a) 


ist, so liefern die Formen 
(aq), du) = dp, 


(a; , du) = Pdq 
eine Differentialgleichung (W), der keine Lösung des Problems entgeht. 


$ 35. Wenn die Discriminante von G, null ist, ist (ra, ra) = o. 
Im Kapitel VI war gezeigt, dass man dann im allgemeinen 


(ras du) = dp, (res du) = cos(p—p,)dt, (ra, du) = — sin(p — p)dt 


setzen kann, wobei p, nur von ¢ abhänot. Ist z = const. wieder das all- 
gemeine Integral von 7) = o, — ya der zugehörige Multiplikator, dann 
ist ¢ eine Funktion von z allein, ebenso p,. Durch diese beiden ist p 
gegeben; es wird 


: dt I 
(51) sm (P Ts caen 
also 
= 2I 
(51 ) p=», + Se 


dt 3 
wenn > = gesetzt wird. 
z 


Es bleibt also zu entscheiden, ob zwei Funktionen p, und r von z 
so bestimmt werden kónnen, dass die Gleichung 


(Qa), Y) = (aq), Ya) : 
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identisch erfüllt ist. Dieselbe wird unter Beachtung der Relationen 


(ray , du) = dp, fay = — cote (p — Py) Ne) (ri , Ay) = May 
zu 
- Op 
(52) cotg (p — py) It = (s. 2); 


und, wenn man A als reduzierte Form annimmt, w, =2, u, — s setzt und 
p nach (51, 51’) ausdrückt, zu 





ob 9^ b c u 
(P) (a — (= — =) + ao ud = + APs VE o ib E— O. 


XX. Dann und nur dann, wenn zwei Funktionen c und p, von z allein 
der Gleichung (P) genügen, liefert die Differentialgleichung (W) nicht sämmt- 
liche Lösungen des Deformationsproblems. 

Die Entscheidung, ob solche Funktionen existieren, wie auch die Be- 
stimmung von p, und c erfordert in jedem einzelnen Fall eine endliche 
Anzahl von Operationen und ist jederzeit ausführbar. Hat man p, und 
7, so sind die >, bekannt, und die Bestimmung des orthogonalen Systems 
führt auf die Integration der Riccatischen Gleichung in Kap. VII. Die- 
selbe wird, wenn man 

c= gn xni 


setzt, zu 
d LÉ 
„= isin +2) 
d. h. die Bestimmung derjenigen Lisungen, welche bei der Integration 
der Gleichung (W) verloren gehen, erfordert die Integration einer gewöhn- 
lichen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Nach Kap. VI kann auch 


Toy) = dp, Ye) — at, Yay — ie at 
gesetzt werden. 
Dann wird: 





und für (49" kommt: 


. 
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oder nach (24): 


(P^) 1(=2) = 


T Vo 


aa. RIS : CS 
d. h. es muss —- einen Multiplikator besitzen, der nur von z abhängig 
ve 


ist. Die zugehörige Riccatische Differentialgleichung wird zu ae 
für «=e? und gestattet die Bestimmung der (offenbar imaginären) 
Flachen ohne weiteres. 

Es sei noch bemerkt, dass man durch Quadraturen beliebig viele 
Beispiele solcher singulären Differentialgleichungen (W) herstellen kann. 
Wählt man nämlich #,7z und y, beliebig, so ergiebt sich à aus (P) durch 
eine Quadratur. Denn man kann (52) auch so schreiben: 


1(cos (w — w,) da) = (a Le) sin (w — w 
(cos (w — 1w,) ay) = CCE sin (w — w,), 


3 : à 
und da ES = 0, ergiebt sich daraus: 
g 


9 3 | a 
5g 40 cosi(p— p,)) = ae cos (p — p,)) — f sin (p — p, T. 


Aus b und 9 findet man nach (50) « und durch eine zweite Quadratur a. 


Oia Gs 


$ 36. Zur Erläuterung des Vorstehenden mögen kurz einige be- 
kannte Sätze über Rotationsflächen abgeleitet werden. Sei 


du? + P’dv?’ 


das Quadrat des Linienelementes einer Rotationsfläche, also P eine Funk- 
tion von « allein. Wählt man 


aq, = Pav, Aa = du, 
so wird 
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du 


dP 


2 
also kann z = v, o=( ) gesetzt werden, und man erhält: 


A = Pdz? + odP° = Pdz! + oP'do’, 4 


wo P jetzt als Funktion von o aufzufassen und P’ = = ist. Dadurch wird 
[3 
(53) Aq) = Pdz, Ao) = va P'da 


d. h.- @=P, ques D iB Nip bs 
und fiir (W) kommt: 
(R) A,2= ¢(o) D ¢(A,2), 


wobei 
a 
Pp 2 = : 
Ela) also OPI leo RIB 


c ist mithin nicht identisch null, sonst aber ganz beliebig. 

Zunächst überzeugt man sich leicht, dass die Differentialgleichung 
(R) Integrale besitzen kann, die mit dem Deformationsproblem nichts zu 
thun haben. Denn wenn c(c) für e — 0, verschwindet, so genügt jedes 


Integral von 


A 


19 — 9% 


auch (R), während doch A,z keine von z unabhàngige Funktion, vielmehr 


eine Constante o, ist. 
Zweitens gehen bei der Integration der Differentialgleichung Flächen 


verloren. (P) wird nàmlich zu 

= Tp che — 1, 
was für rt’ — o, p; — o möglich ist. p, kann unbeschadet der Allgemein- 
heit gleich null angenommen werden, dagegen ist z von null verschieden. 
Die Integration der zu den Formen 


Yay = dp, Na) = cos pdt, Tes = — sin pdt 
gehörigen Riccatischen Differentialgleichung kann man vermeiden. Es wird 


G, = dp? + cos? pdt”, 


so dass 


(54) X = cos p cost, XY = cospsiné, X® = sin p 
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gesetzt werden kann. Für die andern findet man aus dX{? = X’ r„— Xr, 


XQ = — ginf, x= smpeost, 
X2= cost, X?) -— sinpsint, 
X9 — o, XO = — cos p. 


Beachtet man noch, dass sin p = 1:t\/a, 7 = const., so erhält man für die z,: 


c 


2 
# 


1 


12 Bo 12 = 7 
— — cost, 2, = —SIné, 4 = Iz) = [Poni de, 


also werden die zu du^ + P'dv* gehörigen Rotationsflächen durch (R) nicht 
gefunden. 


$ 37. Stellt man die Xj? durch die Formeln (54) dar, schreibt 
aber « und y für p und #, so wird 
G, = dx? + cos? xdy’. 
Für diese Wahl von G, besitzt (R), wie leicht nachzuweisen, das parti- 
culäre Integral von der Form ç(x) + ¢(y): 


2 — Cy + [Vo— ar, 


wobei o durch die Gleichung 





1 = 
> I Mm 
P(o)=e" = —, m = const. 
Sin € 


als Funktion von x allein gegeben ist. 
Man erhält aus diesem Integral die Schraubenflächen mit der z, Achse 


als Drehungsachse: 
2, — T COBQ; 21 — feng, 2, — f(r) + ge, 
wo 


1 — /P%e* mc’; g=y— 


= [VE gr =. 


$ 38. Wählt man als Gleichung der Rotationsfläche 


2, = iclog Vz? + zi 
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so wird (R) zu: 
A,.2 =41 — Aye. 
Dies ist die Gleichung (F) des VIII" Kapitels für A= 1. Daraus folgt 
der aus der Theorie der Weingartenschen Flächen bekannte Satz: 


Kennt man alle Biegungen der Rotationsfläche der logarithmischen Linie, 
so findet man durch Quadraturen alle Flächen constanter. Krümmung, und 
umgekehrt. 


$ 39. In seinen Untersuchungen über die Flächen, zwischen deren 
Hauptkrümmungen eine Gleichung besteht, hat Hr. WEINGARTEN gezeigt, 
dass das Deformationsproblem der Rotationsflächen äquivalent ist mit der 
Aufgabe, alle Formen der Krümmung ı von der Gestalt: 


pda? + e(p)dq* — (G, , dxdx) 
zu finden. Setzt man nàmlich statt (53): 
Qo = Pda, da) = — Vo P'do, 


so wird (W) zu 


PA .2Aß, 4,2) + PA,,2 — 0; 
a 


und wenn man A,, nach (32) ausdriickt, zu: 


I 


20 


A,z=( 


"e| "d 
| 


Jat, A2) =0. 
Für dz=(r,dx) ist nach der Formel für A,z in $ 18 A,2 — I(*r), mithin: 


ys nis Usage ie 


D 


; porte + ; 
Nach (24) ist also — ein Multiplikator von *r, d. h. es ist 
Vo 


oda 
Cr, dx) N - q 

und 
de) + (or, de)’ dz* , dq* 
(G@,rr) E dE pam 





(G, , dz dz) = (r, 


also yon der verlangten Gestalt. 


171 


UBER DIE IRREGULAREN INTEGRALE 
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG 
MIT RATIONALEN COEFFICIENTEN 


VON 


J. HORN 


in CHARLOTTENBURG. 


Im 8. Band der Acta mathematica hat sich Herr Poincare mit 
der asymptotischen Darstellung der irregulären Integrale der linearen 
Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten durch die im all- 
gemeinen divergenten Normalreihen beschäftigt. In der Differential- 


gleichung 
n n—1 
D um, 

seien die Coefficienten ganze rationale Functionen von x und zwar P, 
vom Grad m,P, (A=1,...,”) höchstens von Grad m + Ak; dann ist 
æ = co eine singuläre Stelle der Unbestimmtheit' für die Integrale, und 
die Differentialgleichung hat an dieser Stelle den Rang p =k + 1.’ 
Für eine Differentialgeichung vom Rang r, in welcher der Grad der 
Coefficienten P, (1 = 1,..., &») denjenigen von P, nicht übersteigt, unter- 
sucht Herr PorxcARÉ? das Verhalten der Integrale bei der Annäherung 


der Veränderlichen x an die Stelle z — co vermittels der Laplace'schen 


! Bezeichnung von Herrn Fucus (Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 1886). 
Vgl. SCHLESINGER, Handbuch der linearen Differentialgleichungen. 

* PoINCARÉ, a. a. O. 

° American Journal, Bd. 7; Acta math. Bd. 8. 
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Transformation. Die Differentialgleichung 2 Ordnung vom Rang p 
(p > 1) wird auf eiue Differentialgleichung n”‘* Ordnung vom Rang 1 
zurückgeführt; aus den Ausdrücken der Integrale y der ursprünglichen 
Gleichung durch geeignete Integrale der neuen Gleichung vom Rang 1 
schliesst Herr PorxcanÉ, dass, wenn die Veränderliche z mit einem be- 
stimmten Argument ins Unendliche geht, das allgemeine Integral y durch 
eine der n Normalreihen asymptotisch dargestellt wird. Aber gerade die 
Differentialgleichungen höheren Ranges bedürfen noch einer eingehenderen 
Untersuchung, welche ich in dem vorliegenden Aufsatz zunächst für li- 
neare Differentialgleichungen zweiter Ordnung in Anknüpfung an die ci- 
tirten Arbeiten des Herrn Porxcaré durchführe." Abgesehen davon, dass 
bei Herrn PorxcAnE die auf Differentialgleichungen höheren Ranges be- 
züglichen Untersuchungen weniger vollständig geführt sind als diejenigen 
für den Rang ı, beschränke ich mich nicht auf Wege, welche mit einem 
bestimmten Argument nach der Stelle z = co gehen, sondern ich suche 
das Verhalten der Integrale in der ganzen Umgebung der singulären Stelle 
so weit zu ergründen,” dass es gelingt, Aufschluss über die Lage der 
Nullstellen in der Umgebung der Unbestimmtsheitsstelle zu gewinnen und 
den Begriff des Ranges als Verallgemeinerung des Begriffs des Geschlechts 
einer ganzen transcendenten Function erscheinen zu lassen. 





* Im 50. Bd. der Math. Annalen führe ich die auf Differentialgleichungen vom 
Rang 1 bezüglichen Untersuchungen in einer Richtung weiter, welche ich im 49. Bd. 
bereits für den einfachsten Fall, die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit 
linearen Coefficienten, eingeschlagen habe. 

* Im 118. Bd. von Crelles Journal habe ich die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom Rang k + 1 


d’y 


daz? 








dy 


(s, e ess) : + a(i, +++.) o 
cc PEE j 


de 
ohne Benutzung der Laplace schen Transformirten nach einer Methode untersucht, welche 
sich, wie ich im 119. Bd. zeige, auf nieht lineare Differentialgleichungen übertragen lässt. 
Die in der vorliegenden Arbeit behandelte Differentialgleichung ist insofern specieller, als 
ihre Coefficienten rational sind; ich kann jedoch unter dieser Beschränkung mit Benutzung 
bestimmter Integrale das Verhalten der Integrale der Differentialgleichung weiter verfolgen, 
als es in meiner früheren Arbeit geschehen ist. 

? Man vergleiche die Untersuchung der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit linearen Coefficienten im 49. Bd. der Math. Ann. 


Über die irregulären Integrale gewisser Differentialgleichungen. qo 


Die hier geführten Untersuchungen, die sich für die Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung besonders übersichtlich gestalten, gedenke 
ich in einer späteren Arbeit auf die allgemeinste lineare Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten auszudehnen. 





$ 1. 


Die Differentialgleichung 


1 d 
(A) Pi +P, Py-o 


dz 


habe als Coefficienten ganze rationale Funktion von den Graden m, 


m—+p—t1, m+ 2p—2 
Je TRE, 


n+p—1 
PQ POS 

n+2p—2 
pup recae 4 


so dass sie an der Unbestimmtheitsstelle x = co den Rang p besitzt.' 
Die charakteristische Gleichung 


a! +aa+a, —o0 


habe (in den drei ersten Paragraphen) zwei verschiedene Wurzeln a, , %,; 
so dass die Differentialeleichung (A) durch zwei Normalreihen 





air? — QurP-l 
— Fe + ip 


= 2 On, Cn 
Sie Dt (+ +- +. T (i=1, 2) 


æ P 


formell befriedigt wird. Wir setzen a, und a, als reell und a, > a, 
voraus, was durch eine Substitution von der Form 


erreicht werden kann. 


! Der erste Coefficient von P, und die beiden ersten Coefficienten von P, sollen 


nieht gleichzeitig verschwinden. 
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Ist y = f(x) ein Integral von (A) und e eine primitive p^ Einheits- 


wurzel, so genügt 


UE f (c!) Q. 21, ...,p—1) 
einer Differentialgleichung I 
d’y dy 
(A) P + Ph uz + Pay — 0, 


welche durch die Normalreihen 
Sie x), S; (ehm) 
formell befriedigt wird. Das Product 


u = gy. Vp 


genügt einer linearen Differentialgleichung 2?'* Ordnung, welche, wenn 


(EMT 
setzt wird, die Form 
d? d?1y 
(B) Qe; We + Q, PET Ir "CE = (dr u ERO 


annimmt und worin @, im allgemeinen ' nicht identisch verschwindet; 
Q,, Q, ,... sind ganze rationale Functionen von ¢ 


Q, =b,0 + ..., (= 0, 144.2") 


wo b, von Null verschieden angenommen werden kann, da die Differen- 
tialgleichung (B) vom Rang 1 ist.” Die Gleichung (B) wird durch die 


2? Reihen 
À 7 i 
s, (a) s, (et) + 8, ler), 


wo jeder der Indices 2,, 2 ,... den Werth o oder 1 haben kann, formell 
befriedigt, worunter sich die beiden Normalreihen von Rang 1 


1 1 
T, = sl) s (em). Shere) — e ero +2 La 





LL Le . (=1,2) 


* Der hier ausgeschlossene Ausnahmefall Q, = O wird in $ 2 behandelt. 
. Porncark, a. a. O., § 5. — SCHLESINGER, Handbuch Bd. I, S. 355. 
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befinden. Diejenigen Reihen, in welchen % der Zahlen 2,, À, ,... gleich 
I, die übrigen p—k gleich o sind, enthalten einen Exponentialfactor 
von der Form 


Lm Ens 
ETE LI 
Die charakteristische Gleichung 
22 2P—1 
bE + 6g rt. +b. —=0 


von (B) besitzt demnach die Wurzeln 


(p — 1)a, + a, (p — 2)a, + 2a, B 
12 p ? p OD ih 2 2 





und zwar a, und a, einfach, die übrigen mehrfach. Die Laplace'sche 
Transformirte von (D) 


da da 
(C) Ri Fort... +Rv=o 


hat als Coefficienten ganze Functionen 2?‘ Grades von z und zwar ist 


Ru Oa patas a) a)... 


0 
Sind ©,1,...,g—2 und 4; (i — 1,2) die Wurzeln der zu 2 = a, ge- 
hörigen determinirenden Gleichung, so hat (C) ein Integral von der Form 


Ui = (2 ae a)"; (2 = a;), (t=1, 2) 


wo q(z— a) eine in der Umgebung von z = a; convergente Potenzreihe 
ist.! Dann ist durch die Gleichung 


— Ul ry BEATS 
u; = | ve” dz G=1,2) 
l 


für ein gewisses Gebiet der Veränderlichen ¢ ein Integral von (B) dar- 
gestellt, wenn der Integrationsweg /; aus einer mit arg(z — a) = © aus 
dem Unendlichen kommenden, vor a; endigenden Geraden, einem kleinen 


! Im Text ist angenommen, dass /; keine ganze Zahl sei; andernfalls treten die 
Acta math. Bd. 8, S. 308—314, angegebenen Modificationen ein, ohne dass die Resultate 


sich ändern. 
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den Punkt z — a; einschliessenden Kreis und der rückwärts durchlaufenen 
1 


Geraden besteht. Nehmen wir etwa w = an, so gelten, wenn ¢ als 
reelle positive Grósse ins Unendliche geht, die asymptotischen Gleichungen 


; 
um Dun 


und es ist für lim / — + co 


.. dlog u, . dlogu, M 
lim imo ee lim = a. 





Der Grenzwerth der logarithmischen Ableitung eines Integrals # von 
(B) kann nur einen der Werthe 


(p= Dias CA 


a 
T7 p 


JV un 
haben,” welche der oben gemachten Voraussetzung gemäss reell und ab- 
steigend geordnet sind. Dann ist, wenn Integrale, welche sich bloss um 
einen constanten Factor unterscheiden, nicht als verschieden betrachtet 
werden, w, das einzige Integral von (D), dessen logarithmische Ableitung 
für lim? = + oo den Grenzwerth a, besitzt. 

Um dies zu beweisen, setzen wir 


4 = uu, fet, 


wodurch die Differentialgleichung (B), wenn vorübergehend 2^ — r gesetzt 
wird, in 
dr d'—w 


En ae ary ... + L, 4w —© 
übergeht; dabei ist 


N Q, , 
(A) (A—1) 


VE = (rh Qo E + (r m D (Qi = 
Aus 


, 
Ug 








dos Qi 


Ug Ur 


+ Q,. (A —1, ..., r—1) 


D 


lim 





Us 
= @ 


Us 2 





Der Integrationsweg /, muss dabei dem Punkt «, ausweichen. 
PorNCARÉ, Am. Journ., Bd. 7. 


-1 
- 
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folgt 
12 
lim —- = a, 
U, 
also 


= lim DL, = (rhbe 4- (r — 1350 4E... 
Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung für w 


Kremser ep 0 
oder 


bu aa) + cd 
hat als Wurzeln die um a, verminderten Wurzeln 


(p — 1a + a, a, + (p— 1)a, 
105 RTE ee PTE TEE 
p p 
der charakteristischen Gleichung von (B) im ursprünglichen Vielfachheits- 
grad, also lauter reelle positive Wurzeln. Es ist also 


d log w 
dt 





lim 


für jedes Integral w reell und positiv. Wäre ein von uw, verschiedenes 
Integral v, von (B) mit 





. dlogà 
lim : 
dt z 
vorhanden, so wire 
u 
d log — 
lim M: o 
dt 
Wenn man 
ü 
d log — 


setzt, so lässt sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grösse 


Acta mathematica. 93. Imprimé le 4 septembre 1899. 23 


178 J. Horn. 


s eine positive Zahl f, so angeben, dass für £74, |¢(t)|<e ist. Es 


= 


ist also 
= t 


d = [god 
2 = Og(t)e^ ; 





wo C eine Constante ist. Zu w =u, gehórt w — w 





a 
"TEES aD 
oS dt ? 

und da 
. dlogw 
lim 3i 


reell und positiv ist, so ist ein positive Grösse h so vorhanden, dass für 
ER 
|w| > el 


ist. Es ist also fiir Ut 





t 

f «ox | 

e = Ce (t)e^ 
GER, 

was nicht móglich ist. 

Wie ich im 118. Bd. von Crelles Journal gezeigt habe, besitzt 
die Differentialgleichung (A) ein einziges Integral n,' für welches für 
lima = + co 

" on d log 7 
1 41089 _ 
lim x 35 CR 


ist; ebenso ist für ein einziges Integral 7, von (A) 


lim z- €- 


1) logy . = 
da: = 


Wegen z* = t ist also für lim? — + co 


um d log (77, - . - r—1) m 


di Len 


2 


à 6 
Immer von einem constanten Factor abgesehen. 
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Da 77,... 7-1 ein Integral von (B) ist, so muss sein: 


U, = Yi: - + pie 


Durch wiederholte Differentiation dieser Gleichung und Berücksichtigung 
von (A) und (A,) erhält man Gleichungen von der Form ' 


d^u dn d» dr any— 
um Aus = Au me part... + Ag, 


dz? da da 
(A = REC 2?) 


wo Ay,» An»... Aix rationale Functionen von x sind. Da die Diffe- 
5 : RER. dn 

à ^ p 4 
rentialgleichung (B) durch Elimination der 2 1 Producte 777,... 3,5, ..- 


aus diesen 2? Gleichungen entsteht, so ist 

Qo = | A,,.|- (A, 121,2, ..., P—1) 
Wenn der bisherigen Annahme gemäss Q, nicht identisch verschwindet, 
so lässt sich aus den 2? — 1 ersten Gleichungen Eds in der Form 


berechnen: 


2»—1 


dy d^u 
az 22) Den > 


A=0 





wo F, eine rationale Function von x ist. In Verbindung mit 


U, — WE Me 


ergiebt sich 


2»—1 


d log 7 Sd E I du, 
PRE a BEE 
dz — u, dx 

1=0 


Setzt man hierin für w, die asymptotische Reihe 7,, so erhält man 


hieraus die asymptotische Gleichung * 
Tite 


für den Fall, dass x als reelle positive Grósse ins Unendliche geht. 


! PorncaRE, Acta math., Bd. 8. 
? Acta math. Bd. 8, S. 338— 342. 
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Man kann aber, und das ist für die Erforschung des Verhaltens der 
Integrale von (A) wesentlich, ohne Mühe einen Schritt weiter gehen. 
Falls der geradlinige Theil des Integrationsweges /, von 


— )-e* da 
4, = fre dz 
ty 


in der negativen reellen Axe verläuft, definirt das Integral die Function 


4, in der Nahe von ¢ = co fiir 


t 


« argí « 


SIN 


NIA 


Man kann aber den geradlinigen Theil von 7, um weniger als z in po- 
sitivem und um weniger als z in negativem Sinn drehen, ohne dass der- 
selbe einen der auf der reellen Axe gelegenen singulàren Punkte 
(p La 1)a, at as Oy a (p Re 1)2, 
Lae wb ee y 
der Function v, überschreitet, so dass der Werth von argz am Anfang 
von /, zwischen — z und z variirt. Da das Integral einen Sinn behält, 





so lange arg¢ von z — argz um weniger als ^ nach der einen oder 


via 


anderen Seite abweicht, so ist die Function «, in der Nahe von { = co 


durch den Integralausdruck fiir 
Zr 
2 





= = <argt< 


definirt, ohne dass der geradlinige Theil des Integrationsweges abgesehen 
von der Drehung deformirt werden muss. In den Math. Ann.’ habe 





* Im 49. Bd. führe ich die Untersuchung für die lineare Differentialgleichung 


zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten und im 50. Bd. für eine beliebige lineare 
Differentialgleichung vom Rang I mit rationalen Coefficienten unter der Voraussetzung, 
dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind. Aber auch für die 
Differentialgleichung (B) bleibt die ganze Entwickelung bestehen, soweit es sich um die 
Integrale w, und w, handelt, deren Integrationswege J, , 1, die einfachen Wurzeln a, und 
€, der charakteristischen Gleichung umkreisen. A. a. O. habe ich allerdings ganzzahlige 
Werthe von 4; nicht berücksichtigt; dass aber der ausgesprochene Satz allgemein eilt, 
ersieht man, wenn man die von Herrn PoINCARÉ (Acta math. Bd. 8, S. 310—314) 
gemachten Bemerkungen mit der Entwickelung in den Math. Ann. verbindet. 
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N 


ich gezeigt, dass, wenn 9 eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet, 


die asymptotische Gleichung 
Wu, © T, 


in der Nähe von { = co gleichmässig für 


Sms m Oe SEEMS 


2 





besteht; d. h. wenn man, nachdem ein beliebiger Werth von » gewählt ist, 
D», à 
EA e Dol m n 
= i” (% uh ois se Fy ) 
\= 


setzt, so lässt sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven #rrösse 
s eine positive Grösse R so bestimmen, dass für 





3 NE ee 
KR + Oo arg 3, Ô 
lo. | < 

1 
ist.’ Wenn x = t? gesetzt und einem reellen positiven Werth von ¢ 


der reelle positive Werth von x zugeordnet wird, so geht das Gebiet 


=, 
Ir 








<argt <= in —-——«argz = über. Demnach besteht in der 
2 = =p 4 


2 

=p 

Nähe von x = co die asymptotische Gleichung 
9^ 8, 


gleichmässig für 


a= à «argo <> — 0; 


d. h. wenn man 














2 In demselben Sinn bestehen die asymptotischen Gleichungen 


dw, AT, 
TIT 
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= 


setzt, so ist nach Angabe einer beliebigen positiven Grösse e eine positive 
Grösse A so vorhanden, dass |7,{ <e ist für 





l2]|>2%; a 0 « arg z aD 


Wir zerlegen nun die Umgebung von z = co in die 2p Gebiete 
(109: QUT 2-5 2h) 


/ 


20 — 1)z 2p + 1)z 
Que gros arg x RE 1 

2p 2p 
Geht x mit einem dem Gebiet GC? (y — 0, 1,...) angehórenden Ar- 
gument ins Unendliche,? so ist für ein einziges Integral 7 der Diffe- 
rentialgleichung (A) 
d log 7° - i 


lim 2m 2 — ¢ 
dx 2 


und es besteht wie oben die Beziehung 


20—1 

(27) À 
d log 7°” Tod d'u, 
d à We? 

Er £z ^u, die 


woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung z^? ~ S, in der 
Nähe von zr = co gleichmässig für 


(4v — 3)z 
2p 


xs a s 
——— — 0 


+ d «argo < EE 





gilt. Dabei ist w, dieselbe Function von ¢ = x? wie vorhin; es wird nur 

h ire 2yT 3 

einem reellen positiven Werth von ¢ der durch argx = — bestimmte 
P 


Werth von x zugeordnet. 


* Das Gebiet 
20 — I)z 2 1)7 
Che Serre PEUT 
2p 2p 
werde mit G% bezeichnet. 
* Vgl. Crelles Journ. Bd. 118, S. 267. 


° Die bisher mit 7 bezeichnete Function heisst jetzt 7. 
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Wenn æ im Gebiet Gt? (»=0,1,...) ins Unendliche geht, besitzt 
(A) ein einziges Integral z^'*?, für welches 


d log „+ 


lim #7 72 
dx 


— (es 


(2v + 1)z 


ist. Nehmen wir etwa arg’ = ; so ist argé — 7. Die Diffe- 


rentialgleichung (B) besitzt nur das eine Integral w,, für welches 


lum dlogu, — 


dt e 


ist, wenn ¢ als negative reelle Grösse ins Unendliche geht. Dieselben 
Schlüsse wie oben führen auf die Gleichung 


21 
d log 7C" *5 F I du, 
dx ^us da’ 
A=0 1 


woraus man schliesst, dass die asymptotische Gleichung 
pes, 
in der Nahe von x = co gleichmässig für 


(2» + Se à 
2p 


gee SS 2 arg a < 
2p 
besteht. 

Wenn x in einem der 2p Gebiete GO, G®,..., @@D ins Un- 
endliche geht, strebt die logarithmische Ableitung des allgemeinen In- 
tegrals von (A) bezw. dem Grenzwerth a,,a,,..., 4, zu; es entspricht 
aber jedem der 2p Gebiete ein bis auf einen constanten Factor vollstándig 
bestimmtes particuläres Integral 7, 7, ..., 7%, dessen logarithmische 
Ableitung den Grenzwerth a, oder a, hat, je nachdem der Grenzwerth 
der logarithmischen Ableitung des allgemeinen Integrals in dem betreffen- 
den Gebiet a, oder a, ist. Das Integral z^? wird in dem aus GC'—", 
G^, GÓ**? zusammengesetzten Gebiet durch die Reihe S,, das Integral 
7®+9 in dem aus G^, G°*), G+) zusammengesetzten Gebiet durch 


die Reihe S, asymptotisch dargestellt. 
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c? 





In der beigegebenen Figur, welche dem Rang p — 2 entspricht, be- 
zeichnen die Buchstaben 7° und 7” die Gültigkeitsgebiete der asymp- 
totischen Gleichungen 7° ~ S, und 7 ~ S,, die Buchstaben 7” und 7° 
die Gültigkeitsgebiete der asymptotischen Gleichungen 7/?- 5, und 7° — S;. 
Wenn beide Grenzen eines Gebietes beliebig wenig verengert werden, gilt 
die betreffende asymptotische Gleichung gleichmässig. An die Endpunkte 
des Bogens 7” sind die Argumente gesetzt, durch deren Angabe die in 

o 7 D ? o 
S, und S, enthaltenen Potenzen z^ bezw. z^ in jedem Fall fixirt sind. 
1 2 

Bei beliebigem Rang p bilden wir im Gebiet G'? ein Fundamental- 

system von (A) aus dem Integral z/? und dem aus G°*” über die Gerade 


20 + I)x , 
arg © Cnr UM oigo fortgesetzten Integral z/^*? (oder aus 7 und 
2p à / 
7C(p—1) + (20 — 1)z (p) 
dem aus @“ über argzx ecu nach G(? fortgesetzten Integral 


z^ Dann ist. in «GS 
7 um 8, [ AR ESS 


1 


und, wenn à von Null verschieden ist, 


y= an? SL pg err AS bS ; 1 


P 


) gae ® an, +7) 





y — be? * an(C, deae TE 


x g^ c 
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im Gebiet Gt) ist 
(v+1) (242) 
7 13 8, » 7 7 S, 


und 


< y = OHS? + Ep? ow, bS,, 


wenn b von Null verschieden ist. Bewegt man sich in dem aus G'? 
und G zusammengesetzten Gebiet, so ist die asymptotische Gleichung 


in der Form 
y = ax? + by ~ aS, + 58, 


beizubehalten, ohne dass von den Reihen $,, S, die eine gegen die an- 
dere vernachlässigt wird. 

Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen, soweit sie über die in 
der Arbeit des Verfassers im 118. Band von Crelles Journ. enthalte- 
nen hinausgehen, in den folgenden Satz zusammen: 


Die characteristische Gleichung der Differentialgleichung (A) mit ratio- 
nalen Coefficienten und vom Rang p an der Unbestimmtheitsstelle © — co 
habe zwei verschiedene Wurzeln a, ,a,, (und zwar seien beide reell und 
a, > a,, worin keine Beschränkung liegt), so dass (A) durch zwei Normal- 
reihen 


aizP aar- oo 


Jug . 
a — „pi 
Sea, at x? — (i=1,2) 








formell befriedigt wird. Dann besitzt die Differentialgleichung 2p ausgezeich- 


nete Integrale 


0 1 2p—1 
RC AE Clea (2p—1) 


107 


von der Art, dass 7” in der Nähe von x = co für 


(29 ex 3)z N 3 (20 ae ^ 2 
ME + 0 <'argx < TED 0 
wenn 
a (a, —a)xr P 
(em Ta + 5° p apart), + 7) 


gesetzt wird; est ist lim d, — O, wenn x im Gebiet GC? ins Unendliche geht. 
! Vgl. den Satz auf S. 274. 
> à ist eine beliebig kleine positive Grösse. 
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bei ungeradem p durch die Reihe S,, bei geradem p durch die Reihe S, 
gleichmässig asymptotisch dargestellt wird.” 


Dass der Satz auch in denjenigen (darin nicht erwähnten) Ausnahme- 
fällen eilt, welche in diesem Paragraphen ausgeschlossen worden sind, 
wird im nächsten Paragraphen gezeigt werden. 


$ 2: 


Die bisherige Annahme, dass die Determinante Q,, welche den ersten 
Coefficienten der Differentialgleichung (B) bildet, von Null verschieden 
sei, lassen wir jetzt fallen. 

Da die 2” Reihen 


s,(#) s en) ed s, eere 


mindestens p + 1 verschiedene Exponentialfactoren 


(p—1)a,+ a5 
aat c. at 
ent xe D le 


, $59 


enthalten, so ist die Anzahl der verschiedenen Reihen mindestes p + 1, 
und die Ordnung der Differentialgleichung, welcher w genügt, kann nicht 
geringer als p + 1 sein. Für 


u um aU Pan 
ergeben sich wie in $ 1 die Gleichungen 
(2) 


w^? — Ant = Any’... De ae ale Aj s aM Wi eee Yi 


oder, wenn man durch w dividirt, 


um) y' y Yi Yp—ı 
— — Au = 44-4 + A SE RE =. " 
À N so À,2P—1 (1&1,278; 
u : ‘y ere y. Teen 
Alle aus dem System 
An A (91,2, ..., 2—1) 


gebildeten Determinanten 7" Grades seien gleich Null, während eine De- 


* Vgl. Fig. S. 184 für p = 2. 
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terminante (r — 1)" Grades von Null verschieden sei. Dann erhält man 


"ET : y " : 
durch Elimination von —,... aus r der angeschriebenen Gleichungen ' 
y 


für w eine lineare Differentialgleichung (B) mit rationalen Coefficienten 
deren Ordnung geringer als 2^ ist, und zwar ist diese Gleichung, wenn 
t— x" als unabhängige Veränderliche eingeführt wird, wie früher vom 
tang 1, und ihre charakteristische Gleichung hat die Wurzeln a, und a, 
San . IN Ar CE : 

einfach, die Wurzeln Oe UG aie, u. s. w. einfach oder mehrfach. 


p 
In Falle p — 2 folgen aus 


u — yy, 
die Gleichungen 
w — a OVE 
uw” — Au — Ay'y, t Ay 2y' yo 
u" — Bou = By'y, + Buy B,y'y:, 
wo die À und B rationale Functionen von x sind. Wenn 


I I Oo 





Q,—|4 Ay .2 | =0 
B, B, B, 





| 
ist, genügt « der Differentialgleichung dritter Ordnung 


| u Tre 
, 





(B) [tls EA 0 AR 2 TO; 
u" — Bu, B, ;B, 





Wenn man aus den Gleichungen 


U 1 1, 

nl el, 

u y Yı 
wu" y y: y ys 
= TA A = y D 
u Lo aie v y + y y 


' Vgl. die folgenden Beispiele. 
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i, HEHE : ARTE] aie : 5 
7 eliminirt, erhält man für — die quadratische Gleichung 
1 y 


^3 , , , 
y uw y 
2(=)—(2- +4, —4,)- — — À eas 
ig ( eae ) y an e 22 
welche unabhängig vom Verschwinden der Determinante Q, besteht. Wenn 
Q, = o ist, entsprechen einem beliebigen Integral w von (B) zwei Integrale 
y von (A), deren logarithmische Ableitungen der quadratischen Gleichung 
genügen." Im Falle Q, +0 gehört nur zu gewissen Integralen w von (B) 
ein Integral y von (A) und zwar ein einziges, dessen logarithmische Ab- 
leitung der quadratischen Gleichung genügt, aber auch wie früher rational 


u u U à 
durch — , —,— ausgedrückt werden kann. 
u U U 


Im Falle p = 3 folgen aus 


w= MW. 
die ame 





- i ee 
e 1 2 


u E QU YY. Yy Ys Ya 
Ww y y yi y ys 
—  —Buw-B,-—-...-F.D,—-— BR (GE 
aL 0 1 y Es SF 4 y yi ap + y Yı Ye” 
wh) jf y yi , Vi ys 
— Cu = -— : : ; 
u I ! y % tg 4 y 34 TET ume dd 


Wenn z. B. alle Determinanten vierten Grades aus den Coefficienten auf 
der rechten Seite verschwinden, genügt « der linearen Ditferentialgleichung 


vierter Ordnung 








uw 
= py Te pee CO) a) 
The 
=e ANSE I NEC) 

(B) + — 0 
T S 
men, 
EEE ROSE RE 
ue c os a 2 7 


1 CC 2 
Dabei sind constante Factoren von y und w als unwesentlich angesehen. 
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Ist der Rang p beliebig, so bestehen, welches auch die Ordnung von 


(B) sein mag, Gleichungen von der Form 


Del , 
y Yı Yı—ı 





— — À =... + |4 


x | y Yt ma (A=1,...,p) 
wo 
Y yy Van 
49 Vaca 
die Summe von je À Producten der p Grössen 


AE ; 
BT ER Yp—1 


, s , 
y Yi Yp—1 


bedeutet, während an Stelle der Punkte Ausdrücke stehen, deren Dimen- 
sion in diesen Gróssen geringer als À ist. Durch Elimination von 


5 ; 
Yı Yp—1 
Z5 y coop E 
Yı Yp—1 


aus diesen p Gleichungen erhält man in allen Fallen eine Gleichung von 


der Form 
Y L(uy(Z) = 0, 
y y 
c w uw” : c = 
deren Coefficienten Z, von — , —,... und von z rational abhängen und 
U U 


nieht sämmtlich identisch verschwinden. Setzt man hierin für w ein In- 
tegral von (B), welches die Form yy,...y, , hat, so genügt jedes Integral 
y von (A), aus welchem die angenommene Function « durch Multiplication 
mit geeigneten Integralen y,,..., y, , von (4,),..., (4, ;) hervorgeht, 
der angegebenen algebraischen Gleichung, wenn auch nicht umgekehrt 
jede Wurzel dieser Gleichung die logarithmische Ableitung eines Integrals 
y von (A) zu sein braucht. 
Wir schalten den folgenden Hilfssats ein: 


Wenn die Coefficienten der algebraischen Gleichung 


G (z) = X. À 


À 


TS) 


Lo 


Functionen von x sind, welche in der Nähe von «= co für c, < arg x <a, 
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, I : er : 
durch Potenzreihen von — gleichmässig asymptotisch dargestellt werden, 


x 


so wird jede Wurzel z durch eine der die Gleichung formell befriedigen- 


- I Ties ; : : 
den Potenzreihen von = (oder von —-!) in dem bezeichneten Gebiet gleich- 
m 


E 
mässig asymptotisch dargestellt. 
Es sei 
Dn Ar An din 





A, = Aj, + — Go al OON ELS qr 


’ 


x n a n 


wo a, für «e, <argæ <w, gleichmässig zur Grenze Null convergirt. 


2 . 5 = ^ I 
Irgend eine Wurzel z erscheint als algebraische Function von = und den 


a,,, wenn die a,, vorübergehend neben - als unabhängige Veränderliche 


x 
aufgefasst werden. Durch Nullsetzen der 4, geht z in eine Wurzel z, 
der Gleichung 


À 
IA — uU 


5 3 : I 
über, welche sich als Potenzreihe von - ' darstellen lässt: 


4 


Cn 





> ‘ € In+1 Tn+2 
Loci ngog uec tent ee ut Le 


a” 


Wenn man 


L 
sa 


2= 0 ++... ++ 


N n 
zen a 


setzt, ist &, eine algebraische Function von - und a,,, welche für a, — o in 





In+1 Tn+2 
x 1 De pe 


übergeht, also für - — o, a, = o verschwindet und in der Umgebung 





Durch eine Substitution & = a” kann erreicht werden, dass keine gebrochenen 
Potenzen auftreten, und durch eine Substitution von der Form y = z"/, dass die Reihen 
keine positiven Potenzen von & enthalten. Im Beweis wird diese Voraussetzung der Ein- 
faehheit halber gemacht. 
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dieser Stelle stetig ist. Wenn x im Gebiet w, < argx < «, ins Unend- 
liche geht, convergiren die 4, gleichmässig zur Grenze Null, so dass das 
Gleiche für €, gilt. Durch die Reihe 


C, C 
ob LE 


wird die Gleichung G(z) = o formell befriedigt. 
Wie in $ 1 hat die Differentialgleichung (D) ein einziges Integral 





u, von der Eigenschaft, dass für lim = + co 
. dlogu 
lim ——E^ = ¢ 
dt 5 


ist; ebenso ist für ein einziges Integral x von (A) 


d log 7 =. 


lim ze 50 = 6; 
da 2 


T—--o 
und für ein einziges Integral 7, von (A) 


lim arm ten _ a 
dx 2d 


so dass wie in $ 1 


u, — 29 eR 
ist. Es erscheint daher 


als Wurzel der algebraischen Gleichung 

(a) ZL;(u;)2 zo: 
Die Gleichung 

(a) EL, (Lz = 0, 


welche man erhält, wenn man für w, die asymptotische Reihe T, setzt, 
wird durch die Reihe 


d log S, 


ESS 


da 
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d . . T . . . 7 
formell befriedigt. Nach dem soeben bewiesenen Hilfssatze wird * als 


4 
7 
Wurzel von (a) durch eine der der Gleichung (a' formell genügenden 


teihen mit unendlich vielen negativen und einer endlichen Anzahl po- 
1 


tenzen von a (oder x") asymptotisch dargestellt; bezeichnet man diese 
d log S 
aa 
asymptotischen Gleichung 7 — S folgt, dass S der Gleichung (A) formell 
genügt, was nur möglich ist, wenn S mit S, identisch ist. Es ist also 


Reihe mit , so ist S eine normale oder anormale Reihe. Aus der 


7 d log S, 
7 dx 


und 

nn $,. 
Die sämmtlichen asymptotischen Gleichungen gelten zunächst, wenn x als 
reelle positive Grüsse ins Unendliche geht. Nun gilt aber die asymp- 


totische Gleichung 
u,~ T. 


gleichmässig für 
37 N 37 N 
— le OL arg? «77 — 0, 
woraus die gleichmässige Gültigkeit der asymptotischen Gleichung 


4~ 8, 


für 


d 


—— — ? i 37 — 
0 < arg qz < 2p 
folgt. 


Wir haben dasselbe Resultat wie in $ 2. Die weiteren Schlüsse ge- 
stalten sich wie früher. 


© 
c2 
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33 
Wir wollen die asymptotische Darstellung der Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (A) benutzen, um über die Lage der Nullstellen der In- 
tegrale in der Umgebung der Unbestimmtheitstelle x = © Aufschluss zu 
gewinnen. 
Setzt man 


GrP 


7 et TW (o p 


wo die Grössen a,..., und C mit dem Index 1 oder 2 zu versehen 
sind, je nachdem der Index o von y ungerade oder gerade ist, so lässt 
sich nach Angabe einer beliebig kleinen positiven Grösse & (|e| < €) eine 
positive Grósse r so bestimmen, dass für 

7t 20 + 3)z 

— + d<arge, < PH  , 


2p 


|x| >r Co) 
: 3 22 
Iz] <e ist. Die Function 7” ist demnach in dem bezeichneten Gebiet 
von Nullstellen frei. 

Für ein beliebiges Integral 


Ya EC DM 
für welches im Gebiet G® die asymptotische Gleichung 


y ~ bS, 
besteht, ist 


SE 
y= be? "nl + p) 


* Vgl. meine Arbeiten: Verwendung asymptotischer Darstellungen zur Untersuchung 
der Integrale einer speciellen linearen Differentialgleichung (Math. Ann. Bd. 49) und 
Über das Verhalten der Integrale einer linearen Differentialgleiehung erster Ordnung in der 
Umgebung einer Unbestimmtheitsstelle (Crelles Journ. Bd. 120). Ich kann mich im 
gegenwärtigen Paragraphen kurz fassen, wo es sich um die Übertragung der in den ge- 
nannten Arbeiten für die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Coeffi- 
cienten und die lineare, nicht homogene Differentialgleichung erster Ordnung entwickelten 
Methoden auf eine beliebige lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Coeffieienten handelt. Nach dem Muster der Arbeit im 49. Bd. der Math. Ann. liessen 
sieh die jetzigen. Entwiekelungen weiter ausführen. 
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bo 
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wo 7 im verkleinerten Gebiet G^ gleichmässig zur Grenze Null con- 
vergirt. Das Integral y kann daher im Gebiet G keine Nullstellen be- 
sitzen, wenn [| hinreichend gross genommen wird. 

Wenn also ein Integral y von (A) Nullstellen x, von der Art besitzt, 
dass für lim A= co |r,| = co ist, so muss sich argz, einem der Grenz- 
werthe 

(20 — 1)z 
2p 


(020,1,2,...) 


nähern. Die im Unendlichen befindlichen Nullstellen eines Integrals y 
können nur in unendlicher Nähe der Trennungslinien der Gebiete G, G,... 
liegen. 
Betrachten wir z. B. die Gerade 

arg y = — 

SO EZ v 
so lässt sich das Integral 

y — bi? + ay, 

wenn a und b beide von Null verschieden sind, in der Form schreiben 


arp GrP 


y — ae?  g^(C, + 7,) + be? p &^(C, + 7), 


wo y, und y, im Gebiet 





7 7 
a Ss Spr 


2p 
wo eine kleine positive Grösse bedeutet, gleichmässig zur Grenze Null 


convergiren; dasselbe gilt für 9, und à 


: y» wenn wir 


» 2? 
(a, +0,) — 


(ir) Y 
y = ae » (C, +7,) + be » (C, + 72) 


setzen. Die Gleichung 


schreibt sich 
e P——- 2" 


oder 


at 


Uber die irregulären Integrale gewisser Differentialgleichungen. 19 


wobei 





gesetzt ist und c, eine Function von x bedeutet, welche gleichmässig zur 
Grenze Null geht, wenn x in dem oben bezeichneten Gebiet unendlich 
gross wird. Wir zeigen, unter ¢ eine beliebig kleine positive Grösse ver- 
stehend, dass ein mit dem Radius e|s,| um den Punkt x = s, beschrie- 
bener Kreis Æ eine und nur eine Wurzel der Gleichung 


dr == s,(1 + €1) 


enthält, wenn À hinreichend gross genommen wird. Das geschieht durch 
den Nachweis, dass für hinreichend grosse Werthe von À 


I 
im d log(x — s, — 8,¢,) = 
Y 


ist, wenn der Kreisumfang XA als Integrationsweg genommen wird, oder, 
was dasselbe ist, durch den Nachweis, dass 


fa log (x — s, — 8,¢2) — fa log (x — s;) 
K 


K 
i Si(g1 — (& — $1) 93) 


(2 — s,)(@ — $4 — sig) 





dia 


beliebig klein wird, wenn man À hinreichend gross annimmt. Das letzte 
Integral ist dem absoluten Betrage nach kleiner als das Product aus dem 
Kreisumfang 2ze|s,| und dem Maximum des zu integrirenden Bruches 
auf A. Der Zähler ist dem absoluten Betrage nach kleiner als |s,| e 
(wo » eine beliebig kleine positive Grösse bedeutet), wenn man A hin- 
reichend gross wählt; da [g,| für hinreichend grosse Werthe von A kleiner 
als ys ist, so ist der Nenner dem absoluten Betrage nach grösser als 
ell lol — Isle = "Isla — 2). 
' Dabei ist À eine ganze positive Zahl; die Wurzel ist so fixirt, dass für 
À-— + © arg 3j = — 


2p 


wird. 
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Der absolute Betrag unseres Integrals ist also kleiner als 


Isley __ 2m 
etu preme 





2ze |s;|- , 
d. h. beliebig klein für hinreichend grosse Werthe von A, w. z. b. w. 
Das Integral hat also die Nullstellen 


x, = s,(1 + ej) lim À = + co, 
wo 
lim €, = 0 
ist. 

Wir bringen nun den Begriff des Geschlechtes einer ganzen transcen- 
denten Function und den Begriff des Ranges einer linearen Differential- 
gleichung an einer Unbestimmtheitsstelle in Verbindung. Wenn die zur 
singulären Stelle x = © gehörige Fundamentalgleichung zwei verschiedene 
Wurzeln e^, 7^ besitzt, hat man ein Fundamentalsystem von der Form 


Y, = x P(x), (i=1,2) 


wo P,(a) eine nach positiven und negativen Potenzen von z fortschrei- 
tende, für hinreichend grosse Werthe von [x] convergente Reihe ist. Eine 
der beiden Functionen P;(x), welche kurz P(x) heissen möge, habe die 
Nullstellen 2? (o — 0,1,...), wo 
lim arg a? = CENT 
2p 


A=0 


ist. Bezeichnet man mit 


[0] 


y (v=1,2,..., ©) 


diejenigen Nullstellen, deren absoluter Betrag grösser als die beliebig zu 
wählende Grösse r ist, so ist, wie man aus den asymptotischen Ausdrücken 
fiir die Nullstellen ersieht, von den beiden Reihen 


Ss I > I 
Ft lel" y le,]?*" 


die erste divergent, die zweite convergent. Das unendliche Product 
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ist daher für jeden endlichen Werth von x convergent. Dann ist 


7 14 x) 
F(a) = Fay 





für |zv| 2 r von Nullstellen frei, so dass eine für |x| > r convergente Ent- 


wickelung von der Form 











EE 
dlog F(x) _y m dg(x) 7 D () 
dx es da: 


da 
besteht, wo g(x) eine nach positiven Potenzen von x fortschreitende, be- 
AR. ; is d 
ständig convergente Reihe und w() eine für |v| > r convergente Potenz- 
€ aq € 
E I T. 
reihe von - darstellt. Es ist also 
wv 


F(a) =a" eg.) 


wo p eine positive oder negative ganze Zahl und 


eine Potenzreihe von - ist, welche für |r|- r von Nullstellen frei ist. 


x 


Wir haben demnach 


1 
VB (ee (a) %(*). 

v 
Mit Benutzung unserer asymptotischen Darstellungen und eines Satzes 
von Herrn Hapamarp' zeigt man, dass g(x) eine ganze rationale Func- 
tion ist, deren Grad nicht grósser als p sein kann, so dass 


G (x) = e Ha) 
eine ganze Function vom Geschlecht p ist. Wenn wir unserem Integral 


y x" G(x) R(2) 


den Rang p an der singulären Stelle x — co beilegen, so stellt sich der 





* Liouv. Journ. 1893. 
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Begriff des Ranges als Verallgemeinerung des von LAGUERRE eingeführten 
Begriffs des Geschlechtes einer ganzen transcendenten Function dar. 
Die Hauptergebnisse dieses Paragraphen mögen in der Satz zusam- 


mengefasst werden: 
Das ausgezeichnete Integral x/? von (A) besitzt für 


(2p + 39* . 51 


(2p — 3)n + 9 <argr < = 


2p 
keine Nullstelle, deren absoluter Betrag eine gewisse Grenze übersteigt. Ein 
beliebiges Integral y besitzt in der Umgebung von x = co unendlich viele 
Nullstellen x? von der Art, dass für im À — co 


Co I)z 


7 (or 1 ‘ wo — 
lim |z?| = co, lim arg x? = 35 


ist. Es ist 2. B. für y = bx? + ax? 


; DINO b C, ; 
a) = “= (log (—i2) -F shai . (1 + €) 





lime 10: 


À= 00 


Ist 
y — EP, (x) enn 


das zu © — co gehörige kanonische Fundamentalsystem von (A), so ist die 
Laurent'sche Reihe P(x) von der Form 
I 
pes z GG). 
wo G(x) eine ganze (transcendente) Function vom Geschlecht p ist, welche 
diejenigen Nullstellen von y, besitzt, deren absoluter Betrag grösser als r 
(r beliebig) ist, während y eine ganze Zahl und w^) eine für |x| > r nicht 
& 


1 , I 
verschwindende Potenzreihe von - darstellt. 
x 


À ist eine beliebig kleine positive Grösse. 
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$ 4. 


Wir lassen jetzt die in § 1 gemachte Voraussetzung, dass die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung von (A) 


a+ aa + a, — 0 
verschieden seien, fallen. 
Ist a eine Doppelwurzel, so wird die Gleichung (A) durch die Sub 
stitution 


übergeführt in 


d’z dz 


Dr Ck aE 2at Py) -, 


+ (P, + aa? P, + (m7 + (p— jar?) P,)z = 0 
oder wegen a +aa+a,=0, 2a+a,=0 in 


d? 
CE ES 
ax 4 


da 


(o™ +...) 


Ist 65 von Null verschieden, so führt die Substitution 


auf die Differentialgleichung 


d’z dz 


Gea Jaret (tere) p (aum eui aco 
vom Rang 2p — 1 mit der charakteristischen Gleichung 


Bi + 4b, = o, 
deren Wurzeln 5, und f, = — f, zwei Normalreihen 


Bite Bat? 


a ery PU ‘1 
ff => e? i m (c, == + Ga » (i=1,2) 
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entsprechen. Daraus ergeben sich für die Differentialgleichung (A) zwei 
anormale Reihen von der Form 


azP Biz ©? Ba rf pi Y = 
— TA = os = > *i jo 
S. ee? Mo =D qa (° Ca Ca +... "i (i—1,2) 
i a ve 
Im Fall 2, = o haben wir die Differentialgleichung vom Rang p — 1 


d’z dz 


(a™ +...) i5 + (bate te) 








+ (Ra tee ae + ne 2 — O 


dæ 


mit der charakteristischen Gleichung 


fg b — o. 


Wir erhalten zwei Normalreihen vom Rang p—1, wenn die Wurzeln 
dieser Gleichung verschieden sind, während im Fall einer Doppelwurzel 
B= a, die Substitution 


axe! 


ge?" lz 





1 


angewandt wird. Nehmen wir an, man miisse /-mal nach einander eine 
solche Substitution anwenden, bis man auf eine Differentialgleichung stösst, 
welche unmittelbar oder nach Anwendung der Substitution «= 7? durch 
Normalreihen befriedigt wird. Man hat dann 


Grp ayar-ı Giai zP Hl 





EE e? PE p—l+1 2, 


und die Differentialgleichung für z wird entweder durch zwei Normal- 


reihen 
BiaP faze 


+ "poen 0; \ 
Dre Me "(6 + = + ij (i=1, 2) 








oder durch zwei anormale Reihen 


2p—2141 


Biz 2 Ba zx? pi Y (i=1,2) 
SSS Se Ci; 

n CFE TOES E 1 

[. — era 3p-2 x (e = +... 
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formell befriedigt. Aus der Differentialgleichung (A) erhält man dem- 
nach Reihen von der Form 


az? — arP—l a_ız — girp—! Barr-t1l 


T nol + + +... 
-y p p—1 p—I+1 p—i p—i—1 pi ' 
5; — € z"(C;4- 





Y 
C a 
x 


us (i=1,2) 


oder von der Form 














2p—2i41 
ax? aízP-! az HI Ar 2 Ba art 
pe eum DE MET En Qp—W+1  2p—2 
— 
Pp 
2 Cg (0) 2 
ae + + : (i=1,2) 
© 
Im Falle / — p führt die Substitution 
axe | axel 
are X +. +up 1T 
Jie 2 


auf eine Differentialgleichung, für welche x — oo eine Stelle der Be- 
stimmtheit ist. 

Aus der Art, wie die Differentialgleichung (A) auf eine Differential- 
gleichung zurückgeführt wurde, deren charakteristische Gleichung zwei 
verschiedene Wurzeln besitzt, folgt in allen Fällen die asymptotische Dar- 
stellung der Integrale von (A) durch die Normalreihen oder anormalen Reihen 


S, und S,. Das Nähere ergiebt sich aus den in $ 1 gefundenen Resultaten. 


Charlottenburg, 8. October 1897. 
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SUR UNE QUESTION FONDAMENTALE DU CALCUL INTEGRAL 


PAR 


CH. RIQUIER 


à CAEN. 


Introduction. 


Dans des recherches publiées en 1893 par les Annales de l'Ecole 
Normale, et reproduites deux ans plus tard par le Recueil des Savants 
étrangers (tome 32, n° 3), j'ai pu établir (en me bornant à l'examen 
des circonstances générales) l'existence des intégrales d'un systéme diffé- 
rentiel queleonque. Les réflexions que j'ai faites sur la question depuis 
cette époque m'ayant conduit à des résultats nouveaux, et aussi à une 
simplification considérable des raisonnements à l'aide desquels j'avais établi 
mes résultats antérieurs, il m'a semblé qu'une refonte totale de ces travaux, 
relatifs à un ordre de questions encore peu étudiées, présenterait quelque 
utilité: c’est ce qui m'a décidé à publier le présent Mémoire. 

Je reprendrai tout d'abord, en le complétant, l'exposé de la partie 
historique. 

Caucay, le premier, parvint, sur la question de l'existence des inté- 
grales, à des résultats importants, dont il donna des démonstrations 
rigoureuses. Dans les tomes 14, 15 et 16 des Comptes Rendus de 
l'Académie des Sciences (1842 et 1843), il prouve l'existence des 
intégrales d'un système d'équations différentielles ordinaires, en précisant 
ce que l'on doit entendre par intégrales générales d'un pareil système; 
puis il étudie au même point de vue un système linéaire de » équations 


Acta mathematica. 28. Imprimé le 14 septembre 1899. 


204 Ch. Riquier. 


aux dérivées partielles du premier ordre, impliquant un nombre égal 
de fonctions inconnues 


0,01) 0L RON 
et tel qu'on puisse le résoudre par rapport aux m dérivées 


90, 90, m 


a Ta? 








toutes relatives à une méme variable ¢. La méthode à l'aide de laquelle 
il démontre la convergence des développements des intégrales n'est autre 
que celle des fonctions majorantes, adoptée, aprés lui, par presque tous 
les auteurs qui se sont occupés de ce genre de questions. Quant aux 
systèmes quelconques, on peut toujours, en introduisant de nouvelles 
fonctions inconnues, les réduire a des systèmes linéaires du premier ordre, 
et Caucny semble admettre que les seuls dont il y ait lieu de s'occuper 
sont ceux qui, après réduction, ont la forme ci-dessus définie. 

En 1856, MM. Brior et Bouquet, dans un Mémoire sur les systèmes 
d'équations différentielles ordinaires, donnérent une démonstration nou- 
velle de l'existence de leurs intégrales. 

En 1872, le méme point fut établi pour les systèmes, dits complète- 
ment integrables, d'équations différentielles totales, et trois geometres, 
MM. Meray, Bouquer et Mayer, en publierent presque simultanément 
la solution.” 





' Brior et BovquET, Mémoire sur les fonctions définies par les équations diffé- 


rentielles (Journal de l'Ecole Polytechnique, Cahier 36). 

^ Méray, Revue des Sociétés Savantes (Sciences mathématiques, phy- 
siques et naturelles, t. 3, 1868). 

Méray, Nouveau Précis d'Analyse infinitésimale, p. 143, 1872. 

Bouquet, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. 3, 
p. 265, 1872. 

Mayer, Mathematische Annalen, t. 5, p. 448, 1872, et Bulletin des Sei- 
ences mathématiques et astronomiques, I'U* série, t. II, 1876. 

Une nouvelle démonstration du même point, pour laquelle j'ai prêté ma collaboration 
à M. MÉRAY, a été publiée en 1889 dans les Annales de l'Ecole Normale (MÉRAY 
et Rıquier, Sur la convergence des développements des intégrales d'un système d'équations 
différentielles tolates); elle se trouve reproduite dans un ouvrage récent de M. MERAY, 
(Méray, Leçons nouvelles sur l'Analyse infinilésimale et ses applications géométriques, 
1ère partie, p. 256 et suiv.). 
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En 1875, les résultats, encore peu connus, de Cavcnx sur les sy- 
stèmes partiels furent démontrés de nouveau par M. DarBoux ct M°° de 
KowarEvsky. Cette derniére y avait été conduite par la considération 
du système partiel qui porte son nom, système composé d'équations en 
nombre égal à celui des fonctions inconnues, et tel, qu'en désignant par 


Pi s Pas: + - » Pa 
les fonctions dont il s’agit, et par 
loy t) 


fy d 


g 


les ordres respectifs du systéme par rapport à elles, ce dernier füt ré- 
soluble par rapport aux dérivées 

do, do, Akon, 

te? 
toutes relatives à une méme variable +. Les recherches de M™ de Ko- 
WALEVSKY font l'objet d'un Mémoire publié dans le Journal de Crelle;' 
M. DanBovx, qui avait entrepris de son côté une recherche analogue, s'est 
borné à indiquer sa démonstration dans deux Notes communiquées à 
l'Aeadémie des Sciences. * 

En 1880, M. MéÉnav publia un Mémoire où il se proposait de dé- 
montrer d'une maniére générale l'existence des intégrales des systémes 
d'équations aux dérivées partielles." Comme la lecture approfondie de 
ce Mémoire a été le point de départ de mes propres travaux, comme 
jai pu me convaincre d'ailleurs que son contenu est ignoré du public et 
des auteurs, je crois devoir entrer à ce sujet dans quelques détails. 

M. Méray considère d'abord un système du premier ordre, résolu 
par rapport à un certain nombre de dérivées, et il distingue essentielle- 
ment, pour chaque fonction inconnue, les variables indépendantes par rapport 
auxquelles sont prises les dérivées qui figurent dans les premiers membres 
du système, de celles qui sont étrangères à la formation des dérivées 
dont il s'agit; les premiéres sont, pour lui, les variables principales de la 








1 


Tome 80, p. I. 
> Comptes Rendus de l Académie des Sciences, t. 80, p. 101 et 317. 
> Démonstration générale de l'existence des intégrales des équations aux dérivées 


partielles (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 3""* série, t. 6, 1880). 
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fonction considérée, les dernières ses variables paramétriques, et il va de 
soi qu'une méme variable peut être à la fois principale pour quelque 
fonction et paramétrique pour quelque autre.’ M. MÉnaAY partage ensuite 
les dérivées de tous ordres d'une méme fonction inconnue en paramétriques 
et en principales, selon que les différentiations d'ou elles proviennent in- 
téressent ses seules variables paramétriques, ou bien, soit avec elles, soit 
sans elles, quelque variable principale.” Considérant enfin, dans un système 
de cette espéce, un groupe quelconque d'intégrales ordinaires, et les suppo- 
sant développées par la formule de Tavrom à partir de valeurs initiales 
choisies pour les variables, M. Mrray nomme détermination initiale de 
chaque intégrale la fonction de ses seules variables paramétriques à 
laquelle elle se réduit quand ses variables principales prennent leurs 
valeurs initiales;* puis il fait observer que les valeurs initiales de ces 
déterminations et de leurs dérivées de tous ordres sont respectivement 
égales à celles des intégrales mêmes et de leurs dérivées paramétriques. * 

Pour disposer nettement les équations d'un pareil systéme, il convient, 
ajoute M. Ménav, de les écrire dans les cases d'un quadrillage rectangu- 
laire, dont les lignes correspondent aux variables indépendantes et les 
colonnes aux fonctions inconnues, en placant l'équation qui aurait, par 


ou . . . x s 
exemple, 5, pour premier membre, dans la case qui appartient à la fois 
X 


à la colonne (4) et à la ligne (x): le tableau ainsi formé peut contenir 
des cases vides réparties d'une maniére quelconque, et ces derniéres sont, 
pour une colonne donnée, en nombre égal à celui des variables para- 
métriques de Vinconnue correspondante.” Si, pour fixer les idées, on 
désigne par w,v, trois fonctions inconnues des quatre variables inde- 
pendantes æ ,y,2,s, et que l'on considère un système du premier ordre 
résolu par rapport aux dérivées 
ou Qu Ou Ov Ov dw 


da? dy’ dz? dy? 95° dz’ 
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SATDId.. D. 23 
= [Tbid:.@p:.24: 
"Ibid p: 2423 

> Ibid.. p. 237: «08239; 
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la seule inspection du tableau 


(e) — (9) (x) 

















| 
ou 
(x) ASE 
ou Ov 
(y) oU ay 
(1) 
ou ow 
MEET Ssvant 
| 
9v 
(s) CR ene 
(rs | 











construit conformément aux indications précédentes, suffit à faire voir: 
1° que la fonction # a pour variables principales ©, y, 2, pour variable 
paramétrique s, et pour dérivées paramétriques toutes celles qui in- 
téressent la variable s a l'exclusion de x,y, 2; 2° que la fonction v a 
pour variables principales y et s, pour variables paramétriques x et z, 
et pour dérivées paramétriques toutes celles qui intéressent x et z à 
l'exclusion de y et s; 3° enfin, que la fonction w a pour variable prin- 
cipale z, pour variables paramétriques v,5,s, et pour dérivées para- 
métriques toutes celles qui intéressent ©,y,s à l'exclusion de z. Si 
lon considère maintenant un groupe d'intégrales u,v, w de notre système, 
et que l'on désigne par z,,95,,2,,5, les valeurs initiales choisies pour 
les «variables indépendantes, les déterminations initiales de ces intégrales 
seront respectivement: la fonction de s à laquelle « se réduit pour 
2— 2, =y—y, —2—2, — 0, la fonction de x et z à laquelle v se réduit 
pour y—y, — s— s, — o, et la fonction de v,y, s à laquelle w se réduit 
pour 2— 2, =o. 

Cela étant, M. Méray assujettit les seconds membres des systèmes 
qu'il considère à une certaine restriction, dont l'énoncé importe peu, ' 





' Voici quelle est cette restriction: En désignant par u et v deux fonctions in- 
conmwes quelconques, aucune dérivée de v ne figure dans les seconds membres des équations 
de la colonne (u), si quelque variable principale de v est paramélrique pour u (Ibid., p. 238). 
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mais qui entraine la conséquence capitale suivante: ! Si aux équations du 
système donné on adjoint toutes celles qui sen déduisent par de simples 
différentiations, ces relations, dites primitives, peuvent étre rangées dans un 
ordre de succession tel, que chacune ne contienne dans son second membre 
(outre les variables indépendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées 
paramétriques) que des dérivées principales fiqurant dans les premiers membres 
des relations antérieures. M. MÉnaAY conclut de là que pour reconstruire 
en entier les développements par la série de TAyLor d'intégrales que l'on 
sait d'avance exister, il suffit de connaitre seulement leurs valeurs initiales 
et celles de leurs dérivées paramétriques de tous ordres, ou, ce qui 
revient au méme, les determinations initiales de ces intégrales;? car, ces 
déterminations étant supposées connues, les relations primitives permettent 
de caleuler successivement les valeurs initiales de toutes les dérivées prin- 
cipales. Puis, il aborde le probléme inverse, et il cherche si, réciproque- 
ment, le systéme donné admet des intégrales ordinaires ayant pour dé- 
terminations initiales respectives des fonctions, choisies au hasard, de leurs 
divers groupes de variables parametriques.” 

Or, pour que les intégrales dont il s'agit existent effectivement, il 
faut et il suffit, comme M. M£nax le fait observer:* 1° que, dans le calcul 
des valeurs initiales des dérivées principales, il y ait concordance numé- 
rique entre les diverses expressions fournies pour chacune d'elles par les 
relations primitives; 2° que les développements des intégrales, construits 
a priori comme nous l'avons indiqué, soient convergents. — Se préoccupant 
d'abord de la première de ces conditions, M. Mrray partage en deux 
classes bien distinctes les systèmes du premier ordre, dits immédiats, qui 
font l’objet principal de son Mémoire, et il les nomme passifs ou non 
passifs, suivant que la concordance numérique des relations primitives y 
a lieu pour des données initiales quelconques ou seulement pour un 
choix convenable de ces dernières. Après avoir formulé les conditions 
de passivité d'un systeme immédiat," il s'occupe en dernier lieu de la 





1 Ibid., p. 239 et 240. 
3 bid mp. 242: 
? Ibid., p. 243. 


* Ibid. p. 245 et 250. 
° [bid., p. 245 et suiv. 
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convergence des développements des intégrales, et il est ainsi conduit à 
l'énoncé suivant: ' Tout système du premier ordre, immédiat et passif, est 
complètement intégrable, c'est à dire admet un groupe (unique) d'intégrales 
ordinaires ayant pour déterminations initiales des fonctions arbitrairement 
choisies de leurs variables paramétriques. Par exemple, le système (1), s'il 
est immédiat et passif, admettra, d'aprés cet énoncé, un groupe (unique) 
d'intégrales ordinaires u,v, w, se réduisant respectivement: 

& à une fonction donnée de s pour «—2, =y—y, —2—2, —0; 

v à une fonction donnée de x et z pour y—y, =s—s, —0; 

w à une fonction donnée de r,y et s pour z—z, — o. 

On voit ainsi qu'en supposant rigoureusement établie la convergence 
des développements des intégrales, la solution générale d'un systéme (du 
premier ordre) immédiat et passif dépend de fonctions (ou constantes) 
arbitraires en nombre précisément égal à celui des inconnues qui s'y 
trouvent engagées. 

Finalement, et en ce qui concerne les systémes différentiels quel- 
conques, M. Mrray admet que de simples résolutions d'équations, com- 
binées avec des différentiations et des réductions au premier ordre, per- 
mettent de les ramener à la forme immédiate passive. ? 

Comme je l'ai dit plus haut, la lecture approfondie de ce Mémoire 
a été le point de départ de tous mes travaux sur les systèmes diffé- 
rentiels partiels, et il va sans dire que, dans cette étude, j'ai examiné 
de trés-prés la démonstration de la convergence. Cette dernière m'ayant 
paru inexacte, je fis part de mes doutes à M. MÉnAv, qui les trouva 
justifiés; les efforts qu'il fit pour modifier la démonstration le conduisirent 
méme à la découverte de certains cas de divergence qu'il ne soupçon- 
nait pas d'abord,? et il publia en 1890, avec ma collaboration, un 
nouveau Mémoire* où la convergence des développements des intégrales 
se trouvait établie, cette fois, d'une facon rigoureuse, mais, bien entendu, 
pour une partie seulement des systémes immédiats primitivement étudiés. 
Ce Mémoire est reproduit presque en entier dans un ouvrage récent de 





! Ibid., p. 249 et suiv. 

2? Ibid., p. 236, 265, 266. 

* Comptes Rendus de 1 Académie des Sciences, 1888, t. 106, p. 648. 
* Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d'un système d'équa- 
tions différentielles partielles (Annales de 1 Ecole Normale, 1800). 
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M. Méray,' et il y est accompagné de quelques indications sommaires 
sur la marche générale à suivre pour traiter un systeme quelconque; * 
la conclusion du Mémoire de 1880 s'y trouve, naturellement, modifiée, 
et M. MÉnav, au lieu de considérer les systèmes immédiats passifs comme 
le type fondamental auquel peut se ramener un système quelconque, 
assigne maintenant le même rôle aux systèmes immédiats et réguliers 
passifs, qui font l'objet du Mémoire de 1890: malheureusement, cette 
nouvelle conclusion n'est pas mieux établie que l’ancienne, et, à moins 
de recourir au changement des variables, qu'on doit, à mon avis, s'efforcer 
d'éviter, il me parait peu probable qu'elle soit exacte. Quoi qu'il en 
soit, la connaissance des méthodes de M. Méray et la collaboration que 
je lui ai prétée m'ont été, pour mes recherches personnelles, extréme- 
ment profitables; nonobstant une erreur dans la démonstration de la 
convergence, ses travaux ont, dés 1880, mis en pleine lumière le fait 
suivant, qui se trouvait désormais acquis: 


Si un systeme du premier ordre, quelle que soit d'ailleurs sa nature, 
satisfait à la double condition 

1? de la passivité, 

2? de la convergence des développements des intégrales, 

sa solution générale dépend de fonctions (ou constantes) arbitraires en 
nombre précisément égal à celui des inconnues qui s'y trouvent engagées. 


Dans lintervalle qui sépare la publication des deux Mémoires dont 
je viens de parler, M. König ? avait établi les conditions d'intégrabilité 
absolue d'un systéme du premier ordre de forme telle, qu'en désignant par 


T, ; ces Bey May rry Uy 





! Leçons nouvelles sur l'Analyse infinitésimale et ses applications géométriques, rere 


partie, p. 310 et suiv. 

* Leçons nouvelles ete., p. 353 et suiv. 

° J. Konia, Uber die Integration simultaner Systeme partieller Differentialgleichungen 
mit mehreren unbekannten Functionen (Mathematisehe Annalen, t. 23, 1884). 
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les variables indépendantes, le systéme füt résoluble par rapport aux mr 
dérivées de 2,, 2,,..., 2, relatives à z,, 2,,..., v,. Ce type, dans lequel 
rentrent évidemment les systèmes partiels étudiés par Caucny et les 
systèmes d’équations différentielles totales, n'est lui-même qu'un simple 
cas particulier des systèmes étudiés par M. Ménav et moi en 1890. 

Dans une these de doctorat publiée en 1891,' M. BounrET parvint 
à établir qu'un systéme differentiel quelconque est réductible à une forme 
du premier ordre, dans laquelle la convergence des développements des 
intégrales est assurée; mais, sauf des cas fortuits, la forme dont il s'agit 
n'était point passive, et, par suite, ne faisait nullement connaitre le 
nombre et la nature des éléments arbitraires dont dépendent les inté- 
grales générales. 

Ainsi, la question de l'existence des intégrales dans un systéme quel- 
conque était encore loin de se trouver résolue. Depuis l'époque de ma 
collaboration avec M. MéÉnav, j'y avais sans cesse réfléchi, et, poursuivant 
le courant d'idées où cette collaboration m'avait engagé, je m'efforcais de 
la résoudre en la ramenant au probléme suivant: Etant donné un système 
différentiel quelconque (que je supposais ne comprendre qu'un nombre limité 
d'équations), le réduire, sauf constatation éventuelle d'incompatibilité, à un 
système du premier ordre où se trouve réalisée la double condition: 1° de la 
passivité; 2° de la convergence des développements des intégrales. Toutefois, 
pour diverses raisons qu'il serait trop long d'indiquer ici, j'avais été induit 
à penser qu'en se bornant dés le début de la théorie, comme on avait 
coutume de le faire, à la considération exclusive des systèmes du premier 
ordre, on n'y introduisait qu'une simplification apparente, et méme, à 
certains égards, une nouvelle complication. J'avais donc résolu de ne 
m’attacher en premier lieu qu'à la découverte d'une forme canonique 
complétement intégrable, sans m'inquiéter aucunement de l'ordre des équa- 
tions; cette forme une fois obtenue, j'espérais pouvoir la ramener à une 
semblable d'ordre inférieur, et par suite au premier ordre. C'est ce qui 
arriva en effet. En 1892, je réussis à opérer la réduction d'un système 
quelconque à une forme complétement intégrable, et l'année suivante 
(1893) je substituai à celle-ci une forme de méme nature, mais du pre- 





' BouRLET, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées qui contiennent 
plusieurs fonctions inconnues (thèse, avril 1891; Annales del’ Heole Normale, 1891). 
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mier ordre, où se trouvaient engagées, avec les inconnues du systéme 
proposé, quelques-unes de leurs dérivées à titre d'inconnues adjointes. ' 
Il va sans dire que l’économie des conditions initiales, évidente dans ce 
dernier systeme en vertu des explications données plus haut, se trouvait 
par là même immédiatement connue dans le proposé, et que, dans l'un comme 
dans l'autre, la solution générale dépendait de fonctions (ou constantes) arbi- 
traires en nombre fini.” 

Trois ans après, en 1896, M. Derassus, * à l'aide d'une méthode 
toute différente, essentiellement basée sur le changement des variables, 
donna une deuxième solution du problème dont je m'étais occupé: il 
réduisit tout système différentiel à une forme complètement intégrable, 





! Comptes Rendus de l Académie des Sciences, 28 mars 1892, 27 février 


1893, 24 avril 1893. — Annales de l'Ecole Normale, 1893. — Recueil des 
savants étrangers, t. 32, n° 3. 

^ J'insiste sur ce point, qui semble n'avoir pas été très-bien compris de quelques 
lecteurs: par le seul fait de la réduction à une forme passive du premier ordre où la 
convergence des développements des intégrales était assurée, la solution générale d’un 
systeme donné devait, comme je viens de l'expliquer, dépendre finalement de fonctions 
arbitraires en nombre fini, et ces fonctions se dégager d elles-mémes, sans que j eusse 
besoin de m'en inquiéter autrement; mais il nen eût pas été de même, si la forme à 
laquelle j'aboutissais en dernier lieu eût été d'ordre supérieur au premier. Ainsi, au 
début d'un Mémoire publié en 1894, M. TRESSE a formulé l'énoncé suivant: Etant donné 
un système quelconque d'équations aux dérivées partielles, on peut, après un nombre limité 
de différentiations et d'éliminations, ow bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le 
mettre sous forme d'un système en involution (système passif) dont la solution générale 
dépend alors, suivant les cas, de fonctions ow de constantes arbitraires (Acta mathe- 
matica, 1804, p. 9). Or, en supposant établie la convergence des développements des 
intégrales (partie de la question que M. TRESSE ne se proposait pas d'examiner), il ressort 
uniquement de sa démonstration que, pour déterminer un groupe d intégrales ordinaires de 
ce système en involution, dont l'ordre est quelconque, on peut se donner arbitrairement 
certaines portions de leurs développements respectifs, c'est-à-dire certaines constantes, en 
nombre le plus souvent infini, et qui, dans le cas général, ne se grouperont pas d elles- 
mémes en un nombre fini de fonctions. J ajoute que M. TRESSE me semble avoir laissé 
dans l'ombre certains points importants, et n'avoir pas montré, par exemple, comment on 
peut, à l'aide d'un nombre limité d'opérations, s'assurer si les conditions d'intégrabilité 
d'un système donné se trouvent ou non satisfaites. 

* Extension du théorème de Cauchy aux systèmes les plus généraux d'équations aux 
dérivées partielles (Annales de l'Ecole normale, 1896). 
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et, dans un énoncé trop long pour être rapporté ici, ! il indiqua en 
détail les fonctions et constantes arbitraires dont se trouvait dépendre, 
après cette réduction, la solution générale. 

De tous les auteurs dont je viens d’énumérer les travaux, deux seule- 
ment, M. Derassus et moi, ont traité d'une manière générale la question 
de l'existence des intégrales, et encore convient il d'observer que la mé- 
thode de M. Derassus, la dernière en date, tombe en défaut dans le cas 
où le changement des variables est à éviter; si l’on a affaire, notamment, 
à un système complètement intégrable, ? dont on soit tenu, pour telle ou 
telle raison, de ne pas modifier la structure, il sera presque toujours im- 
possible de le considérer comme appartenant au type canonique, de forme 
trés-particulière, définie par ce géomètre, et d'appliquer les conclusions 
de l'énoncé auquel j'ai fait allusion plus haut. Bien que ma méthode 
me semblàt, en grande partie, échapper à ces inconvénients, je me suis 
efforcé, comme je l'ai dit, de l’améliorer au double point de vue du 
fond et de la forme. Par exemple, au lieu d'avoir recours, comme je 
l'avais fait jusqu'ici, à la réduction au premier ordre, pour fixer l'éco- 
nomie des conditions initiales qui déterminent entiérement une solution 
ordinaire de ma forme canonique, je substitue à ce procédé une méthode 
directe, dont l'emploi permet d'abréger, dans une mesure considérable, 
et les raisonnements de la théorie, et les calculs de la pratique. Je 
modifie également, pour aboutir à des conclusions plus larges, ma dé- 
monstration de la convergence des développements des intégrales. Enfin, 
la considération des cofes, qui peut, au premier abord, sembler bizarre 
et artificielle, mais à laquelle je suis redevable de tous mes résultats 
antérieurs, me fournit aujourd'hui le moyen, non seulement d'étendre ces 
résultats d'une maniére notable, gràce à une généralisation de ma forme 
canonique,? mais encore d'en formuler quelques autres sur des systèmes non 
canoniques, et en particulier de généraliser un théorème de M. Gounsar.* 


! Annales de l'Ecole Normale, 1896, p. 461 et 462. 


? C'est à dire remplissant la double condition: 1° de la passivité; 2° de la con- 
vergence des développements des intégrales. 
* Voir les Comptes Rendus de l Académie des Sciences, 27 décembre 1897. 
Voir les Comptes Rendus de l'Académie des Sciences, Ó décembre 1897 
et 17 janvier 1898. 
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L'exposition détaillée de ces théories constitue l'objet du présent 
Mémoire, 

La premiére partie est consacrée à la méthode nouvelle qui me sert 
à fixer, dans un système différentiel passif, l'économie des conditions 
initiales, c'est à dire des fonctions ou constantes, en nombre fini, dont la 
donnée détermine entiérement un groupe d'intégrales hypothétiques du 
système, * 

Dans la deuxième partie, je définis une forme de système différentiel 
que je nomme orthoïque, jétablis les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'elle soit passive, et je montre, par divers exemples,’ que les de- 
veloppements des intégrales hypothétiques n'y sont pas nécessairement 
convergents. 

Dans la troisième partie, j'étudie un cas remarquable et tres-etendu 
ou cette convergence ne peut manquer d'avoir lieu: c'est celui des systémes 
que je qualifie d’orthonomes. ? 

Dans la quatrième, je prouve qu'un système différentiel quelconque 
peut se ramener à la forme orthonome passive. 

Dans la cinquieme, j'établis diverses propositions relatives à des sy- 
stémes non orthonomes. 

infin, dans l'Appendice qui fait suite au Mémoire, je montre, d'abord, 
que toutes les formes complétement intégrables étudiées jusqu'à ce jour 
sont de simples cas particuliers de la forme orthonome passive, et ensuite, 
que les résultats exposés par M. Goursar dans les Comptes Rendus 
du 2 novembre 1897 se trouvent contenus dans ceux que jexpose a la 
fin de la cinquième partie. 





' Voir les Comptes Rendus de l Académie des Sciences, 31 mai 1898. 


* Voir les Comptes Rendus de l Académie des Sciences, 13 décembre 1897. 
* Je tiens à faire observer dès maintenant que le mot orthonome, tel qu'il se 
trouve défini dans le présent Mémoire, possède une signification plus large que dans mes 


travaux antérieurs. Consulter à ce sujet l Appendice qui fait suite au Mémoire. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


Problème préliminaire. 


i. En désignant par z,9,2,... des variables indépendantes en 
nombre quelconque, par 2,,5,,2,.... des valeurs particulières attribuées 
à ces variables, et par R,, R,, R,,... des constantes positives, nous 
dirons qu'une fonction de æ,y,2,... est développable dans le domaine 
(R,,R,,R.,...) des valeurs particulières %,,Y,, 4,,..+, Si, pour toutes 
valeurs de z,9,2,... satisfaisant aux relations mod (x — x,) < R,, 
mod (y — y,) < R,, mod (z — z,) « R,,..., elle est représentable par la 
Les 


somme d'une certaine série entière en z — 4,,9y —Yy, 2— & +> 
quantités R,, R,, R.,... se nomment les rayons du domaine. 

D'après cela, l'expression la plus générale d'une fonction de 2,5, 2,... 
développable dans quelque domaine des valeurs initiales 2, , y, 2, , ..., 
s’obtiendra par la considération d'une série entière en zy —7,,3—3,,2—2,,... 
dont tous les coefficients sont arbitraires, et soumis, dans leur ensemble, 
à la seule restriction de la convergence. Un. pareil développement, a 
coefficients tows indéterminés, constitue ce que nous appellerons une fonc- 
tion schématique de x,y,z,...3 si le nombre des variables indépendantes 
se réduit à zéro, la fonction schématique dégénére en une constante sché- 
matique. 

On dit qu'un monome 


A(x — a, (y — We — a)... 


entier par rapport aux différences x — 2,,9y —9,, 2 — 4,5 ..., est di- 
visible par un monome de méme espèce 


A'(a — xy (y — Ww (@ — A «++ 
si aucune des différences 


Gas Beg e 
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n'est négative. Il est clair que si un premier monome est divisible par 
un second, et celui-ci divisible par un troisième, le premier l’est forcé- 
ment par le troisième: car les relations évidentes 


aq — a" == (a — a) He a”) 
B—EB PRE); 
PT c NOU 


ne peuvent contenir dans leurs premiers membres quelque différence né- 
gative, que si elles en contiennent quelqu'une dans leurs seconds membres. 

Cela posé, considérons un ensemble limité E, formé avec des mo- 
nomes, de coefficient 1, entiers par rapport aux différences x — m, , 3j — 9, 
2— 2,....; Si, dans le développement de notre fonction schématique, on 
supprime tous les termes qui admettent pour diviseur quelqu'un des mo- 
nomes de cet ensemble, nous dirons que la portion restante du développe- 
ment est le résidu de la coupure E, pratiquée dans le développement 
total. On peut d'ailleurs, sans changer le résidu, négliger dans l'ensemble 
E les termes que nous nommerons superflus, c'est à dire ceux qui ad- 
mettent pour diviseur quelque autre terme du méme ensemble. 


2. Le résidu d'une coupure E, pratiquée dans le développement d'une 
fonction schématique de x ,y,2,..., peut élre mis sous la forme 


(2) li (x = a)" a y.) (e b 2)" Let TUE 


où a, , 0 désignent des entiers positifs ou nuls, 0, un groupe de 


variables indépendantes extrait du groupe total x ,y,2,..., et F,, une 


C 


n * n * nl 


fonction schématique des seules variables 0,; les termes élémentaires provenant du 


n? 


développement de l'expression (2) quand on y remplace les fonctions schématiques 


EN 
o 
I 


L4 


VN ox ota etaed 


par leurs développements respectifs, sont tous dissemblables en x — x,, y — Yo; 
Z—2,,.... 
|. Notre proposition est exacte, si dans l'ensemble E ne figure effec- 


tivement qu'une seule des différences © — 44,9 — Yo» 2 — Eur: 
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Car, après la suppression des termes superflus, l’ensemble Æ se compose 
d'un monome unique tel que (x—#x,)", et le résidu de la coupure est 
alors évidemment 


(à) Fiy,2,--)+@¢—2,)Fy,2,..-.)+@—2,)’F,(y,2,...)+--- 
+ (c— 2x) TE, 1(y,2,...), 


ro Le Sar 
variables y,2,...; on a ainsi une expression satisfaisant aux conditions 


., F,_, désignent a fonctions schématiques des seules 


de l’enonce. 


IL. Si notre proposition est exacte dans le cas où l'ensemble E contient 
effectivement moins de k + 1 différences, elle l'est encore dans le cas où il 
en contient k + 1. 


Le point à établir est évident si, aprés la suppression des termes 
superflus, le nombre des différences figurant effectivement dans l'ensemble 
donné tombe au dessous de k-+ 1. 

Si ce nombre reste égal à Æ<+ 1, supposons, pour fixer les idées, 
que æ— x, soit une des À + 1 différences dont il s'agit, désignons par a 
lexposant maximum dont elle se trouve affectée dans l'ensemble, et 
partageons ce dernier en plusieurs autres 


ES ESL, Be; Bs, 


suivant que, dans les divers termes de E, la différence x—x, figure 
avec l'un ou lautre des exposants 


O5: 155 5d. 4100 Oe 


En supposant, comme nous le faisons, que l'ensemble E ait été débarrassé 
de ses termes superflus, les monomes 


D— 0, (2 —%)", -.., (a — 2) 
sont absents des ensembles respectifs 
(5) Eee BE. 


sans quoi les termes de E^ admettraient pour diviseur quelque terme des 
Acta mathematica. 23. Imprimé le 11 septembre 1899, 28 
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ensembles (5); quant à l'ensemble £^, il peut, suivant les cas, contenir 
ou non le monome (z—-z,). Cela étant, nous désignerons par 


ete rc 

les ensembles respectivement déduits de (5) en remplaçant par zéro, dans 
chacun de leurs termes, l’exposant de x — x,, sans changer les exposants 
des autres différences; et, dans l'hypothése où E* ne contiendrait pas le 
monome (x—4,)', nous nommerons € l'ensemble déduit de E^ par la 
méme opération. En posant, pour raison de symétrie, e^ = E^, il est 
clair que dans la totalité des ensembles 


figurent au plus X différences. 

Enfin, décomposons par la pensée le résidu de la coupure E en 
divers tronçons, comprenant respectivement: le premier, les termes in- 
dépendants de æ—x,; le second, les termes du premier degré en  — 2,; 
etc.; l'avant-dernier, me termes de degré a—1 en r—2,; et le dernier, 
tous les termes restants, c'est-à-dire ceux qui sont d'un degré aw moins 
égal à x par rapport à cette différence. Le résidu de la coupure peut 
alors s'écrire 


(6) Ty, 2.)  (e—2) T.) ee 
+ (r—2xy T, _(y,2,..)+(x— 5) T(x,y,8,-..), 
et il s’agit de déterminer les formes respectives des expressions 
(2) Liga. JDE s) eoe METER SEU DH ote eee 
Considérons à cet effet les deux monomes 
(8) (x — 2) {y — 4) (z—& +++ 


(9) y—Y)(e— 2)... 


dont le second se déduit du premier en y remplaçant l'exposant a par 
zéro. Pour que le monome (8) n’admette comme diviseur aucun des 
termes de l'ensemble Z, il faut et il suffit: 
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si à — o, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de e°; 

si a= I, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de 
[e°, e']; 

si a — 2, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme de 
[69 ed e*]s 

eus 

si « — a — 1, que le monome (9) ne soit divisible par aucun terme 
dele Me er. Art]. 


Il suffira done, pour connaitre successivement 


Os ele (ge) es. ato e Jost (ago. Ai); 


de pratiquer, dans le développement d'une fonction schématique des seules 
variables y,2,..., les coupures respectives 


Eee le ducs, 


Reste à calculer T(r,y,2,.... Si l'ensemble #* contient le monome 
(c—a,)*, T(r,y,2,... est identiquement nul. Dans le cas contraire, 
on observera qu'en supposant a> a, la condition nécessaire et suffisante 
pour que le monome (8) ne soit divisible par aucun terme de Æ, est que 
le monome 

a) — X —Ay … 


ne soit divisible par aucun terme de 
(10) [igo er am er 162]; 


en conséquence, il suffira, pour connaitre T{x,y,2,...), de pratiquer la 
coupure (10) dans le développement d'une fonction schématique de foutes 
les variables ,9,2,.... 

Ainsi, le caleul des expressions (7) peut s'effectuer par des coupures 
opérées à l'aide d'ensembles où les différences z— z,, y — 9, , 2— Ay ++: 
figurent en nombre au plus égal à k. Un simple coup d'oeil jeté sur 
la formule (6) nous montre alors que notre théorème, supposé exact dans 
ce dernier cas, ne cesse pas de l'étre quand ces différences figurent en 
nombre k + 1 dans l'ensemble donné. 

IIl. Le simple rapprochement des alinéas I et IT suffit à. établir 
l'exactitude de notre énoncé général. 
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3. Supposons que le résidu d'une coupure E, pratiquée dans le dé- 
veloppement d'une fonction schématique de æ,y,z,..., ait été mis sous 
la forme (2), définie au numéro précédent; et désignons par c, le groupe 
de variables complémentaire du groupe 6,,.cest à dire tel, que l'en- 
semble des deux groupes #,, w, reproduise une fois et une seule chacune 
des variables indépendantes z,9,2,.... Si, considérant le développement 
(sans coupure) de notre fonction schématique, on en prend la dérivée 
d'ordres partiels à,, 5,, c, ;..., et qu'on attribue ensuite aux variables 


n? 


c, leurs valeurs initiales, on tombe sur un développement, @,, ne dé- 
pendant évidemment, comme F,, que des variables 6,. 
Cela étant, les deux développements F,., ®,, convergent dans les mêmes 


limites, et la connaissance de l’un équivaut à celle de l'autre. 
, q 


I. Si, sur un développement entier en $ — 4, ,9 —9 524—424, 5-5 
contenant comme facteur commun dans tous ses termes le monome 


(1 1) (oo URI) CAR run) 


on effectue la dérivation d'ordres partiels a, , 0, , c, ..., à suffit, pour 
remonter du développement ainsi obtenu au premier, d'effectuer sur lui a, 
quadratures relatives à x, b, relatives à y, c, relatives à z, etc., en ayant 
soin que le résultat de chaque quadrature s'annule pour la valeur initiale de 
la variable qu'elle intéresse. 


Cette remarque, que l'on vérifie sans peine pour un terme quel- 
conque du développement donné, s'applique par là même au développe- 
ment tout entier. 

II. Si un terme du développement schématique de notre fonction 
ne contient pas en facteur le monome (11), la dérivation d'ordres partiels 
4,5 dus €, ..., exécutée sur le terme dont il s'agit, donnera pour résultat 
zéro. Si un terme du méme développement contient en facteur le mo- 
nome (11), et si, abstraction faite de ce facteur, il dépend de quelqu'une 
des variables du groupe «c,, la dérivation d'ordres partiels à, , bre. 
puis l'attribution dans le résultat aux variables ©, de leurs valeurs 
initiales, donneront encore un résultat nul. Il suffit done, pour effectuer 
l'opération indiquée par l'énoncé, de considérer, dans le développement 
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schématique de notre fonction, l'ensemble des termes qui contiennent en 
facteur le monome (11), et qui, abstraction faite de ce facteur, dépendent 
des seules variables 9,. 


Or, les termes dont il s'agit sont précisément ceux que contient l'ex- 
pression 


(x zw mo)" (y —( ell oos Fs 


car, s'il en existait d'autres dans la portion (2) du développement, cette 
derniére contiendrait, contrairement à ce qui a lieu, plusieurs termes 
schématiques semblables; et, s'il en existait d'autres dans la portion 
restante, les deux portions contiendraient des termes schématiques respec- 
tivement semblables, ce qui est absurde. Il suffit donc, pour passer de 
F, a ©,, de multiplier F,, par le monome (11), et d'exécuter sur le 


b 


passer de 4, à F,,, on exécutera, sur ®,, a, quadratures relatives à x, 


n? n? 


résultat la dérivation d'ordres partiels a €,5.... Inversement, pour 
b, relatives à y, c, relatives à z, etc., en ayant soin que le résultat de 
chaque quadrature s'annule pour la valeur initiale de la variable qu'elle 
intéresse (I), puis on supprimera, dans le développement ainsi obtenu, le 
facteur commun (11). 

Dans le cas où le monome (11) ne contient effectivement aucune des 
variables 6@,, il est clair que les deux fonctions P, , $, ne different que 
par un facteur numérique, et que l'on a 


d cma ur GSO TA Otte bros Tevet CHK m. 20€ 


4. Supposons que, dans une question quelconque, on ait à considérer 
une fonction inconnue x des variables x ,y,2,..., et le développement 
de cette fonction à partir des valeurs particulières a, , y, ; 2, , ...; suppo- 
sons en outre que, parmi les données de la question, doive figurer le 
résidu d'une certaine coupure, pratiquée dans le développement dont il 
s'agit. Pour formuler une pareille donnée, on commencera par mettre 
ce résidu sous la forme (2), en y laissant provisoirement tous les coeffi- 
cients indéterminés; cela fait: 

Ou bien on se donnera les g fonctions (3) qui figurent dans l'ex- 
pression (2); 

Ou bien, faisant successivement n — 1,2,...,9, on se donnera la 
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tion aux variables w, de leurs valeurs initiales. 


fonction des variables @, à laquelle se réduit par l’attribu- 


Moyennant le recours éventuel à des quadratures, cette seconde 
donnée est, comme nous l'avons vu (3), entièrement équivalente a la 
première. 

Par exemple, si l'ensemble E se réduit au terme unique (x —x,), 
la donnée, dans une question quelconque, du résidu de la coupure E, 
pratiquée dans le développement de w, pourra se formuler: soit par celle 
des a fonctions 


eo ie os ina case T iem OO s ash 


qui figurent dans l'expression (4); soit par celle des « fonctions de y, z,... 
auxquelles se réduisent respectivement 


ou 92—lq 


QU, = 
9x? 


pour x —:,. 


5. Eclaireissons ce qui précède par d'autres exemples. 

I. Considérons une fonction schématique w des variables 2,9,2,.... 
et supposons que l'ensemble Æ, à l’aide duquel on veut pratiquer une 
coupure dans le développement de cette fonction, se compose du terme 
unique (r— x)" (y — 9), ou a et sont l'un et l'autre supérieurs à zéro. 
En adoptant les mémes notations qu'à l'alinea II du n? 2, on voit que 
les ensembles E?*, E',..., E^ n'existent pas, et que l’ensemble 2° se 
réduit à (r— cr,)'(y—w,); que, par suite, les ensembles e*,e',..., e^ 
n'existent pas, et que l'ensemble e* se réduit à (y—y,)’. Les expressions 


Toy 5:85:59) se sta Det EU ue ee) 


se réduisent done à de simples fonctions schématiques des seules variables 
Y,2,.... Quant à l'expression T{x,y,2,...), elle s'obtiendra en pratiquant 
la coupure (y— y,)? dans le développement d'une fonction schématique 
de toutes les variables æ,y,2,.... Il vient ainsi (2, I) pour l'expression (6): 
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(15) Æ(y,2,..)+(x—2x)F(y,8,..) +... +(c—a,) UE, (yz...) 
+ (c— x, )TH,(x,z2,..)+(y—7)A(x,z,...) +. 
T (y Sy ql a, 8,5 25215 


où F,, F,,..., F,_, désignent des fonctions schématiques de y, z,..., et 
H,, H,,..., H;_, des fonctions schématiques de zc, z,.... 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la 
portion du développement de w qui résulte de la coupure Æ, pourra se 
formuler: 

soit par celle des a + 8 fonctions 


T AU es) MC TU PON c ntt ses ( i var e 
IE (PRT ee El CANE ae 


qui figurent dans l'expression (15); 
soit par celle: 1° des « fonctions de y, z,... auxquelles se réduisent 


respectivement 


Qu 92—14, 
uU, ac Be, 243 


pour æ=#%,; 2° des f fonctions de z,2,... auxquelles se réduisent 
respectivement i 

atu tu Cater 
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pour y =Y,. 

Il est clair qu'en permutant, dans l'opération précédente, les rôles 
respectifs des variables x et y, on arrivera, pour la portion considérée 
du développement de #, à la forme 


(16  B,(z,2,...)) + (y —W)P,(v,2,...) bees + (Y—Y)P Pr, 2, +++) 
+ (y—3[Q 92.) + (C—%) AY, 2,2.) +... 
+ (x — 2,7 Q,a(y,2,-..)]. 


Dans une question quelconque, la donnée de cette portion de développe- 
ment pourra donc encore se formuler: 
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soit par celle des a + 8 fonctions 


Pire 5 o PG EE) RME pt E 


QO; (Ys B's 5) OA UE TEE) AE S NOE y oa E) 


qui figurent dans l'expression (16); 
soit par celle: 1° des f fonctions de x, z,... auxquelles se réduisent 
respectivement 
ou aly 
en 


our y=y,; 2° des a fonctions de y,z,... auxquelles se réduisent 
P y JQ? BIN 


respectivement 
du Atlu 98+a—1% 


9g! '"oyPom " ' D * e9g&ogei 
pour 7 = %,. 

II. Considérons une fonction schématique des trois variables x,y,z, 
et un ensemble E composé du terme unique (x — z,)(y —y,)(z —2,). En 
adoptant les mêmes notations qu'a l'alinea II du n° 2, on voit que a — 1, 
que l’ensemble Æ° n'existe pas, et que l'ensemble E^ ou E! se réduit à 
(c—a,)(y—y,)(¢—4,); que, par suite, l'ensemble e* ou e' se réduit a 
(y¥—y,)(¢— 2,.) Dans la formule 


(17) Toy, 2) + (z— 2) T(z , y, 2), 


l'expression T7,(y,z) se réduit donc à une fonction schématique des seules 
variables y, z, et l'expression T{x,y, 2) sobtiendra en pratiquant la coupure 
(y—wW)(2— 2, dans le développement d'une fonction schématique des 
trois variables z,y,2. On a ainsi, conformément à l'exemple I, 


T(x,y,2) = H(x, 2) + (y —w)P(x; y), 


et la formule (17) devient alors 
(18) PY, 2) + (©— 2) H(e,2) + (e — (y —9.) Pv, 9), 


ou P(y,z), H(v,z), P(v,w) désignent trois fonctions schématiques. 
Eu conséquence, la donnée, dans une question queleonque, de la 


portion du développement de w obtenue comme résidu de la coupure E, 
pourra se formuler: 
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soit par celle des trois fonctions F(y,z), H(r,2), P(r,y) qui 
figurent dans lexpression (18); 
soit par celle: 1° de la fonction de y et z à laquelle se réduit « 


: , ry +, OU 
pour z — z,; 2° de la fonction de x et z a laquelle se réduit 5, pour 
x 


: : pose de 
y =Y,; 3° de la fonction de x et y à laquelle se réduit iva pour z=4,. 


En permutant d'une facon quelconque, dans l'opération précédente, 
les rôles respectifs des trois variables x,y,z, on arrivera, pour la portion 
considérée du développement schématique, à une forme se déduisant de 
(18) par la permutation dont il sagit. Comme il existe six permutations 
de trois objets, on obtiendra en tout six formes, de chacune desquelles 
on déduira, comme ci-dessus, deux maniéres de formuler la donnée de 
cette portion de développement. 

III. Si l'ensemble E se compose uniquement de monomes du premier 
degré, par exemple de z—z, et y — y,, il est clair que le résidu de la 
coupure Æ est une fonction schématique de toutes les variables autres 
que z et y, et que la donnée, dans une question quelconque, de cette 
portion du développement de w se formulera par celle de la fonction a 
laquelle doit se réduire # pour z— x, — y — y, = o. 

IV. Considérons une fonction schématique des trois variables x,y, 2, 
et supposons que l'ensemble Æ se compose des deux termes 


(a — © )(U — Yo) , (x m). 


En adoptant les mêmes notations qu'a l'alinea II du n° 2, on voit que 
l'ensemble Æ° n'existe pas, et que l'ensemble E^ ou E' se compose des 
deux termes ci-dessus; que, par suite, l'ensemble e* ou e! se compose des 


deux termes 
(19) i5 , 4 — 2p* 


Dans la formule (17), l'expression T,(y,z) se réduit done à une fonction 
schématique des seules variables y et z, et l'expression T(z, y, z) s'obtient 
en pratiquant la coupure (19) dans le développement d'une fonction sché- 
matique de z,y,z; conformément à l'exemple précédent, T(x,y, z) est 
alors une fonction schématique de la variable x, et l'expression (17) 


prend la forme 
Acta mathematica. 23. Imprimé le 11 septembre 1899. 29 
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(20) F(y,2) +(x—x,) H(x) 


où Z(y,z), H(x) désignent deux fonctions schématiques. 

En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la 
portion du développement de w qui résulte de la coupure E, pourra se 
formuler: 

soit par celle des deux fonctions F(y,z), H(x) qui figurent dans 
l'expression (20); 

soit par celle: 1° de la fonction de y et z à laquelle se réduit w 


; \ on, Ch 
pour &—x,=0; 2° de la fonction de x à laquelle se réduit 5, pour 





Y—Y = 2— 4 =O. 
V. Considérons une fonction schématique des trois variables z , y, 2, 
et supposons que l'ensemble se compose des trois termes 


y — Hy ; Gene) ) (IS STE 


r 


L’entier « est ici égal à 1, l’ensemble Æ° se compose des deux termes 


(21) (y —Y)2— 2) > (y — Yo)" 


et l'ensemble E' du terme unique æ—x,; l'expression 7(x,y,z), qui 
figure dans la formule (17), est donc identiquement nulle, et l'expression 
T,(y,2) s'obtient en pratiquant la coupure (21) dans le développement 
d'une fonction schématique des seules variables y et z. En ordonnant 
l'ensemble (21) par rapport aux puissances croissantes de y—y,, et 
appliquant la méthode exposée au n? 2, on voit immédiatement: 1? que 
l'expression 7,(y,2) est de la forme 


S, (2) + (y — 34), (2) + (y — X) S,(2) + (y— 9) SY; 2); 


59 


2° que S(y,z) est identiquement nul; 3? que S,(z) est une fonction sché- 
matique de 2; 4° que S,(z) et S,(z) sobtiennent en pratiquant la coupure 
z— z, dans le développement d'une fonction schématique de 2, et se 
réduisent par conséquent à des constantes schématiques. 

En définitive, on obtient, pour la portion du développement sché- 


matique résultant de la coupure E, l'expression 


(22) F(z) + Ay—y,) + B(y —9)^ 
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où A,B désignent deux constantes schematiques, et 7(2) une fonction 
schématique. 

Cela étant, la donnée, dans une question quelconque, de la portion 
du développement de « provenant de la coupure dont il s'agit, pourra 
se formuler: 

soit par celle des deux constantes 4, B et de la fonction F(z), qui 
figurent dans l'expression (22); 

soit par celle: 1° de la fonction de z à laquelle se réduit w pour 
T—%, — y —), — 0; 2° des valeurs numériques que prennent respective- 
ment a et gie pour — u, =Yy—Y, =2—- 3, —90. 

oy oy* y ? 0 

VI. Considérons une fonction schématique des trois variables 2, y, z, 
et supposons que l'ensemble E se compose des quatre termes 


(x—a,)"(@—4)* , @—%)*(y—%) » Y—%)E—%) + WM)”. 


En ordonnant l’ensemble Æ par rapport aux puissances croissantes de 
P 
y—Y,, on obtient les trois ensembles 


(z—2)*(4—2)* 5 [($— 4) (y —9); (Y —3)(—4)]5 Y¥—Y)’. 


La portion du développement schématique provenant de la coupure E 
est donc de la forme 


T, (a; 2) af (y—y,) T,(@, 2) + (y —3,) T(z,y; 2) 


et lon voit, par l'application de notre méthode: 1° que 7(x,y,z) est 
identiquement nul; 2° que 7,(x,2) s'obtient en pratiquant la coupure 
(2 — x,)’(<— z,)' dans le développement d'une fonction schématique des 
seules variables x et z; 3° que 7,(r,z) s'obtient en pratiquant la coupure 


(r—2,)'(e—2,)^, (x—2)* , 2—2,, 
ou, ce qui revient au méme, la coupure 
(r—2,)! , 2— 2, 


dans le développement d'une fonction schématique des seules variables 
x et z. 
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En calculant, d’après cela, les expressions T,(x, 2), Ti(x,z), on 
trouvera: 1° qu’elles ont respectivement les formes 


T,(a, 2) = S,(2) + (@—4,)S,(2) + (x —%)’S(a, 2), 
Tic, 2) = U,(x) + (e — 4) U(x, 2); 


2° que U(x,z) est identiquement nul, que S(z,7) s'obtient en pratiquant 
la coupure (2—:,)* dans le développement d'une fonction schématique de 
x et z, que S,(z) et S,(z) sont des fonctions schématiques de z, et que 
U,(z) s'obtient en pratiquant la coupure (z —2,)* dans le développement 
d'une fonction schématique de x. Il vient ainsi: 


(23) T,(v , 2) Ex F, (2) + (x — &,) F.(2) al (x —%)" [2 (x) 25 (z — 4,) H,(«)], 
T,(x, 2) = A + B(z — 2,), 
où A, B désignent des constantes schématiques, et F(z), F,(z) . H,(«), 
H,(x) des fonctions schématiques; on en déduit, pour la portion de dé- 
veloppement cherchée, 
(24) F(z) Jd (x oe ay) F, (2) 3s (du 2)" H,(®) at (c — %)*(2 — 4) H, (a) 
= A(y — v) zt: B(x — 2,)(y — Yo). 
En conséquence, la donnée, dans une question quelconque, de la portion 
du développement de w provenant de la coupure Æ, pourra se formuler: 
soit par celle des deux constantes A,B et des quatre fonctions 


F(z), F,(z), H,(x), H,(x), qui figurent dans l'expression (24); 
soit par celle: 1° des deux fonctions de z auxquelles se réduisent 


5 ou : 
respectivement w et 5, pure, —9 — Yo = 0; 2? des deux fonctions de 
& 








e : ou ou 
z auxquelles se réduisent respectivement ag Ct 5,555 POUT Y —Yo—2— 4-05 
: 2d : ou 9*u 
3° des deux valeurs numériques que prennent respectivement sp et BEY 


pour u, — 9 —9, — £— a, — O. 
Le calcul de l'expression 7,(@,2) s'effectue, comme nous venons de 
1 ati = = 2 2 ee 
le voir, en pratiquant la coupure (r— z,)'(z— 2,)" dans le développe- 
ment d'une fonction schématique de x et z, et l'on tombe ainsi sur l'ex- 
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pression (23). Or, il est clair qu'en permutant, dans cette opération, les 
rôles respectifs des variables x et z, on obtiendra 


T,®; 2) = P,(«) an (z — 4) P,(@) st (e 4) TO (2) yl (x — 2.) Q,(2)]- 


La portion de développement schématique provenant de la coupure E 
peut donc aussi se mettre sous la forme 


(25) P,(x) + (—2)P,(x) + (z— 2)" Q, (2) xir (aa rcm) Q, (2) 
+ A(y —35) + Ba—x,\(y—y), 


ou A, B désignent deux constantes schématiques et P,(x), P,(v) , Q,(z), 
Q,(z) quatre fonctions schematiques; et, en conséquence, la donnée, dans 
une question quelconque, de la portion du développement de w provenant 
de la coupure dont il s'agit, pourra encore se formuler: 

soit par celle des deux constantes A, B et des quatre fonctions 
P(x). P,(x), Q,(2) , Q,(z), qui figurent dans l'expression (25); 

soit par celle: 1° des deux fonctions de x auxquelles se réduisent 


: Qu - : 
respectivement % et ren O; 2° des deux fonctions de 


2 8 


n 
— et 
92° 92° 0a 


z auxquelles se reduisent respectivement 








pour T—%, =y—Y, —0; 


u 
929 y 





3 AU : ou 
3° des deux valeurs numériques que prennent respectivement 37 et 
POUR a iu QS 
, 


Ce 
des variables z,5,2,.... Considérant un ensemble limité formé avec 


Soient w,v,... diverses fonctions schématiques (en nombre limité) 


des dérivées de #,%,..., convenons de dire qu'une dérivée quelconque 
de l'une des fonctions u, v,... est principale relativement à cet ensemble, 
si elle coincide avec quelqu'un des termes de l'ensemble ou quelqu'une 
de leurs dérivées; convenons de dire, dans le cas contraire, qu'elle est 
paramétrique par rapport à l'ensemble. 

Cela posé, si, dans les développements respectifs de w , v, ..., on 
considére exclusivement les termes qui, aux facteurs numériques connus 
près, ont pour coefficients les valeurs initiales de ces fonctions et de leurs 
dérivées paramétriques de tous ordres, il est facile de voir que ces portions 
de développements peuvent s'obtenir à l'aide de coupures. Par exemple, 
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si les dérivées de w figurant dans l'ensemble donné ont pour ordres 


partiels respectifs, relativement à 2,9 ,2,..., 


CS E EL EA 


il suffira, pour obtenir la portion considérée du développement de u, de 
pratiquer dans son développement total la coupure 


(r—2,)* y—=%,)" (2—24,)’ gar tis 
GH) (y NE o ee 
(a—a,)* (y —3 (2 — 2%) ..., 


au je sei Catt ee OCTO, (O4 QUi3- OMC €3) 3 *3 


On résout ainsi, de la maniére la plus simple, un probléme qui se 
présente sans cesse dans l'étude des systèmes différentiels. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


Systèmes orthoïques; conditions de passivité; divergence 
éventuelle des développements des intégrales hypothétiques. 


6. Soient 
UNSER, 


LISTES, 


des notations (en nombre limité) désignant, les premières diverses variables 
indépendantes, les autres diverses fonctions de ces variables. A chacune 
des quantités 


faisons correspondre p entiers, positifs, nuls ou négatifs, que nous nomme- 
rons respectivement cote première, cote seconde, ..., cote p""* de cette quantité, 
les entiers dont il s'agit étant assujettis à la seule restriction, que la cote 
première de toute variable indépendante soit positive et au moins égale à 1. 
Considérons ensuite une dérivée quelconque de l'une des fonctions w,v,..., 


ième 


et nommons cofe q q=1,2,...,p) de la dérivée en question l'entier 
q 2 3 ? 

obtenu en ajoutant à la cote g""* de la fonction les cotes g°"® de toutes 

les variables de differentiation, distinctes ou non.  Désignons enfin par 


, 


0,6’ deux quantités appartenant à l'ensemble que forment les fonctions 
v 


u,v,... et leurs dérivées de tous ordres, par 


€15 Coy +++ Cp 
a! , 
Cj Cage's ey Oy 
les cotes respectives de ces deux quantités, et convenons de dire que 0’ 
est normale ou anormale par rapport à 4, suivant que les différences 


(26) €, — 6; » 04 — 0$ 5 des 3 Cp — 6; 


satisfont ou non à la double condition: 1° que ces différences ne soient 
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pas toutes nulles; 2° que la première d’entre elles non égale à zéro soit 
positive. 
Cela étant: 


1° Suivant que la quantité d' est normale ‘ou anormale vis à vis de la 
Qatbt...g' 


quantité à, la dérivée SRE possède l'une ou l'autre propriété vis à vis 
i e^9y'... 
qu Qgatbrt..g 
de la dérivée — ———* 
O2 9y° ... 


Car, en désignant par 
I» Jay +» Ip 


ah 


roles she me 


les cotes respectives de v,y,..., les différences (26) sont respectivement 


égales aux différences 
(e, + ag, + bh, +...) — (ei + ax + bh, + ...), 
(Co + 49, + bh, +...) —( + 49, + bh, +...) 


. H . . . . . . E . . . . . . . . 


(Cp + ag, + bh, +...) — (e + ag, + Oh, + :..). 


2° Si la quantité 0” est normale vis à vis de la quantité 6’, et celle-ci 
Mn 


normale vis à vis de la quantité 0, la première, à", jouit de la méme pro- 
priélé vis à vis de la dernière, 8. 


Si lon désigne en effet par ci’, c’,..., c// les cotes de à", et si l'on 
S P 1:625 3 Cp , 


considére les différences 


{7 , , 
€, — 61.5164 a Gide Cp Coe 
, 11 , "| , ’ 
Ci — €, , Ca — og, 5 — Cp 5 
z " 1 ” 
Cite Cy. 9 Cai Cay coller Cals 


rangées, comme nous venons de les écrire, en un tableau rectangulaire, 
il résulte de nos hypothèses que, dans chacune des deux premières lignes 
horizontales du tableau, les différences ne sont pas toutes nulles, et que 
la première non égale à zéro y est positive; comme d'ailleurs le dernier 
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terme de chaque colonne verticale est égal à la somme des deux termes 
placés au dessus de lui, la dernière ligne horizontale jouit évidemment 
de la même propriété que les deux premieres. 


7. Les quantités x,y,...,u,v,... étant affectées chacune de p cotes, 
conformément aux indications du n° 6, tout ensemble illimité formé avec des 
dérivées de u,v,... se partage, suivant une loi déterminée, en ensembles li- 
mites successifs satisfaisant à la condition suivante: 

Si l'on considère deux dérivées appartenant à l'ensemble illimité donné, 
l'une d'elles est normale ou anormale relativement à l'autre, suivant que l’en- 
semble partiel où elle fiqure précède ou non celui de cette autre. 


Observons tout d'abord qu’en désignant par c la cote premiere mi- 
nima des diverses fonctions #,v,..., toute dérivée d'ordre » de ces der- 
niéres aura une cote premiere au moins égale à m+ e, puisque la cote 
première de toute variable indépendante est au moins égale à 1. Il 
résulte de là: 1° que la cote première d'une dérivée d'ordre quelconque 
ne tombe jamais au dessous de 1 + 9; 2° qu'en désignant par c un entier 
déterminé quelconque, au moins égal à 1 + e, le nombre des dérivées 
possédant une cote première égale à c est essentiellement limité. 

Cela posé, on partagera d’abord les dérivées de l’ensemble illimité 
en ensembles successifs d’après leurs cotes premières croissantes; chaque 
ensemble ainsi obtenu sera, toutes les fois qu'il y aura lieu, partagé en 
ensembles partiels successifs d’après les cotes secondes croissantes des dé- 
rivées qui le composent; puis, chacun des ensembles résultants en en- 
sembles partiels successifs d’après les cotes troisièmes croissantes de ses 
termes; et ainsi jusqu'a épuisement des p cotes. L'ensemble illimité se 
trouvera finalement partagé en ensembles limités se succédant suivant 
une certaine loi, et l’on voit immédiatement que, par rapport à une 
dérivée quelconque figurant dans l’ensemble partiel de rang N, les dé- 
rivées figurant dans les ensembles partiels de rangs 1,2,..., N— 1 sont 
toutes normales, tandis que les dérivées figurant dans les ensembles partiels 
de rangs N, N+1,... sont toutes anormales. 


8. Supposons actuellement que l'on se donne un ensemble limité formé 
avec des dérivées de w,v,...; puis, considérant, parmi les dérivées de w,v,..., 
celles qui sont principales relativement à cet ensemble (5’), partageons-les, 
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conformément aux indications du n° 7, en ensembles limités successifs, et 
convenons de dire qu'une dérivée principale est de classe 1,2,3,..., 
suivant qu'elle appartient au premier, au second, au troisième, ... des 
ensembles successifs dont il s'agit. 

Cela posé, et en vertu du théorème précédent (7), foute dérivée prin- 
cipale est normale ou anormale relativement à une autre, suivant qu'elle est 
ow non de classe inférieure à cette autre. 

On observera que toute dérivée de quelque dérivée principale est de 
classe supérieure à cette dernière: car, la cote première de toute variable 
indépendante étant au moins égale à 1, toute différentiation exécutée sur 
quelqu'une des fonctions w,v,... ou de leurs dérivées a pour effet 
d'augmenter la cote premiere. 


9. Considérons maintenant un système différentiel où se trouvent 
engagées les fonctions inconnues #,v,... des variables indépendantes x, 
Y,..., et, conformément aux indications du n° 6, attribuons p cotes à 
chacune de ces diverses quantités. Le système différentiel proposé sera 
dit orthoique, si, moyennant un choix convenable du nombre p et des cotes 
attribuées à @,y,...,%,v,..., il remplit à la fois les deux conditions 
suivantes : 

1° Le système en question se trouve résolu par rapport à certaines 
dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun 
des seconds membres, et ces derniers, si l'on y considère pour un instant 
£$,95,...,4,V,..., et les diverses dérivées de w,v,... qui y figurent, 
comme autant de variables indépendantes distinctes, sont tous développables 
dans un méme domaine. 

2^ Chaque second membre ne contient, outre les variables indépen- 
dantes, que des quantités (inconnues ou dérivées) qui soient normales par 
rapport au premier membre correspondant. 


10. Etant donné un systéme orthoique, nous dirons que les fonctions 
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constituent pour lui un groupe d'infégrales ordinaires, si elles remplissent 
à la fois les deux conditions suivantes: 1° les fonctions U(x, y, ...), 
V(r,y,...),... sont développables dans quelque domaine, et les valeurs 
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qu'elles y acquièrent, prises conjointement avec celles de leurs dérivées 
et des variables indépendantes, restent toujours intérieures à un domaine 
où les divers seconds membres soient à la fois développables; 2° la sub- 
stitution de U(z,y,...), V(z,y,...),... à w,v,..., opérée entre les 
mémes limites, transforme en identités les diverses équations du systéme. 

La substitution d'intégrales ordinaires connues dans les équations du 
système en transforme tous les seconds membres en des fonctions com- 
posées des variables, des intégrales et de certaines de leurs dérivées. 
D'aprés la définition méme des intégrales ordinaires, et entre les limites 
assignées par cette définition, les règles établies pour les fonctions com- 
posées sont applicables aux seconds membres dont il s'agit; d'ailleurs, les 
deux membres de chaque équation étant identiquement égaux aprés cette 
substitution, leurs dérivées semblables le sont aussi, et lon peut, en con- 
séquence, différentier indéfiniment les relations du système. Les relations 
ainsi obtenues peuvent ensuite étre combinées de mille maniéres entre 
elles et avec les proposées, puis les résultats de ces combinaisons étre 
différentiés à leur tour, et fournir les éléments de nouvelles combinaisons, 
qui seront elles-mêmes différentiées; et ainsi de suite indéfiniment. On 
peut, en un mot, déduire du système donné une foule de relations dont 
chacune est identiquement satisfaite par la substitution à w,v,... d'un 
groupe quelconque d'intégrales ordinaires. 

Parmi les relations auxquelles peuvent conduire des calculs de cette 
nature, nous distinguerons spécialement celles qui, ayant pour premier 
membre une dérivée de quelque fonction inconnue, ne contiennent dans 
leur second membre aucune quantité anormale relativement au premier; 
et nous dirons, pour abréger, qu'une semblable relation est normale, 
comme aussi l'expression fournie par elle pour la dérivée qui figure dans 
son premier membre. 

Cette définition des relations et des expressions normales est d'ailleurs 
applicable dans tout système différentiel où chacune des variables et des 
inconnues a été affectée de cotes, conformément aux indications du n? 6. 


11. Si sur une relation normale on exécute des différentiations quel- 
conques, en remplaçant, avant ou après quelques-unes de ces différentiations, telles 
ou telles des dérivées qui figurent dans le second membre par des expressions 
normales des dérivées en question, on tombe encore sur une relation normale. 


236 Ch. Riquier. 

I Si sur une relation normale on exécute des différentiations quel- 
conques, on tombe sur une relation de même nature. 

Soit en effet 


(27) OI up, gn instan e) 


une relation normale, dans laquelle ö’,... désignent, conformément a nos 
définitions, des quantités toutes normales par rapport à 9. La relation 


déduite de (27) par une différentiation relative à x a pour premier membre 


90 : 2 3 7 
et son second membre ne contient, outre les variables indépendantes, 


9x? 
que les quantités 9',... et leurs dérivées premières par rapport à x. Or, 
bath ; Re Drouot) 
les quantités 0’,... étant normales vis à vis de 9, les quantités ap 
x 


b 
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jouissent de la méme propriété vis à vis de 3 (6); d'un autre cóté, si 
^ x 


, 


lon désigne par €, €1,...,9, les cotes premières respectives de 9, 0’,..., v, 
cette méme hypothèse entraine les relations 


Ci EZ Os 
d'ou l’on déduit, à cause de g, > 0, 


G+n)—a>o,..., 


aa 


et dés lors les quantités d’,... sont toutes normales vis à vis de == 


Ainsi, la condition formulée dans la definition d'une relation normale 
ne cesse pas d’être satisfaite apres une première differentiation exécutée 
sur la relation donnée. En vertu du même raisonnement, appliqué à la 
relation résultante, elle ne cesse pas de l'être aprés une deuxième, et 
ainsi de suite, quel que soit le nombre des différentiations. 


II. Si dans le second membre d'une relation normale on remplace telles 
ou telles dérivées par certaines de leurs expressions normales, on tombe encore 
sur une relation normale. 


Désignons par © le premier membre de la relation donnée, et par 
0’ l'une des dérivées figurant au second membre; puis, considérant une 
expression normale de 6’, nommons d” lune des inconnues ou dérivées 
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qui y figurent. La quantité 9” étant normale vis à vis de d', et 0’ 

normale vis à vis de 9, la quantité 9" jouit de la même propriété vis 

à vis de 9 (6): en conséquence, les substitutions opérées dans le second 

membre de la relation. donnée ne peuvent altérer la nature normale de 
cette derniere. 

II. Le simple rapprochement des alinéas I et II prouve dans toute 


sa généralité l'exactitude de notre énoncé. 


12. Relativement à un systéme différentiel ayant pour premiers 
membres certaines dérivées des fonctions inconnues, nous distinguerons 
les dérivées de tous ordres de ces inconnues en principales et paramétriques, 
suivant qu'elles seront principales ou paramétriques par rapport à l'en- 
semble que forment les premiers membres (5). Nous nommerons en 
outre relations primitives toutes celles qui font partie du systéme ou qui 
s'en déduisent par de simples différentiations. D’après cela toute dérivée 
principale figure au moins une fois (souvent méme plusieurs) dans les 
premiers membres des relations primitives, tandis que les dérivées para- 
métriques n'y figurent jamais: les expressions fournies par les relations 
primitives pour les dérivées principales seront, elles aussi, qualifiées de 
primitives. 

Enfin, si nous considérons un groupe d'intégrales du systéme, et que 
nous supposions ces fonctions développables dans quelque domaine des 
valeurs initiales x, y,,..., choisies pour #,y,..., nous nommerons, 
pour abréger, determination initiale de l'une d'entre elles, la portion de son 
développement formée par l'ensemble des termes qui, aux facteurs numé- 
riques connus prés, ont pour coefficients les valeurs initiales de la fonction 
et de ses dérivées paramétriques de tous ordres: conformément aux ex- 
plieations du n° s', cette portion provient donc d'une certaine coupure, 
pratiquée dans le développement total de la fonction. 


13. Etant donné un systéme orthoique, chacune des relations qui le 
composent est, par hypothèse, normale, et, en vertu du n° 11, toute autre 
relation primitive jouit de la méme propriété. 

De cette remarque découle immédiatement la proposition suivante: 

Quand un système orthoique possède quelque groupe d'intégrales ordinaires, 
les développements de ces intégrales par la formule de Taylor à partir des 
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valeurs particulières æ,,y,,... peuvent être reconstruits, dés que l'on connait 
seulement leurs valeurs initiales et celles de leurs dérivées paramétriques de 
tous ordres. [On suppose, bien entendu, que les valeurs z, , y, , ... n’excedent 
pas les limites indiquées par la définition méme des intégrales ordinaires 
(19) 

Effectivement, si l'on donne aux variables x,%,... leurs valeurs 
initiales z, , y, ,..., les intégrales dont il s'agit et leurs dérivées de tous 
ordres prennent, elles aussi, leurs valeurs initiales, et, comme celles des 
intéerales et de leurs dérivées paramétriques sont supposées connues, 
chaque relation primitive ne contient plus dans son second membre 
d'autres quantités inconnues que les valeurs initiales des dérivées princi- 
pales de classes inférieures à son premier membre. Cela étant, et les 
relations primitives étant partagées en groupes successifs d'apres les classes 
erolssantes de leurs premiers membres, les relations du premier groupe 
fourniront tout d'abord les valeurs initiales des dérivées principales de 
premiére classe; ces derniéres une fois connues, les relations primitives 
du deuxième groupe feront connaitre les valeurs initiales des dérivées 
principales de deuxiéme classe; et ainsi de suite indéfiniment. 

On connaitra donc ainsi les valeurs initiales des intégrales, et de 
leurs dérivées, paramétriques et principales, de tous ordres; or, ces va- 
leurs initiales ne sont autres, aux facteurs numériques connus prés, que 
les coefficients des développements cherchés. 

En vertu d'une définition donnée au n° r2, le théoréme ci-dessus 
peut encore s'exprimer comme il suit: 


Quand un système orthoïque possède quelque groupe d'intégrales ordi- 
naires, leurs développements par la formule de Taylor peuvent étre reconstruits, 
dés que l'on connait seulement leurs déterminations initiales. 


Nous savons d'ailleurs (12), (4) que la connaissance de ces détermina- 
tions initiales revient à celle de certaines fonctions ou constantes, en 
nombre essentiellement fini. 


14. Inversement, cherchons si, dans un système orthoique, il existe 
quelque groupe d'intégrales ordinaires répondant à des conditions initiales 
données. (On suppose, bien entendu, que les valeurs initiales des variables, 
prises conjointement avec celles des intégrales hypothétiques et des dé- 
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rivées paramétriques figurant dans les seconds membres du systéme donné, 
sont intérieures à un domaine ou ces derniers soient développables.) 


L Pour que de pareilles intégrales existent, il est tout d'abord né- 
cessaire que les relations primitives s'accordent à fournir, pour chacune de 
leurs dérivées principales, une seule et même valeur initiale. 


Cette concordance a lieu d’elle-même pour les dérivées principales 
de première classe. Une pareille dérivée ne peut être en effet la dérivée 
d'aucun premier membre du système, car elle serait alors de classe su- 
périeure à ce premier membre (8), par suite de classe supérieure à la 
classe minima, qui est 1: il en résulte que les expressions primitives des 
dérivées dont il s'agit sont toutes fournies par des équations du système 
donné, et, comme celui-ci a ses premiers membres tous distinets, chaque 
dérivée principale de première classe ne posséde qu'une seule expression 
primitive. Mais, si l'on considère les dérivées principales des classes 
suivantes, elles pewvent, et c'est ce qui a lieu fréquemment, en posséder 
plusieurs distinctes. 

Cela étant, supposons qu'il existe un groupe d'intégrales ordinaires 
répondant aux conditions initiales données, partageons les relations pri- 
mitives en groupes successifs d'aprés les classes croissantes de leurs pre- 
miers membres, et pour effectuer, conformément aux indications du nu- 
méro 13, le calcul des valeurs initiales des dérivées principales, rempla- 
cons dans les seconds membres les variables, les intégrales et les dérivées 
paramétriques par leurs valeurs initiales connues. Cela fait, et les va- 
leurs initiales des dérivées principales de premiére classe ayant été cal- 
culées sans incompatibilité à l'aide des relations primitives du premier 
groupe, il faudra qu'en portant les valeurs trouvées dans les seconds 
membres des relations primitives du deuxiéme groupe, celles d'entre ces 
derniéres qui ont pour premier membre une méme dérivée principale de 
deuxième classe, s'accordent à fournir pour elle une méme valeur initiale: 
car, sil y en avait seulement deux dont les seconds membres fussent 
numériquement différents, leur soustraction membre à membre conduirait 
à une absurdité. Ces concordances étant supposées avoir lieu, il faudra 
ensuite qu'en portant toutes les valeurs déjà calculées dans les seconds 
membres des relations primitives du troisieme groupe, celles d'entre ces 
derniéres qui ont pour premier membre une méme dérivée principale de 
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troisième classe, s'accordent à fournir pour elle une méme valeur initiale. 


Et ainsi de suite indéfiniment. 


II. La concordance numérique des relations primitives étant supposée 
avoir lieu, la convergence des développements des intégrales hypothétiques 
correspondant aux données initiales choisies est encore une condition néces- 
saire à l'existence effective de ces intégrales. 


Il suffit, pour s'en convaincre, de se reporter à la définition méme 
des intégrales ordinaires (10). 


II. Si, pour un choix déterminé des conditions initiales, les relations 
primitives s'accordent numériquement, et qu'en outre les développements des 
intégrales hypothetiques soient convergents, leurs sommes constituent des inté- 
grales ordinaires du système orthoique donné. 


Soient en effet: 

æ,Yy,... les variables indépendantes; 
2,59, 5... leurs valeurs initiales; 
u,v,... les fonctions inconnues; 


U, V,... les sommes des développements, supposés convergents, des 
intégrales hypothétiques. 

Considérons un domaine D des valeurs initiales x, , y, , ..., dont les 
rayons soient suffisamment petits pour que les fonctions de x ,y,... en 
lesquelles se transforment, par la substitution de U, V,... à w,v,..., 
les deux membres des diverses équations données, soient toutes dévelop- 
pables dans le domaine dont il sagit. En vertu méme du calcul qui a 
fourni les coefficients des développements U, V,..., les valeurs initiales 
des variables indépendantes, prises conjointement avec celles des développe- 
ments eux mémes et de leurs dérivées de tous ordres, vérifient les re- 
lations primitives. Donc, les fonctions de z,y,... qui, aprés la substi- 
tution, figurent dans les deux membres d'une équation différentielle quel- 
conque, sont égales, ainsi que leurs dérivées semblables de tous ordres, 
pour 2— 2, =y—y, —...— 0, et par suite sont identiquement égales 
entre elles dans toute l'étendue du domaine #9. 
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IV. Il ne peut y avoir enfin plus d'un groupe d'intégrales ordinaires 
répondant à des conditions initiales données. 


Car chaque relation primitive, étant du premier degré par rapport 
à la dérivée principale qui figure dans son premier membre, ne fournit 
pour cette derniére qu'une seule valeur initiale. 


15. Nous dirons qu'un système orthoique est complètement intégrable, 
sil admet un groupe (nécessairement unique) d'intégrales ordinaires ré- 
pondant à des données initiales arbitrairement choisies; passif, si la con- 
cordance numérique des relations primitives (14, I) a lieu pour toutes 
les données initiales possibles. 

En vertu de ces définitions et des remarques faites au numéro pré- 
cédent, les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un systéme orthoique 
soit complétement intégrable, sont: 1° que le systéme en question soit 
passif; 2° que les développements, construits @ priori, d'intégrales hypo- 
thétiques répondant à des données initiales quelconques, soient toujours 
convergents. 

Nous nous occuperons tout d'abord de la passivité. 


16. Un mécanisme tres-simple, appliqué aux relations primitives 
d'un système orfKoiqud, permet, comme nous allons le voir, d'en déduire, 
pour les dérivecs principales des classes successives, certaines expressions 
dépendant exclusivement des variables, des fonctions inconnues et de leurs 
dérivées paramétriques. 

Les relations primitives étant partagées en groupes successifs d'apres 
les classes croissantes 1,2,3,... de leurs premiers membres, désignons 
par J, ou par M, indifféremment le premier de ces groupes, par p,, JJ,, ... 
les groupes suivants, et souvenons-nous que le groupe l, (ou 3f,) a ses 
premiers membres nécessairement tous distincts, tandis que le contraire 
peut avoir lieu pour chacun des suivants JJ, , 3, , ... (14, I). Remplacons 
maintenant dans les relations P, chacune des dérivées principales de pre- 
miére classe par son expression (unique) tirée de 3f, : comme une semblable 
expression dépend exclusivement des variables, des fonctions inconnues et 
de leurs dérivées paramétriques, le groupe des relations résultantes, A, 
fournira, pour les dérivées principales de seconde classe, des expressions 
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jouissant de la méme propriété. Considérons ensuite les relations P,, et 
éliminons-en de toutes les manières possibles, à l’aide de if, , 3M,, les dé- 
rivées principales des deux premieres classes; autrement dit, extrayons 
du groupe [3f,,3(,] un groupe partiel fournissant une expression et une 
seule pour chacune des dérivées principales des deux premiéres classes, 
éliminons ces dernicres entre Jj, et les relations ainsi obtenues, et répétons 
l'opération en remplaçant successivement le groupe partiel considéré par 
tous les groupes analogues semblablement extraits de [3(,, 3,]. Il est 
clair que le groupe des relations résultantes, 3f,, fournira, pour les dé- 
rivées principales de troisiéme classe, des expressions ne dépendant, comme 
les seconds membres de i, et if,, que des variables, des fonctions in- 
connues et de leurs dérivées paramétriques. L'élimination des dérivées 
principales des trois premières classes, effectuée dans JJ, de toutes les 
manières possibles à l'aide de [M,,M,, 3,], conduira de méme à un 
groupe 3f, fournissant, pour les dérivées principales de quatrième classe, 
des expressions exclusivement composées avec les quantités dont il s'agit. 
Et ainsi de suite indéfiniment. 
Nous nommerons w/fimes les relations 


535, ys: - 


obtenues à l’aide du mécanisme que nous venons de décrire, et aussi les 


Que 
P 


expressions qu'elles fournissent pour les dérivées principales des classes 
152.3335 tie 

D'aprés ce qui précéde, et en considérant comme autant de variables 
indépendantes distinctes æ,y,..., u,v,... et les dérivées de tous ordres 
de w,v,..., les relations primitives entrainent comme conséquences né- 
cessaires les relations ultimes. Réciproquement d'ailleurs, il est facile de voir 
que ces dernières entrainent les premières. 

Enfin, notre proposition du n° 11, d'où nous avons déjà déduit la 
nature normale des relations primitives, entraine aussi de proche en proche 
celle des relations ultimes appartenant aux groupes successifs 3f, , 3f, , 3f. , .... 


17. Si lon considère deux dérivées (distinctes) d'une fonction quel- 
conque F(x,y,...), et que lon adjoigne mentalement à chacune d'elles 
la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun aux deux 
ensembles illimités ainsi obtenus se nomimera une résultante des deux dé- 
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rivées en question. Pour passer de la fonction F à lune ou à l'autre 
de ces dernières, il faut exécuter sur elle certaines différentiations, dont 
quelques-unes peuvent être les mêmes de part et d'autre: en désignant 
par le symbole D. l'ensemble de ces differentiations communes, et par 
les symboles D'., D". l'ensemble des différentiations restantes pour la 
premiere et la seconde dérivée respectivement, les deux dérivées consi- 
dérées peuvent évidemment s'écrire 


T) SE EI, "D Dr Br 


et lon voit sans peine: 1° qu'elles admettent D. D'. D". F comme ré- 
sultante unique d'ordre minimum; 2° que l'ensemble complet de leurs ré- 
enant à celle d'ordre minimum la suite indé- 


D 


sultantes s'obtient en adjoi 
finie de ses propres dérivées. 

Considérons maintenant un système différentiel résolu par rapport à 
certaines dérivées des inconnues, et, dans ce système, deux équations ayant 
pour premiers membres respectifs deux dérivées d'une même inconnue; 
puis, prenons la résultante d'ordre minimum de ces dérivées, et répétons 
l'opération en faisant varier de toutes les manières possibles le choix de 
la fonction inconnue, et celui des deux équations sur les premiers membres 
desquelles on doit opérer: les résultantes, en nombre essentiellement limité, 
que nous obtiendrons ainsi, se nommeront, par rapport au système donné, 
les dérivées cardinales de ses diverses fonctions inconnues. 


18. Cela posé, pour qu'un système orthoique soit passif, il faut et il 
suffit que les diverses expressions ultimes d'une méme dérivée cardinale quel- 
conque soient égales identiquement, c'est à dire quelles que soient les valeurs 
attribuées aux variables, aux fonctions inconnues et à celles d'entre leurs 
dérivées paramétriques qui y figurent, ces trois sortes de quantités étant con- 
sidérées pour un instant comme autant de variables indépendantes distinctes.” 

I. Comme nous l'avons dit plus haut (16), les relations primitives 
entrainent les relations ultimes, et réciproquement ces dernières entrainent 
les premiéres Pour qu'un systeme orthoique soit passif, il est done né- 
cessaire et suffisant que la concordance numérique des relations ultimes 





! J'ai établi cette proposition en 1893 pour des systèmes différentiels de forme un 


peu moins générale. Voir les Annales de 1 Ecole Normale, 1893, p. 76 à 86. 
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ait lieu pour toutes les données initiales possibles, ou, en d’autres termes, 
que les diverses expressions ultimes de chaque dérivée principale soient 
identiquement égales. 

Toute dérivée cardinale étant principale, les conditions posées sont 
donc évidemment nécessaires, et il nous reste à prouver qu'elles sont suffi- 
santes, c'est à dire que leur réalisation entraine l'égalité identique des 
diverses expressions ultimes de chaque dérivée principale. 

IL. Des relations ultimes on peut, par un procédé analogue à celui 
qui nous les a fournies, en déduire de nouvelles. 

Différentions un nombre quelconque de fois une relation ultime; 
puis, apres la derniére différentiation, remplacons les diverses dérivées 
principales contenues dans le second membre par telles ou telles de leurs 
expressions ultimes. Dans le premier membre de la relation résultante 
figure évidemment une dérivée principale, qui se trouve alors exprimée 
directement (c'est à dire sans l'intermédiaire d'aucune autre dérivée prin- 
cipale) à l'aide des variables indépendantes, des fonctions inconnues et de 
quelques-unes de leurs dérivées paramétriques. Pour abréger, et bien 
qu'une foule d'autres relations déduites du système jouissent aussi de 
cette propriété, nous qualifierons spécialement de directes les relations 
auxquelles conduit l'application du mécanisme précédent (en y comprenant 
les relations ultimes elles-mêmes), et nous affecterons de la méme quali- 
fication les expressions qui en résultent pour les diverses dérivées prin- 
cipales des fonctions inconnues. 

Cela posé, si l’on forme, à l'aide du mécanisme décrit ci-dessus, une 
relation directe quelconque, il résulte immédiatement du n° r1 et de la 
nature normale des relations ultimes, que les relations successivement ren- 
contrées dans le cours d'un semblable calcul sont toutes normales. 


I. Dans un système orthoique, chaque dérivée principale de première 
classe Wa qu'une expression directe. 


Effectivement, nous avons déjà observé (14, I) qu'une dérivée prin- 
cipale de première classe ne peut être la dérivée d'aucun premier membre 
du systéme: il en résulte que les expressions directes des dérivées prin- 
cipales de première classe sont toutes fournies par des équations du 
systéme donné, et, comme les premiers membres y sont tous distincts, 
chacune des dérivées dont il s'agit n'a qu'une seule expression directe. 
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IV. Les relations directes, d’après la définition méme que nous en 
avons donnée, appartiennent toutes à l'un ou à l'autre des trois groupes 
suivants: 

les relations du système donné; 

les relations obtenues en différentiant un nombre quelconque de fois 
une relation du système donné, et remplaçant, dans le second membre 
de la relation résultante, les diverses dérivées principales par telles ou 
telles de leurs expressions ultimes; 

les relations obtenues en effectuant sur une relation du système donné 
l'opération précédente, puis sur la relation résultante une opération de 
méme espèce. 

Dans tous les cas, on part, pour former une relation directe quel- 
conque, d'une certaine équation du système donné. 

Cela posé, si, dans un système orthoïque, l'égalité identique a lieu entre 
les diverses expressions directes de chaque dérivée principale des classes 1, 
2,...,J, toutes les expressions directes d'une dérivée déterminée de classe 
J + 1 obtenues en partant d'une méme équation du système proposé, sont né- 
cessairement identiques. 

La dérivée de classe y+ 1 dont parle l'énoncé coïncide nécessaire- 
ment, soit avec le premier membre de l'équation d’où l’on doit partir, 
soit avec quelque dérivée de ce premier membre. 

Dans le premier cas, l'équation considérée ne peut fournir, pour la 
dérivée de classe 7 + 1 qui figure dans son premier membre, qu'une seule 
expression directe, son second membre. 

Dans le second cas, que nous allons maintenant examiner, la forma- 
tion des expressions directes visées par l'énoncé nécessite, sur l'équation 
d'ou lon part, certaines différentiations qui ont toujours lieu, dans divers 
ordres, par rapport aux mémes variables respectives; tantót on n'effectue 
de substitutions qu'aprés la dernière d'entre elles, tantôt on en effectue 
en outre aprés wne des différentiations précédentes. Il s'agit d'établir 
que, de quelque facon qu'on procéde, on arrivera toujours, pour la dé- 
rivée considérée de classe j + 1, à la méme expression directe. 

1° En premier lieu, si l'on n'opére de substitutions qu'après la der- 
niére différentiation, les expressions directes auxquelles on est conduit 
pour la dérivée en question sont identiquement égales: car l'expression 
primitive résultant des seules différentiations est indépendante de l'ordre 
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dans lequel on les exécute, et, pour chacune des dérivées principales, de 
classes nécessairement inférieures à 7 + 1, qui y figurent, les diverses ex- 
pressions directes, à plus forte raison les diverses expressions ultimes, sont 
par hypothèse identiques. 

2° Si l'on ne change pas l’ordre relatif des différentiations, les expres- 
sions directes auxquelles on est conduit sont encore identiquement égales. 

Désignons par (a) l'équation du système donné d’où l'on doit partir, 
par k le nombre des différentiations successives, exécutées sur (a) dans 
un ordre invariable, par 2 la dérivée principale que l'exécution des k — 1 
premières aménerait dans le premier membre, et par x la variable in- 
dépendante par rapport à laquelle la A*"* différentiation doit avoir lieu: 
cette dernière, et éventuellement une des précédentes, doit être suivie de 
substitutions, et c’est l'exécution ou la non-exécution de cette partie 
éventuelle du calcul, comme aussi le moment où elle est effectuée, qui 
constituent les circonstantes variables de l'opération actuellement con- 
sidérée. Or, je vais établir que le résultat final auquel on est conduit 
est, quelles que soient ces circonstances variables, identique au résultat 
fourni par une opération bien déterminée que je vais d'abord décrire. 

N 

Observons A cet effet que, = étant de classe 7 + 1, 9 est au plus de 
classe j (8). Cela étant, l'opération dont je veux parler consiste à prendre 
la relation directe (unique) dont le premier membre est 9, à la différentier 
par rapport à x, et à remplacer ensuite, dans le second membre de la rela- 
tion résultante, chacune des dérivées principales, de classes nécessairement 
inférieures à 7 +1, qui y figurent, par son expression ultime (unique). 

En effet, une semblable opération donne un résultat évidemment 
identique au résultat fourni par celle dont nous avons parlé antérieure- 
ment, si, dans cette dernière, la 4""* différentiation doit être exécutée sur 
une relation ultime, et il reste alors à examiner le cas où la 4""* diffe- 
. rentiation doit être exécutée, non plus sur une relation ultime, mais sur 
une relation ultime déjà différentiée. Soit done 


(28) ES M Yo I E 24555 05536] 


la relation dont il s'agit, où o,... désignent les diverses dérivées princi- 
pales figurant effectivement dans le second membre, et 7,... les diverses 


inconnues ou dérivées paramétriques y figurant aussi effectivement. La 
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relation (28) étant normale (ID, les quantités o,...,7,... ont une cote 
première au plus égale à celle de 9, et par suite inférieure à celle de 
90 SEL: 90 , 
; elles sont done toutes normales vis à vis de —. D'autre part, les 
x 





oz? 
quantités o,... et r,... étant normales vis à vis de 9, les quantités 
26 OT E 2 20 : 90 
—,... et —,... le sont vis à vis de — (6). Enfin, puisque — est de 
ox ox Ou ( ) zn l Ou 

: QNO 26 , DE 
classe 7 + 1, les dérivées o,..., ates et celles d'entre les dérivées 

x 

oc c NER. 6 > 
goo qui sont principales, sont au plus de la classe 7, et par suite 
a 


chacune d'elles a une expression directe unique, qui se trouve être, à 
plus forte raison, son expression ultime unique. Designons alors par 





XD A337 eds 
les expressions directes de 
26 H 
ONG CHOON) 322 sie faf s 
2; ; : ^ : 3 
par EI ... les résultats que donne la régle des fonctions composées 
quand on effectue sur Y,... une différentiation relative à x; enfin par 


= 


92 : Pas 9 RUE 
[esl ... les résultats respectivement déduits de E ,... en éliminant 
æ xo 

de ces derniéres expressions les dérivées principales, de classes nécessaire- 
ment inférieures à 7, qui peuvent y figurer: il est clair, puisque les dé- 


M oa > 5 : 
rivées er sont au plus de la classe 7, que les expressions directes 
X 


= 
Il! ... sont respectivement identiques aux expressions directes ¥,,.... 
a 

Cela posé, exécutons sur la relation (28) les opérations qui restent 
à exécuter, c'est à dire la differentiation relative à x, et ensuite l'élimi- 
nation des dérivées principales du second membre. Il suffit pour cela 
de considérer la relation 


90 "of , 0f 00 of ar 
or. x mcr ey CE. AU 


et de remplacer dans le second membre, d'une part les dérivées principales 


90 


0. 
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par leurs expressions ultimes 


Y nr 
; ; T oc t : Qc rt 
d'autre part celles d'entre les dérivées > qui sont principales par 
x 


les expressions ultimes correspondantes. Or, en vertu des identités 


NE 


il revient évidemment au même de différentier par rapport à x la relation 
-—— 
0 eof (x59; MEDIAS) 

(relation directe unique ayant pour premier membre 0), ce qui donne 


ee 


ov | om | OOD | Ox rap or Ox v gt 


puis de remplacer par leurs expressions ultimes les dérivées principales 
qui peuvent alors figurer dans le second membre. 

3° Considérons deux quelconques des expressions directes dont le 
présent alinéa IV a pour but de démontrer l'identité, et qui se déduisent, 
comme nous l'avons expliqué, par différentiations et substitutions, d'une 
méme équation du système. Si, sans changer de part ni d'autre l'ordre 
relatif des différentiations, on n'opére de substitutions qu’apres la dernière 
d'entre elles, on tombe sur deux expressions directes respectivement iden- 
tiques aux deux précédentes (2°), et l'on sait d’ailleurs (1°) qu'en pro- 
cédant ainsi, le résultat est indépendant de l'ordre des différentiations. 


V. Si, dans un système orthoïque, l'égalité identique a lieu, d'une part 
entre les diverses expressions directes de chaque dérivée principale des classes 
1,2,...,7, d'autre part entre les diverses expressions ultimes de chaque 
dérivée cardinale de la classe j-- x, les deux expressions directes d'une 
méme dérivée principale de classe j + 1 obtenues en partant de deux équa- 
tions différentes du système proposé sont nécessairement identiques. 


Supposons, pour fixer les idées, que ce soit la fonction « dont certaines 
dérivées figurent dans les premiers membres des deux équations consi- 
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dérées. Pour passer de la fonction « à lune ou à l'autre de ces deux 
dérivées, il faut exécuter sur elle certaines différentiations, dont quelques- 
unes peuvent être les mêmes de part et d'autre. Nous désignerons par 
le symbole D. l'ensemble de ces différentiations communes, et par les 
symboles D'., D". l'ensemble des différentiations restantes pour la pre- 
miére et la seconde dérivée respectivement. Les deux équations peuvent 
done s'écrire: 


(29) D.D .u=... 
(30) pu ap. 


Cela posé, la dérivée de classe 7 + 1 dont parle l'énoncé coincide 
soit avec D. D'. D". u, soit avec quelque dérivée de D. D'. D". «x, puisqu'elle 
est une résultante (17) des premiers membres de (29) et (30). — Dans 
le premier cas, en vertu de l'alinéa précédent IV, les opérations à effectuer 
soit sur l'équation (29), soit sur l'équation (30), pour en déduire une ex- 
pression directe de D. D'. D''.u, pourront l'être comme il suit: on exécutera 
d'abord la différentiation D". s'il sagit de l'équation (29), la différentia- 
tion D'. s'il s'agit de l'équation (30), et l'on remplacera ensuite, dans les 
seconds membres des formules résultantes, les dérivées principales des 
classes 1,2,...,7 par leurs expressions ultimes. Or, ce mécanisme en- 
gendre précisément deux expressions ultimes de la dérivée cardinale 
D.D'.D".u, de classe ÿ +1, c'est à dire deux expressions qui, par hy- 
pothese, sont identiquement égales l'une à lautre. — Si la dérivée de 
classe y+ ı dont parle l'énoncé coincide avec quelque dérivée de1DsDIGD''w. 
les opérations à effectuer soit sur l'équation (29), soit sur l'équation (30), 
pour en déduire une expression directe de la dérivée en question, pourront 
l'être comme il suit: 1° on effectuera d'abord la différentiation D". s'il 
sagit de la premiére, la différentiation D’. sil sagit de la seconde, et 
lon remplacera les dérivées principales figurant dans les seconds membres 
par leurs expressions ultimes; 2° on exécutera ensuite les différentiations 
restantes, qui sont les mémes de part et d'autre, et l'on éliminera finale- 
ment des seconds membres les dérivées principales. Or D. D. D". u étant, 
dans le cas actuel, de classe inférieure à 7 + 1 (8), il résulte encore de 
nos hypothèses que les résultats sont identiques aprés la premiére partie 
de l'opération, par suite aussi aprés la seconde. 


Acta mathemalica. 23. Ymprimé le 22 septembre 1899, 


D 
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VI. Comme nous l'avons déjà remarqué (III), chaque dérivée prin- 
cipale de première classe ne possède, dans un système orthoïque quelconque, 
qu'une seule expression directe. Si donc on suppose que les diverses ex- 
pressions ultimes de chaque dérivée cardinale sont identiquement égales, 
l'application répétée des propositions ci-dessus (IV), (V) prouve que l'égalité 
identique entre les diverses expressions directes d'une méme dérivée prin- 
cipale a encore lieu dans la deuxième classe, puis dans la troisième, et 
ainsi de suite indéfiniment. Il n'y a, dés lors, pour une méme dérivée 
principale quelconque, qu'une seule expression directe, et à plus forte raison 
qu'une seule expression ultime, ce que nous voulions établir (I). 


19. Si l'on partage en groupes les équations d'un système orthoique, 
suivant celles d'entre les fonctions inconnues u,v,... dont quelque dérivée 
figure dans leurs premiers membres, à un groupe formé d'une seule équa- 
tion ne correspondra aucune condition de passivité. En particulier, si 
chaque groupe ne contient qu'une seule équation, le système sera nécessaire- 
ment passif. 

Enfin, si, dans un système orthoïque passif, on supprime les diverses 
équations dont les premiers membres, comparés à ceux de telles ou telles autres, 
en peuvent être considérés comme des dérivées, le système résultant admet les 
mêmes intégrales que le premier, et possède, comme lui, la forme orthoïque 
passive. Effectivement, les dérivées respectivement principales et paramé- 
triques seront les mêmes de part et d'autre; les relations primitives du 
second système concorderont numériquement, comme celles du premier, 
par rapport à des données initiales arbitraires, et fourniront, pour chaque 
dérivée principale, la même valeur initiale; enfin, les développements des 
intégrales hypothétiques étant de part et d'autre identiques, leur conver- 
gence ne pourra avoir lieu d'un côté sans avoir lieu en méme temps 
de l'autre. 


20. Dans un systéme orthoique, supposé passif, la concordance nu- 
mérique des relations primitives a lieu pour des données initiales quel- 
conques, et, d'aprés ce que nous avons dit plus haut (14), la question de 
savoir si les intégrales hypothétiques répondant à des conditions initiales 
données existent effectivement, se résout par l'affirmative dans le cas oü 
leurs développements construits a priori sont tous convergents, par la 
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négative dans le cas contraire, Comme nous allons le prouver par divers 

exemples, cette convergence n'a pas nécessairement lieu, d’où résulte que, 

dans les systèmes orthoïques passifs, il est impossible d'affirmer d'une manière 

générale l'existence d'intégrales répondant à des données initiales arbitraires. 
I. Considérons d'abord l'équation aux dérivées partielles 


ou ou 
(3 1) om LES ay? 2 


ou uw désigne une fonction inconnue des deux variables indépendantes x 
et y.' Cette équation constitue un systeme orthoique, comme on le voit 
en attribuant à w la cote zéro, à x la cote 3 et à y la cote 1; d'ailleurs, 
un pareil système est nécessairement passif, puisqu'il est composé d’une 
seule équation (19); enfin, les dérivées paramétriques de w sont celles 
qui se rapportent à la seule variable y, en sorte qu'une intégrale hypo- 
thétique se trouve entierement déterminée par la condition de se réduire 
à une fonction donnée de y pour «= #,. 

Pour construire « priori le développement de l'intégrale hypothétique 
se réduisant à c(y) pour © = o, on remarquera que l'équation (31) entraine 
comme conséquence nécessaire 


Qe tB, 924+8 uw 





(32) DuOYE — yi 


Effectivement, si «= o, l'équation (32) se réduit à une identité. En diffé- 
rentiant (31) fois par rapport à y, il vient 


alt8y, — a? thy 
(33) eT oT) 


2 


et la relation (32) se trouve vérifiée pour a — 1. Si l'on suppose main- 





‘ Mme de KowALEVsKY, dans l'exemple de divergence quelle a donné (Journal 


ou d'u A 3: 
de Crelle, tome 80), considère cette même équation 3" 303) en assujettissant linté- 
"d y 
4,°: , . . , I 
grale hypothétique à se réduire, pour z = ©, à la fonction méromorphe Toy) Comme 
—y 


on le verra plus bas, la détermination initiale dont nous avons fait choix est exprimable 


par une série entière indéfiniment convergente. 
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tenant cette relation établie pour une valeur quelconque de a, et qu'on 
la différentie une fois par rapport à x, elle donne 


g4t)+iy 91+(2e+A) y 
Qua 19yP = ax ayrete ? 2 
on a d'ailleurs, en vertu de (33), 


Qld Qa B), 922a Ba, Qc) TÉ, 
TILES = Qut teh == ayratl+a 2 


et il vient en conséquence 


lat), 92@+1)+8% 





Qu 19yf IF ay ++ ? 


relation qui se déduit de (32) par le changement de a en a +1. 
Cela étant, le développement que nous cherchons à construire a pour 
terme général 


qt) (o) 


I2 EDEN, 


(34) 
Or, je vais faire voir qu'en choisissant convenablement ¢(y), on tombe 
sur un développement divergent. 


T 5 I I SA 
A. Si lon pose $,— 1 + - + > +. .--, la quantité — tend vers 
i n 


t3] -— 


zero pour 2 infini. 
D'abord, cette variante diminue toujours lorsque # augmente, car 

DE EROR 
l'inégalité ] 

S, Sn4i 

n n +I 
revient à 

Q Ql 
(n + 1) 8, = RS is 


ou 
- I 
] IS Y — = 
(n 4- 1)8,> (s, toi j 


ou 


N 


S ~- 
n= n + 





er 


ce qui est évident, 
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^ =, ö PR I 
Observons en second lieu que si, dans la série 1 + Ste 


O3 | = 


désigne par e, le premier terme, par a, la somme des deux termes sui- 


vants, par e, la somme des {rois termes qui viennent à la suite de ceux-ci, 


I . 
>, et que par suite 


etc, chaque terme élémentaire de o, est inférieur a : 
ic 


o, est inférieur à 1. On a donc 
REF oO, Oh; 


ou 





Srp < kh. 


On déduit de là 
Sita) 


RE eee 


2 





inégalité dont le second membre, et à plus forte raison le premier, tendent 
vers zéro pour À infini. 
Ainsi, on peut trouver pour z des valeurs telles, que la quantité 


aj 


Se S A ; 
positive — tombe au dessous de toute quantité donnée; comme d'un autre 
N 
côté elle diminue toujours lorsque » augmente, elle tend nécessairement 
vers zero. 
B. La série entiere 
SS, NS S, 


SU p 
SPA ken WEE AVR 





UT 
Er v à 


où 5, garde la méme signification que ci-dessus A, est indéfiniment 
convergente. 
Car dans la série formée par les modules de ses termes, le rapport 
d'un terme au précédent a pour valeur 
q 


(2 2 5 5 (mod x)? 
2(2n 


ou 


Sat re 2 
xem img iy (mod x)’, 
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produit de trois facteurs dont le premier tend vers zéro et le second vers 
-, tandis que le troisiéme reste invariable; le rapport considéré tend donc 
4 


lui-même vers zéro. 

C. En désignant par d(x) la fonction définie par la somme de la 
série (35), et prenant ¢(y) = #(y), la série entière en x et y qui a pour 
terme général (34) n'admet aucun système de rayons de convergence. 

Car, dans cette dernière série, la partie indépendante de y a pour 


terme général 





h(22) (o) 
USO) Sve UT 
M pend = SS, see 8% t 
et le rapport 
SS B, Sa get IS 
SS, Ion Dee el 


a un module infini avec a, quelque valeur particulière (non nulle) que 
l'on attribue à x. 


IL. En désignant par u une fonction inconnue des deux variables in- 
dépendantes x et y, par p une constante positive quelconque, et par q un 
entier au moins égal à 2, l'équation différentielle partielle 


9 


(36) en à Hu HU bar aan be tye | 


Ow 


nadmet pas d'intégrale se réduisant, pour x — o, à une fonction de y iden- 
tiquement nulle. 


L'équation (36) constitue un système orthoique, comme on le voit 
en attribuant à w la cote zéro, à æ la cote g + 1, et à y la cote 1; un 
pareil systéme, composé d'une seule équation, est d'ailleurs nécessaire- 
ment passif; enfin, une intégrale hypothétique se trouve, comme dans 
l'exemple précédent (I), entièrement déterminée par la condition de se 
réduire à une fonction donnée de y pour z — z,. Je me propose de dé- 
montrer qu'il n'existe pas d'intégrale se réduisant, pour @= 0, à une 
fonction de y identiquement nulle. 

A. Pour effectuer cette démonstration, on peut à l'équation (36) 
substituer l'équation 

ou 


(37) op ud Q +y + (1 + D 


oy? 
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Effectivement, si l'on donne à la constante y, dans l'équation (36), 
une valeur positive déterminée, et que l'on considère l'équation 


Ou 


971, 
Q Ré eer MU Ql 
(38) ET E sidus ELS) au 
il est clair qu'en donnant à y, dans cette derniere, une valeur positive 
suffisamment petite, les deux polynomes 


(39 w(t +y+y +... +), ar +y+y +. + + y), 


qui figurent dans l'équation (36), ont leurs coefficients respectivement 
supérieurs aux coefficients (positifs) semblables des deux polynomes 


(40) pg(x ty, ux Hr, 


qui figurent dans l'équation (38) Or, si l'on considere cette derniére, 
les expressions primitives des dérivées principales sont des sommes de 
produits pouvant contenir comme facteurs quatre sortes de quantités, 
savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des polynomes (40); 
certaines puissances de y; enfin, certaines dérivées de w. Et, pour l'équa- 
tion (36), les expressions primitives des mémes dérivées sont composées 
exactement de la méme facon, à cela prés que les coefficients des po- 
lynomes (40) se trouvent respectivement remplacés par les coefficients 
correspondants des polynomes (39), c'est à dire par des quantités positives 
qui leur sont respectivement supérieures. Cela étant, si l'on choisit pour 
la fonction u et ses dérivées paramétriques des valeurs initiales toutes 
nulles, et que l'on caleule les valeurs initiales des dérivées principales, 
d'abord à l'aide des relations primitives provenant de (36), puis à l'aide 
des relations primitives provenant de (38), on voit, par un raisonnement 
trés-simple exécuté de proche en proche d'une classe à la suivante, que 
les valeurs positives ainsi caleulées sont plus grandes dans le premier cas 
que dans le second. 

Jn conséquence, si l'on parvient à établir pour l'équation (38) la 
divergence du développement de l'intégrale hypothétique qui répond aux 
données initiales choisies, cette divergence se trouvera, à plus forte raison, 


établie pour l'équation (36). 


bo 
or 
D 
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B.  L'équation (37), où q > 2, madmet pas d'intégrale s'annulant avec 


x, ce qui achève notre démonstration. 


Je designerai par P,, P,, P,,... des fonctions inconnues de la seule 
variable y, par P®, PY, P®, ... leurs dérivées respectives d'ordre q, et 


je poserai 


“= Pix + Pie? + Do 


L’équation (37) deviendra alors 


1. P, + 2.Pıx #3: Puit: 
= n(1 + yy te + PP x + Pa? + POr, + ...], 


d'ou lon tire, par l'identification, 


(41) Je .P, — p(1 4- yy* P9, 
3. Po — pri iy) SP 


On voit de proche en proche que 
(a) ( (q) 
PISE SUP HEP OE EPS AIN 


ont respectivement les formes 


MW - vy vm s me ty), uia + y), m ty? , wo +y)*,..-, 


et d'une facon générale que P, est de la forme 


pua + yrs 


où 5, désigne une certaine constante positive. Il faut démontrer que, 
les polynomes P,, P,, P,,... étant ainsi déterminés, la série entière en 
5 à y ni J 2] LA m .2 m3 % 
v et y fournie par le développement de P x + P,x”+ P,x° +... n’admet 
aucun systeme de rayons de convergence. 

Or, en désignant par P un polynome de la forme @.(1 +y)', où 
070 et h>q, et par o," les valeurs numériques que prennent, 


pour y — o, ce polynome et sa dérivée d'ordre q, on a 


(42) D > (h— Q + 1) &; 


-L 


bo 
c 
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car des relations 


Dh à? = h(h— 1)... (k—qg+ 1)8 
on tire | 
9? =h(h—1)...(h—q+ 1)6, 
dou l'on déduit immédiatement la relation (42). 
Si l'on détermine maintenant des constantes p,,9,,9,,... par les 
relations 


1.0, — fh 


3.03 = It. 2p», 


(43) 


| 2.03 — [L. 1*0, 
) 
| 
| n.p, = p.(n—- 1)'o, 5, 


ee tete “sy set Ue) he) etu Me dfe ei s: 


on a, en désignant par &, la valeur numérique que prend, pour y — 0, 


le polynome P,, 


(44) à, = Pn° 
Effectivement, les relations (41) et (43) nous donnent d’abord 


DO — Tp. dou va =D; 
puis 
D anc ety 2 295 on DOURRO pis 
et il nous suffit alors de faire voir qu’en supposant lu relation (44) vé- 
rifiée pour une valeur quelconque de », elle l'est encore pour la valeur 

suivante + 1. Or, on a 


(n + 1) On = pp; 


f. 


on. à d'autre part, en désignant par à 


n 


2) la valeur numérique que prend, 
Jour 7 =O la dérivée d'ordre f du olynome 2 , 
I v 3 q n 


(n + 1)0,4. = pO, 


puis, en vertu de (42), 
a > WG, 
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puis, en vertu de l'hypothèse, 


Oo, > Pu: 
relations de la combinaison desquelles on déduit 
(n + Do E pn p, , 


c'est à dire 
(n + 1)On41 = (n ar 1) On41 OU Dur > Pn4i- 
On a donc bien, quel que soit n, &, > p,. 
Cela posé, la série Zo,x" est divergente pour toute valeur non nulle 


attribuée à x: car on a, en multipliant membre a membre les x pre- 
miéres relations (43), 


Pe eye DS TEI ce) cel E Tg 





d'ou 
12.22...(n — x}? 
p"—(ury - 
Pn m) ENSE : 
et le rapport 
pnaiet hi n? 





Lux 
puc" / n +I 


a un module infini avec x, puisque q est, par hypothèse, au moins égal 
à 2. ll en résulte, à cause de (44), que la série 36,2", partie indé- 
pendante de y dans la série entiére en x et y provenant de 


Pt Pit PACE ESS 


est elle-même divergente. 

III. La divergence éventuelle des intégrales hypothétiques des sy- 
stemes orthoïques pourrait encore s'établir à l’aide des exemples suivants, 
que nous nous bornerons à formuler. 


En désignant par u une fonction inconnue des deux variables inde- 
pendantes x et y, par p une constante positive quelconque, et par q un entier 
au moins égal à 2, aucune des équations différentielles partielles 
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fi p(t yet (tty + 


9 y 


9744 
A 


= — el: er 
ou 
x 


2x PE ate BER igi sb yy aet | 


n'admet d'intégrale se réduisant, pour x = Oo, à une fonction de y identique- 
ment nulle. 
En attribuant à u,x,y,p la méme signification que ci-dessus, et dé- 
signant par q un entier au moins égal à 3, l'équation différentielle partielle 
ou 


— — al: + (1 + y + y'u + 24 


ja WW ay? 





n'admet pas non plus d'intégrale qui satisfasse à cette condition initiale. 


TROISIÈME PARTIE. 


Systèmes orthonomes; convergence des développements 
des intégrales. 


21. Un système orthoique (9) sera dit orthonome dans le cas, parti- 
culiérement remarquable, ou les cotes premières des diverses variables in- 
dépendantes se trouvent être toutes égales à un même entier (positif). 

Exemple I. Dans son Mémoire sur les systèmes d'équations aux dé- 
rivées partielles, M"* de KowarEvskv considère un systeme composé 
d'équations en nombre égal à celui des inconnues, et tel, qu'en dé- 
signant par 


14 583: 9*1. 6, 


les inconnues dont il s'agit, et par 
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les ordres respectifs du système par rapport à elles, ce dernier soit ré- 
soluble par rapport aux dérivées 


anu, dea, dou, 


on ? egh a? 
toutes relatives à une méme variable a. Or, il est aisé de voir que, cette 
résolution une fois effectuée, le système résultant satisfait à notre dé- 
finition de l'orthonomie. 

Zn premier lieu, le systeme se trouve résolu par rapport à certaines 
dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun 
des seconds menibres. 

Attribuons d'autre part: 

1° à toutes les variables indépendantes une cote première égale à 1, et 
aux fonctions inconnues %, , U 

., —k;,; 


2° à la variable æ une cote seconde égale à 1, à toutes les autres 


3», 4 les! cotes premieres la, ME 


rariables une cote seconde nulle, et aux fonctions inconnues %,,%,,..., V, 
les cotes secondes — 5, , —%,,..., —k,. 

Si l'on désigne par 7, / deux entiers, distincts ou non, pris daus la 
suite 1,2,...,g, et que l'on considére l'équation du systeme qui a pour 
iu; 
ET 





premier membre , le second membre de l'équation dont il s'agit 


peut, d’après la définition des systèmes de M"* de KowaLevsky, contenir 
la fonction u, et toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre %, inclusivement, à 


bu; 


l'exception de la dérivée ——— 
xs 


Or, la cote première du premier membre 


est zéro, et les cotes premières de u, et de ses dérivées d'ordres 1,2,..., 
sont respectivement égales aux quantités 


—k,,—k +1,—k + Die — + À, 


lesquelles sont toutes inférieures à zéro, à l'exception de la dernière qui 
est nulle. D'un autre côté, la cote seconde du premier membre est encore 
zéro, et la cote seconde d'une dérivée d'ordre k, de u, figurant au second 
membre est au plus égale à 
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puisque, dans la formation de cette dérivée, il y a au plus k,— 1 diffé- 
rentiations relatives à la variable x. 

Si done on désigne par c,,c, les cotes premiere et seconde du 
premier membre, et par cj, c; celles d'une inconnue ou dérivée figurant 
au second membre, on aura nécessairement, ou bien 


CG — à > 0, 
ou bien 


¢; — Cj = 0; Co — C3 > O. 


Nous avons d'ailleurs choisi pour les diverses variables indépendantes 
des cotes premiéres toutes égales entre elles. 

Exemple IL Designant par »,v,...,w certaines fonctions inconnues 
des variables indépendantes z,5,...,5s,f, nous adopterons pour celles- 
ci un ordre déterminé, par exemple 


(45) LAE St D 


et de méme pour les inconnues un ordre déterminé, par exemple 
(46) tenet) Wan hits 


Puis, nous rangerons comme il suit, sur une ligne indéfinie allant de 
droite à gauche, les dérivées de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous écrirons d'abord l'ensemble des dérivées premieres, puis 
à gauche de celui-ci l'ensemble des dérivées secondes, puis à gauche de 
ce dernier l'ensemble des dérivées troisiémes, et ainsi de suite indéfini- 
ment. Chaque ensemble sera ensuite divisé en ensembles partiels, dont 
le premier à gauche contiendra les dérivées appartenant à la fonction w, 
le suivant les dérivées appartenant à la fonction v, et ainsi jusqu'au 
dernier qui contiendra les dérivées appartenant à la fonction w. En dé- 
signant maintenant par @,ß,...,A, p les ordres partiels d'une dérivée 
quelconque relatifs à 2, y ,..., 5,6 respectivement, chacun des ensembles 
résultants sera lui-même divisé en ensembles partiels se succédant de 
gauche à droite d'aprés les valeurs décroissantes de lordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensembles partiels se succédant de gauche 
à droite d'après les valeurs décroissantes de l'ordre partiel 3; et ainsi 
jusqu'à l'ordre partiel À (inclusivement). Chacun des ensembles définitifs 
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se compose alors d'une dérivée unique, et les dérivées de tous ordres de 
nos fonctions inconnues se trouvent rangées, sur une ligne indéfinie allant 
de droite à gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous qualifierons de 
taxique la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une dérivée de fonction 
inconnue est antérieure ou postérieure à une autre, selon que, dans la suite 
taxique, elle figure à gauche ou à droite de cette autre. 

Cela étant, un systeme différentiel sera dit faxique, s'il se trouve 
résolu par rapport à certaines dérivées des fonctions inconnues qu'il im- 
plique, et si l'on peut trouver, pour les variables et les inconnues, deux 
ordres respectifs, (45), (46), tels, que chaque second membre ne contienne, 
outre les variables et les inconnues, que des dérivées paramétriques 
postérieures au premier membre correspondant. ' 

Or, un pareil systéme est nécessairement orthonome. 

Effectivement, si une dérivée de fonction inconnue est antérieure à 
une autre, il arrive forcément de trois choses l'une: 

ou bien elle est d'ordre supérieur à cette autre; 

ou bien elle est de méme ordre, mais la fonction inconnue à laquelle 
elle appartient précéde, dans la suite (46), la fonction inconnue à laquelle 
appartient cette autre; 

ou bien enfin, les deux dérivées considérées sont de méme ordre et 
appartiennent à une méme fonction inconnue, mais en désignant par 


CET Io dod Dr a 
CE ES Lk a LES 
leurs ordres partiels relatifs à 
(n OS S Sors Sig Uo 
les différences 
ia, 8 — Bian RN 


ne sont pas toutes nulles, et la première d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive. 


Cela étant, et en désignant par hk le nombre des variables inde- 





Tl va sans dire que les seconds membres sont supposés tous développables dans 
un méme domaine. 
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pendantes, il suffit, pour se convaincre de la nature orthonome d’un système 
taxique, d'attribuer: 

aux variables des cotes premières toutes égales à 1, et aux inconnues 
des cotes premieres toutes nulles; 

aux variables des cotes secondes toutes nulles, et aux inconnues 
successives w,v,..., w des cotes secondes dont la valeur aille en de- 
croissant; 

aux variables et aux inconnues des cotes troisièmes toutes nulles, à 
l'exception de z qui aura pour cote troisième l'unité; 

aux variables et aux inconnues des cotes quatrièmes toutes nulles, 
à l'exception de y qui aura pour cote quatrième l'unité; 

etes 

finalement, aux variables et aux inconnues des cotes (4 + 1)°"° 
toutes nulles, à l'exception de l'avant dernière variable s, qui aura pour 
cote (h + 1)""* l'unité. 

Car toute dérivée postérieure à une autre est alors normale vis à vis 
de cette autre; les inconnues elles-mêmes le sont évidemment vis à vis 
d'une dérivée quelconque; enfin, les cotes premiéres des diverses variables 
indépendantes ont été choisies égales entre elles. 


22. Tout système orthonome passif est complètement intégrable, c'est à 
dire admet un groupe (unique) d'intégrales ordinaires répondant à des données 
initiales arbitrairement choisies. 


Tout revient, comme nous l'avons vu (15), à prouver la convergence 
des développements des intégrales hypothétiques. 

I. Si les fonctions f(x,y,...),ç@(x,y,...) sont toutes deux dé- 
veloppables dans quelque domaine des valeurs 7,, y, , ..., si de plus les 
raleurs de g(r,y,...) et de toutes ses dérivées en 7,,y,,... sont ré- 
elles, positives, et supérieures aux modules des valeurs correspondantes 
de f(æ,y,...) et de ses dérivées semblables, la fonction g sera dite 
majorante de f par rapport aux valeurs #,,%,,.... 


II. Soient 
f(&,y,...) une fonction développable dans un domaine des valeurs 


To Yor> ++i 
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r,:7,,--. des constantes positives respectivement inférieures aux rayons 
de ce domaine; 

M une constante positive supérieure à celle qu'on obtient en remplaçant 
dans le développement de f(x ,y,...), effectué à partir de x,,y,,..., tous 
les coefficients par leurs modules, et les différences & — x, , y — y, s ... 
par les quantités respectives r,,7,,...: 


Ju S 2 el, 
a,,4,,+-. des constantes positives supérieures ou égales à —,—,. 


Tr Ty 


respectivement ; 
enfin m. un entier positif. 
Cela étant, la fonction 





M 
) 


[1 — a,(@ — à) — a,(y — w) — . . .]" 


Vx 5 0l 5 ac 


est majorante pour f(x, y,...) relativement aux valeurs &,,%,,.... 
III. Si l'on désigne par w,v,...,w des fonctions inconnues de la 
variable indépendante x, et par 


TR COR) OO) UN ACC CNRS 02) e's S Deu) 


des composantes! données, développables dans un domaine des valeurs x, Ups 
Vis... 0S, le systeme des équations différentielles 


ELE 5.005 RID) 


— = Fym.yw9,:u«y20)5 





9% 








' Si aux variables s,¢,... d'une fonction f(s, f,....) on substitue respectivement 
autant de fonctions S(z,...), Z(z,...),... des variables z,..., ces dernières fone- 
tions S(z,...), T(2,...),... sont dites simples, la première f(s, t,...) s'appelle la 
fonetion composante, et le résultat de leur combinaison 


FSG.) Oo 0 


porte le nom de fonction composée. 
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admet un groupe d'intégrales u,v,...,w, développables dans un domaine 
de la valeur x,, et se réduisant, pour x = x,, aux valeurs respectives u,, 
Ve ORC 


IV. Considérons le système différentiel 


CE 98v 9^qp 
gaz OCS ane — Ho. s, Sui H,,. 








ou w,v,...,w désignent des fonctions inconnues de la variable indé- 


pendante z; a, ,...,A des entiers positifs quelconques; et H,, H,,..., H 


w 


des fonctions données de toutes les quantités 


HA , 

ou 92—1 s 
bs =o ve 0 4 SS 9 

ox oz7—! 

Ov an 
an, bo Lo 

= 9x ar 
(47) 

ow 9^—lap 
hia zu , 5 

ox 9z^—1 


Si les fonctions H,, H,,..., H, 
des valeurs 








NE 
ou (ol u 
uy» (= Ibe ae 
. (= ) == 
(48) ENDEN er) 


‘Ow 9^—lqp 


le système proposé admet un groupe d'intégrales wu, v , ,.. , w, développables 
dans un domaine de x,, et telles, que, pour x = x,, les fonctions (47) se 
réduisent respectivement aux quantités numériques (48). 
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Effectivement, le systéme différentiel proposé équivaut au suivant au 


point de vue de l'intégration: 


ou ; au’ Sue) 
——W, — —W', er eh 
ox 9% = 

9v 9v' rn 

A EE. — =" , ..., ————H, 
9x ow ee 

ow ^ Qw' 1 awe) 

Ee yp. — ——4 5 V ou ar ds: 
9x CHA ye 


il va sans dire que, dans les seconds membres H,, H,,..., H,, figurant 
à l'extrémité des lignes horizontales respectives du tableau ci-dessus, on 
a substitué aux dérivées 





on Qu O71 4 
=a an wo . PEN JE 
oa ' Oc* > Dr! 
dv dv Fly 
FOX C Te 9 * .. Fugen 
oa” 04° wars 
dw ow ew 


or ^ Oa ? °°? 3g) 


les nouvelles inconnues respectives 


In 


tU ob PEAR) SB on 


Cela étant, la proposition qui fait l'objet du présent alinéa IV se 
présente comme une conséquence immédiate du précédent. 
V.' Revenant au système différentiel que vise notre énoncé général, 








' Les alinéas V, VI, VII, VIII et IX du n° 31 (imfrá) sont, comme je le répète 
plus loin (31), identiques aux alinéas correspondants du présent numéro 22, à part quelques 
modifications que je vais indiquer au fur et à mesure. 
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partageons-y les fonctions inconnues en catégories suivant la valeur de 
leurs cotes premières, et supposons, pour fixer les idées, que le nombre 
des catégories ainsi obtenues soit égal a 3. Les dérivées de tous ordres 
des inconnues se partagent naturellement alors en trois catégories, suivant 
qu'elles appartiennent à telle ou telle inconnue. 

Cela posé, désignons par 7 la valeur commune (positive) des cotes 
premières attribuées aux diverses variables indépendantes; par 7’, 7”, 7” 
les cotes premieres attribuées aux inconnues des trois catégories respec- 
tives; par .N l'ordre maximum des premiers membres du systéme donné; 
par J’ un entier fixe choisi sous la seule condition d’être a la fois supe- 
rieur aux trois quantités 


M apo stor supe dpa 3 


enfin, par K', K", K"" les plus petits entiers qui, substitués à K, verifient 
respectivement les relations 


jii poem Ee eet ee epe 
Nous établirons successivement les points suivants: 


A. Les entiers K', K", K'" sont tous supérieurs à N. 


? 


Effectivement, si l'on avait, par exemple, A’ < N, on aurait aussi 
yK' +7’ <yN +7, et, comme rN +7’ est inférieur à /, il viendrait, 


contrairement à la définition de K’, 
js Er id nee ME 

JB. Les dérivées dont la cote première tombe au dessous de I” sont: 
pour la première catégorie, celles d'ordre inférieur à K'; pour la deuxième, 
celles d'ordre inférieur à KK"; pour la troisième, celles d'ordre inférieur à 
K'". (Quant aux inconnues elles-mêmes, leurs cotes premières tombent 
évidemment au dessous de /’). 

Effectivement, si une dérivée de première catégorie est d'ordre K < Kk’, 
sa cote première 7K + ;' est au plus égale a 7(K’ — 1) +7’, par suite 
inférieure à /', en vertu de la définition de K'. Réciproquement, la re- 
lation 7K + 7’ < l' entraine comme conséquence nécessaire K < K’: car, 
si l'on avait K > K', on aurait aussi 


rR+ 7 ZT vy 
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et, comme 7K’ +7 est supérieur ou égal à J’, il viendrait, contraire- 
ment à lhypothese, 
xc quce 


(C. Si Von dresse, par classes croissantes, la liste des dérivées prin- 
cipales des inconnues, et qu'on y supprime toutes les dérivées de première 
catégorie dont l'ordre est inférieur à K’', toutes celles de deuxième catégorie 
dont l'ordre est inférieur à K", enfin toutes celles de troisième catégorie dont 
l'ordre est inférieur à .K"", cette suppression équivaut à celle d'un certain 
nombre de classes en téte de la liste. 


Ce point est évident, si lon observe d'une part que les dérivées 
principales supprimées sont celles dont la cote première tombe au dessous 
de /' et si lon se reporte d'autre part à la classification des dérivées 
principales (7), (8). 


JD. Si Von considère une relation primitive dont le premier membre soit 

ow de première catégorie et d'ordre K, 

ou de deuxième catégorie et d'ordre K”, 

ow de troisième catégorie et d'ordre K'': 

1° Toute dérivée de fonction inconnue figurant au second membre est 
d'ordre au plus égal à BK’, K" ou K'", suivant que cette même dérivée est 
de première, seconde ou troisième catégorie. 
2° Le second membre de la relation considérée est linéaire par rapport 
à l'ensemble de toutes les dérivées qui sont, soit de première catégorie et 
d'ordre K', soit de deuxième catégorie et d'ordre IK", soit de troisième ca- 
tégorie et d'ordre K''". 


o 


1° Supposons, par exemple, que le premier membre de la relation 
considérée soit de première catégorie et d'ordre K’: sa cote premiere est 
alors 7K’ + 7. D'ailleurs une dérivée d'ordre A figurant dans le second 


membre a pour cote première l'une ou l’autre des trois quantités 
Nt mat JS SAH d VI 
ye +7, 7K +7", TRE Tr", 


suivant quelle est de première, seconde ou troisième catégorie. Enfin, 


toute dérivée figurant au second membre a une cote premiere au plus 
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égale à celle du premier membre. Nous sommes donc ramenés, pour 
établir le premier point, à prouver que les relations 


COR RS ch mr tu Suh etre aes slg 
entrainent respectivement, comme conséquence nécessaire, 
KO SHRINK Sa LI CSN ET 


Or, la premiere relation (49) entraine évidemment K — Kk’. 
Si la deuxiéme relation (49) était vérifiée pour quelque valeur de 
K supérieure a K", soit K = K" + r, où r > o, on aurait 


ek, 
d'ou 
Ta Sn D c den rpg 


et à plus forte raison 
HK —»).xpRE, 


ce qui est contradictoire avec la définition de A’. Donc la deuxième 
relation (49) entraine A < A". 

On verrait, par un raisonnement semblable, que la troisième entraine 
Jis RI. 

2° Les entiers A’, A", A"" étant tous supérieurs à l'ordre maximum 
des premiers membres du systéme donné, la relation primitive que l'on 
considere se déduit de quelque relation du systeme donné par une diffé- 
rentiation d'ordre positif Elle a dés lors son second membre linéaire 
par rapport à l'ensemble des dérivées qu'indique la deuxiéme partie de 
l'énoncé D. 

VI. Désignons désormais par S le système proposé, et par (S) le 
systeme que forment les diverses relations primitives dont les premiers 
membres sont, ou de premiere catégorie et d'ordre A’, ou de deuxième 
catégorie et d'ordre A", ou de troisième catégorie et d'ordre A"". Il 
est clair que, dans ces deux systèmes, les dérivées principales et paramé- 
triques des fonctions inconnues sont respectivement les mémes, à cela prés 
que les dérivées principales du système S dont la cote première tombait au 
dessous de I’, sont devenues paramétriques dans le système (S); et si l'on 
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dresse, d'après la classe croissante de leurs premiers membres, la liste des 
relations primitives des deux systèmes, les groupes illimités ainsi obtenus 
sont les mêmes de part et d'autre, à cela prés que, pour le systéme (5), 
un certain nombre de relations ont disparu en tête de la liste. Si donc 
on impose, d'une part aux intégrales de S les conditions initiales choisies, 
d'autre part à celles de (S) des conditions initiales identiques, en ayant 
soin seulement de prendre, pour les anciennes dérivées principales de- 
venues paramétriques, les valeurs initiales calculées à l'aide des relations 
primitives disparues, on pourra, dans le systéme (S) comme dans le 
proposé, connaitre à l'aide des relations primitives, numériquement con- 
cordantes, les valeurs initiales de toutes les dérivées principales, et l'on 
obtiendra de part et d'autre, pour les développements ainsi construits a 
priori des intégrales hypothétiques, des résultats identiques. Tout revient 
done à établir la convergence des développements des intégrales hypo- 
thétiques de (S) répondant aux conditions initiales que nous venons d'in- 
diquer. 

Or on peut, moyennant un simple changement de fonctions, remplacer 
le systéme (S) par un autre ou les déterminations initiales des inconnues 
soient toutes identiquement nulles. Effectivement, soient w,v,... les 
fonctions inconnues du systeme (5), et Z,,1,,... les déterminations 
initiales de ces inconnues respectives. Nous observerons tout d'abord que, 
parmi les dérivées de Z,,1,,..., celles qui sont respectivement sem- 
blables aux dérivées principales de w,v,... ont toutes zéro pour valeur 
initiale, et qu'elles sont, par suite, identiquement nulles, puisque leurs 
propres dérivées, nécessairement semblables à des dérivées principales de 
4,U0,..., ont toutes aussi pour valeur initiale zéro; quant aux valeurs 
initiales de 7,, L,,... et de leurs dérivées restantes, elles sont précisé- 
ment égales aux valeurs initiales de 4, v,... et de leurs dérivées (para- 
métriques) semblables. Cela posé, effectuons dans le système (8) la trans- 
formation 


où H,U,... désignent de nouvelles fonctions inconnues, et soit (S) le 
systeme ainsi obtenu: il va sans dire que, dans cette transformation, nous 
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conservons aux variables indépendantes leurs cotes respectives, et que 
nous attribuons aux nouvelles fonctions inconnues les mémes cotes respec- 
tives qu’aux anciennes correspondantes. Si aux relations du nouveau 
système ($) on adjoint maintenant toutes celles qui s'en déduisent par 
de simples différentiations, il résulte de la remarque faite ci-dessus que 
le groupe illimité ainsi formé peut se déduire des relations primitives 
de (S) en remplaçant les dérivées principales de w,v,... par les déri- 
vées semblables de n,U,..., puis les fonctions #,v,... et leurs dérivées 
paramétriques par J, + u,/,+0,... et les dérivées semblables de ces 
sommes. De là on conclut immédiatement: 1° que chaque équation du 
systeme (S) est normale; ' 2° que, sauf le changement de w,7,... en 
u,u,..., les deux systèmes (S) et (S) ont mêmes premiers membres, 
et par suite que les dérivées des fonctions inconnues s'y répartissent de 
la méme manière en principales et paramétriques; 3° que si, sans changer 
les valeurs initiales des variables indépendantes, on impose, d'une part 
aux intégrales hypothétiques de (S) les déterminations initiales déjà in- 
diquées, d'autre part à celles de (S) des déterminations initiales identique- 
ment nulles, les relations primitives, numériquement concordantes dans le 
premier cas, le seront aussi dans le second, et fourniront, pour les dé- 
rivées principales semblables des inconnues correspondantes, les mémes 
valeurs initiales. En conséquence, fout revient à prouver la convergence 
des développements des intégrales hypothétiques qui, dans le système (S), ré- 
pondent à des déterminations initiales identiquement nulles. 

Comme on a attribué aux nouvelles fonctions inconnues ,U,... 
les mêmes cotes respectives qu'aux anciennes #,0,..., il est clair que 
les inconnues engagées dans le système ($) et les dérivées de ces in- 
connues se partageront encore en trois catégories. Pour faciliter le lan- 
gage, et faute d'une dénomination meilleure, nous nommerons dominantes 
les dérivées de t, 0, ... qui sont 

ou de premiere catégorie et d'ordre A’, 





1 Dans la démonstration du n? 31 (imfrà), on substituera à ce membre de phrase 


le suivant: 
»I? que, pour chaque équation du système (S), toute ineonnue ou dérivée figurant 
effectivement dans le second membre a une cote première au plus égale à celle du premier 


membre.» 


bo 
-11 
Lo 
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ou de deuxième catégorie et d'ordre A", 

ou de troisième catégorie et d'ordre A’”, 
et secomdaires toutes celles qui sont 

ou de premiére catégorie et d'ordre < A’, 

ou de deuxiéme catégorie et d'ordre < X”, 

ou de troisième catégorie et d'ordre < Æ°”. 
On voit par là que l’ensemble des dérivées secondaires équivaut exactement 
à celui des dérivées dont la cote première tombe au dessous de I'. On 
observera en outre que le système ($) ne contient, outre les variables et les 
inconnues, que des dérivées dominantes et secondaires, et que chacune de ses 
équations, linéaire par rapport à l'ensemble des dérivées dominantes, a pour 
premier membre une de celles-ci. 

Nous nommerons, dans ce qui suit: 

coefficients du système ($) les diverses fonctions (des variables, in- 
connues et dérivées secondaires) qui figurent dans les seconds membres, 
soit comme multiplicateurs des dérivées dominantes, soit comme termes 
indépendants de ces dérivées; 


9,59, >... les valeurs initiales de 2,y9,...; 
f,... les diverses quantités du groupe formé par les inconnues 
u,u,... et leurs dérivées secondaires (toutes ces quantités ont des valeurs 


initiales nulles, puisque les déterminations initiales sont identiquement 
nulles); 

u',u',... les inconnues de premiere categorie, g’ leur nombre, g;, 
923 +++, J, les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 1,2,..., 
K' — r1; 

u”, 0". ... les inconnues de deuxième catégorie, g" leur nombre, g;', 
Jay +++, Gx, les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres I,2,..., 
AK" —1; 


W^, w",... les inconnues de troisième catégorie, g" leur nombre, 
N 9% ..... gk", les nombres respectifs de leurs dérivées des ordres 
I N AT 





1 B . EN 
Dans la démonstration du n? 31 (infra), on nommera en outre fermes anormaux 
> . . 
du système (S) tous ceux qui, dans quelque second membre de (S), contiennent une 
dérivée anormale par rapport au premier membre correspondant: et termes normaux du 


"d 
système (S) tous les autres termes des seconds membres. 
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D'ailleurs, les seconds membres du systéme primitif S étant, par la 
définition 1néme des intégrales ordinaires, développables dans un domaine 
des valeurs initiales choisies pour les diverses quantités qui y figurent, 


on voit sans peine que les coefficients du système (S), fonctions des di- 
verses quantités 


sont développables dans un domaine des valeurs initiales 


qs ser 
VII. Soient 


(o 


a : I T : 
une constante positive moindre que 4 (c'est-à-dire. moindre que 
le quotient de 1 par le nombre des catégories d'inconnues du systeme 
donné); 


a une constante positive quelconque; 
, 11 ver 
HS o dC Leg 
, , , , 
I Gi 592 »*:::52x— 


1 


9" > 91 » 92 »-- IE 
"N 5s oe 5 GR As 
les entiers définis dans ce qui précède (V), (VJ); 


w', w", w'" trois fonctions inconnues de la variable indépendante ¢. 


Si l'on pose 





Pf , ow’ " oK—1 w' 
| nee +9 ob xus. cb i-i Tr 
| er , ow" 27 9E —lw" 
(50) UN iom b ne TU 
| "11,111 we ow" na oK 2 wi 
| 0 HP NUR at ze eor IK" ET? 
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et 6(2) = — le système différentiel 











9K w" po(z) 
^et. ^ 1 — 3eÓ(xn) 
! on 4p" — — u8(z) 
(51) HR E 0 () 
Kw pO(z) 
otk" ^ 1 — 3€B(z) 


admet un groupe d'intégrales satisfaisant aux conditions initiales 








; ow 9E —1 q’ = 
W ——— = a 
at pus 
/ | Een 9w" 9E y" * , 
59 2D = - = ri — O0: 
(5 ) ot otk" | pou 
ww!” 9w'" E xd ee 5 
"Ucet Lon DROUPIR OPE SUM" 


Les dérivées restantes de ces intégrales 
initiales essentiellement positives. 


ont d'ailleurs, pour t — o, des valeurs 


D'abord, l'existence d'un groupe d'intégrales répondant aux conditions 
initiales (52) résulte immédiatement de l'alinéa IV du présent numéro 22. 
D'un autre côté, si l'on développe 6(z) par la formule 


ı+2+2+..., 


et que, après avoir remplacé z par le 


le résultat par rapport aux puissances de 
m 

; 9w' ok} ay’ 

w —— => >: 

, at , , FILES ) 

oy Oui! 9K"— ag" 
dile reo uu 

TROC gk) qu" 
di mE o 


on voit immédiatement que les valeurs 


initiales de la fonction ainsi 


second membre de (50), on ordonne 


ob- 
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tenue et de ses dérivées partielles de tous ordres sont essentiellement 


E ; , I ; : 
positives. Il en est de méme de la fonction gr on peut, à 
= 3s (4 


Der: : 3 
cause de ¢ <-, développer suivant la formule 
3 


1 + 350 + 3780? + ..., 


par suite enfin du produit 


I 
Seren) 


second membre commun aux équations du systeme (51). Les valeurs 
initiales des dérivées principales de nos intégrales jouissent donc, elles 
aussi, de la propriété annoncée: car l'attribution aux quantités 


des cotes respectives 


DOMINO oO TO DER 


met tout d'abord en évidence la nature orthonome du systéme (51), et, 
cela étant, on apercoit sans peine que le calcul des valeurs initiales des 
dérivées principales, effectué de proche en proche pour les classes succes- 
sives à l'aide des relations primitives, conduit nécessairement à des résultats 
tous positifs. 

Nous désignerons par W’(t), W"(t) , W'"(t) les intégrales considérées 
du systeme (51). 

Nous ferons en outre observer ce qui suit. 


St Lone momme 65(,6£2,...5 91,53 9-361 „Ey ,...,; des quantités po- 
sitives (en nombre limité) vérifiant les relations 
SE SE = €; 
oe OH nd €, 
c CA + = = €, 


le systeme (51) entraine evidemment comme consequence 
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ok’ é EN OO ER EC 
EDS = p0(2) + € A(z) PETS €, 6( ) Ye . 
OK" ap" aK wy" 
1 Pr eU 4) iP uu Xs 
+ €, 0(z) a le; ac ) TS — 
Er nn 22 w^ png AE w" 
(53) deer (2) reper 02) E 
ot ot 
ok wy’ id 
ET = 10 em, 
ok" ap" i 
- = idem. 
otk 


D'ailleurs, le système (51) entrainant aussi comme conséquence les relations 


QE wy" gk uw" 
aU -— e0(2) er = €O(2) = , 





si, dans l'une quelconque des équations (53), on remplace telle ou telle 
des sommes 





; OK wh > OK ay 

e; O(z) 5n e; O(2) GE ; 
" ak" w " o* w" 

£1 A(z) otk’ ale T2 O(2) ok a , 
" 9f w 7 QE p^ 

&ı O(z) + 2, 4(z) +..., 


par la quantite 
VII. Le système déduit de (S) en y remplaçant les coefficients des 
seconds membres pur certaines majorantes relatives aux valeurs initiales 


LUS Fe COPIE 
des quantités 
CERO TRE 


possède un groupe d'intégrales qui s’annulent, ainsi que leur dérivées se- 
condaires, pour 
— u =Y—Y =... = 9, 


tandis que toutes leurs autres dérivées ont des valeurs initiales positives. 
Aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 


x, y ; Ae, W, v, don ui v", 2M Ww”, eu oye: 


bo 
-1 
=] 
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du systeme ($) faisons correspondre autant de constantes positives 


, [277 y 
, 


n 
Nous de d 


(54) Sic UI grep o see Dh 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considérant 
ensuite l'une quelconque des dérivées des inconnues, appelons poids de 
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction à 
laquelle elle appartient par ceux de toutes les variables de différentiation, 
distinctes ou non; désignons enfin d'une manière générale par cg ,... les 
poids respectifs des quantités f,.... 

Cela posé, considérons une équation, conséquence de (51), subsistant 


entre 
oKw' ow" Kw" 


ir gn? ape? 


et remplaçons-y la somme z par la somme 
ssec TUE) te se OP ates 


: N Rn CEST . : . 
substituons d’autre part à la dérivée sp» qui peut figurer dans divers 


termes de l'équation considérée, divers produits obtenus chacun en mul- 
tipliant l'une quelconque des dérivées dominantes de w’, v’,... par son 


oids; effectuons enfin des substitutions analocues pour chacune des dé- 
p , e 
K" ut HE ap" 


5 op 9^ w "uu, 9 Lu 
rivées —g et pour chacune des dérivées — x 


TU : la relation résultante 


sera, comme il est bien facile de s'en rendre compte, identiquement vé- 
rifiée pour 
u —.W Fe x) rau ut.) 


v’ Se W' [£(x — x,) zh 7 (y — 9X) aD e] 





"= W'[£g—2)-d 29—95) +. 


Ci 
on 
on 
IX 
MT 


p" —-—.W'[&z—2)-(9—3)-T--1 


1" - Wen) 09) t 


"Wet y). 
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Prenons maintenant, dans le systéme ($), une équation quelconque 
(s), et désignons par 4', g”, q" les nombres respectifs (> o) des dérivées 
dominantes de premiére, seconde, troisième catégorie, qui figurent effective- 


ment dans son second membre; par 


, , , 
AS NUR C DENN 
“1 1 1 
APY NN, ON RUN 
11 11 111 
ATI NUE EAN 


ces dérivées respectives, par 


(0, ; Wy eo e eiu 0," 


leurs poids respectifs, par A le premier membre de (5), et par & le 
poids de A. Si l'entier 4' n'est pas nul, on remplacera l'ensemble des 
termes en Aj, Aj, .... A, qui figurent dans le second membre de (s) 
par 


: &;0(s)A! + 7 9.8(5)A; +. + 5, 6(8) A5: 


si q’ est nul, on remplacera cet ensemble absent par — 


effectuera des substitutions analogues pour les termes en Aj’, Aj’,..., AY, 
et pour les termes en Aj", A;",..., A;" qui figurent dans le second 
membre de (5). Quant au terme indépendant des dérivées dominantes, 
on le remplacera par “6(s). On remplacera enfin le premier membre A 
I 


ar DA, et on multipliera les deux membres par —.  L'équation finale- 
I q 


e 
ment obtenue (5) ne différera alors de (s) que par les coefficients, fonc- 
tions de ©,Y,...,f,..., qui figurent dans le second membre. A chaque 
équation du systéme (S) on fera correspondre de méme une équation 
telle que (5); on obtiendra finalement un système (S) ne différant de 
(S) que par les coefficients des seconds. membres, et identiquement vérifié 
par la substitution aux inconnues des seconds membres de (55), c'est à 
dire de fonetions qui, elles et toutes leurs dérivées secondaires, prennent 
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en %,,¥Y,,--- des valeurs initiales nulles, tandis que leurs dérivées restantes 
y prennent des valeurs initiales positives. Chacun des nouveaux coeffi- 
cients s'obtient d'ailleurs en faisant le produit de 6(s) par quelque con- 
BAe 5 : j O*(s 
stante positive, et y ajoutant parfois le produit de dcs ac par quelque 
cos 
autre constante positive. La premiere de ces deux constantes, qui seule 





est importante à considérer, et que nous nommerons, pour abréger, carac- 
téristique du coefficient, dépend de ¢ ou de w suivant que le coefficient 
_où elle figure multiplie ou non quelque dérivée dominante. Son produit 
par @6(s) est identique au coefficient de (S) dont il s'agit, ou l'admet 


our majorante relativement aux valeurs 2, , y, ,...,0, ... dez, y, ... E 
0 40^ ©) 1523 nis 
La constante positive © étant choisie sous la seule condition d'étre 


inférieure à -, fixons maintenant les valeurs des constantes positives (54). 


3 
Considérons à cet effet le domaine des valeurs 


(56) i AND qui; 


à lintérieur duquel les coefficients des seconds membres de (S) sont dé- 
veloppables, et soient 

r une quantité positive moindre que tous ses rayons; 

M une quantité positive supérieure à toutes celles que l'on obtient, 
lorsque, aprés avoir développé les divers coefficients du système (S) à 
partir des valeurs (56), on remplace dans ces développements les coefficients 
par leurs modules, et les quantités 


DE TAGE Yt ual ceo, un 


par la constante »;' 





' Dans la démonstration du n? 31 (infrä), on remplacera cette phrase par la suivante: 
» M une quantité positive supérieure à toutes celles que l'on obtient, lorsque, après 
avoir développé à partir des valeurs (56) les coefficients des termes normaux du système 
(S) et les dérivées premières des coefficients des termes anormaux, on remplace dans ces 


développements les coefficients par leurs modules, et les quantités 


acm read ec 
par la constante 7.» 
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ET I 
P la plus grande des deux quantités M, -; 
: T 


( un entier positif supérieur à la plus grande valeur que puisse 
atteindre, pour une équation quelconque du systéme (S), le nombre des 
dérivées dominantes figurant au second membre; 

ano 
atteindre les cotes seconde, troisième, ..., p°" des diverses variables in- 


, les plus petites valeurs que puissent respectivement 
dépendantes; 

G,, @,,..., G, les plus grandes valeurs que puissent respectivement - 
atteindre celles des quantités f,..., c'est à dire des fonctions inconnues 
et de leurs dérivées secondaires; 

fab dat 2, Jp les. ! plus; petites, valeurs, eis) eo les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses 
dérivées dominantes. 

Désignant en outre par 


URS do b s 
p + 1 constantes positives dont les valeurs vont être fixées dans un instant, 
nous prendrons: 1? pour le poids d'une variable indépendante, un produit 
de puissances de 60,,0,,...,0, d'exposants respectivement égaux aux 
cotes première, seconde, ..., p""* de cette variable; 2° pour le poids d'une 
fonction inconnue, le quotient de « par des puissances de #,, 4,,..., 4 


p 
d'exposants respectivement égaux aux cotes premiere, seconde, ..., y'""* 
de la fonction inconnue considérée. — Le poids d'une dérivée de fonction 


inconnue aura alors pour valeur le quotient de «a par des puissances de 
0,,0,,..., 0, d'exposants respectivement égaux aux cotes premiere, se- 
conde, ..., p""* de la dérivée dont il s'agit. 
Cela étant,' on déterminera successivement les quantités 4, , 0, ;, 
-, 0,, 0, et a de maniere à vérifier les inégalités: 





Dans la démonstration du n? 31 (infra), on remplacera la fin du présent alinéa 
VIII par ce qui suit: 
»Cela étant, on déterminera successivement les quantités 85, 8, 4... .., 0, , 0, et 


a de manière à vérifier les inégalités 
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Dans ces conditions, les quantités €,7,...,¢,... et les caractéristiques 
dépendant de s ne peuvent manquer, comme nous allons le voir, d'étre 
toutes supérieures à P. 





et on raisonnera comme il suit pour établir que les coeffieients du systéme désigné par 
((S)) sont majorants pour les coefficients correspondants de (S). 

En premier lieu, les constantes £ , 79, ...,@,... ne peuvent manquer d étre toutes 
.., 4 étant toutes plus grandes que I, et 


supérieures à P. Car, les quantités # , 4,, . 


L3 


les cotes premières des variables indépendantes au moins égales à I, les quantités £, ace 


sont toutes au moins égales à 


HUE UE. 


par suite supérieures à P; et, d'un autre côté, puisque les quantités f, ... ont toutes 
des cotes premières moindres que J’, les quantités @,... sont toutes au moins égales à 


a 
CHALET ON 
par suite aussi supérieures à P. 

Si l'on considère maintenant une équation quelconque du système (($)), et, dans le 
second membre de cette équation, une dérivée dominante qui soit normale par rapport au 
premier membre, la dérivée dont il s'agit a nécessairement: soit une cote première in- 
férieure à celle du premier membre; soit une cote première égale à celle du premier 
membre, avec une cote seconde inférieure; ...: soit des cotes première, seconde, .... 
(p — 2)*"* respectivement égales à celles du premier membre avec une cote (p — 1)'?me 
inférieure; soit enfin des cotes première, seconde, ..., (p — I)*"* respectivement égales 
à celles du premier membre avee une cote p/"* inférieure. Comme les quantites A, 4,, 

., 4 sont toutes supérieures à I, les caractéristiques dépendant de = dans les termes 
normaux des seconds membres de ((S)) ont done, suivant le cas, une valeur supérieure à 


lune ou à lautre des quantités 
€ gie pi^ gie p 
fay 2 OUR; 2 ls 


Q 
iE: 


jp— Jp Y mdr 
gf e Obs, 


= 
Q 


€ 
Q 5 


Jp — Jp 
CAE: 


elles sont done toutes supérieures à P. 

Passons aux térmes anormaux. Le coefficient d'un terme anormal a d'abord, dans 
(($)), une valeur initiale positive, au lieu d'une valeur initiale nulle qu'il possède dans (3). 
On observera ensuite que la dérivée première, par rapport à l'une quelconque des quantités 
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Effectivement, les quantités 0,,0,,...,6, étant toutes supérieures 
à 1, et les cotes premiéres des variables indépendantes au moins égales 
à r, les quantités €,7,... sont toutes au moins égales à 


0,0585 . . . Or, 


par suite supérieures à P; et, d'un autre côté, puisque les quantités f, ... 
ont toutes des cotes premières moindres que /', les quantités g,... sont 


toutes au moins égales à 
a 


=] 


AL On LG 
1 G3°03°... 6," 


par suite aussi supérieures a P. 





æ,Y,...,f,..., du coefficient dun terme anormal, est le produit de 67(s) par une 
constante positive. et que cette constante positive est au moins égale à la plus petite des 


quantités 
€ ja— Jo J3— J: jp —J 
a FETE LE b e 
€ ]2—J2 pis—J3 Jp—J» 
Q 702 LÉ ... 07 5 
€ Ja ga: ip—J; 
@ 2% fg ce gn E. 


3 +ho— Jo hy—J. E hp 
f nude 2 pet g SM gon s 2 


TE 
Q gi 


par suite encore supérieure à P. 


7-6 à Ja Oy pie 6 


Up ' 


Finalement, si, désignant par ® le poids maximum des premiers membres du système 
((S), on prend > Pw, toute caractéristique dépendant de y, étant au moins égale à 
n A E 
Bo Sera; elle aussi, supérieure à P. 

En rapprochant tout ce qui précède des alinéas I et II du n° 22, on voit sans 
peine que les divers coefficients du système (S) admettent comme majorantes, par rapport 
aux valeurs (56), les coefficients correspondants du système ((S). Nous avons d'ailleurs 
déjà remarqué que ce dernier admet un groupe dintégrales qui, elles et toutes leurs dé- 
rivées secondaires, prennent en %,,%,,-.- des valeurs initiales nulles, tandis que leurs 


dérivées restantes y prennent des valeurs initiales positives.» 
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Si l’on considère maintenant une équation quelconque du systeme 
(S), chacune des dérivées dominantes figurant au second membre a né- 
cessairement: soit une cote premiére inférieure à celle du premier membre; 
soit une cote première égale à celle du premier membre, avec une cote 
seconde inférieure; ...; soit des cotes première, seconde, ..., (p— 2)" 
respectivement égales à celles du premier membre, avec une cote (p— 1)°%° 


inférieure; soit enfin des cotes première, seconde, ..., (p— 1)""%* 


respec- 
tivement égales à celle du premier membre, avec une cote p'™* inférieure. 
Comme les quantités 0,,0,,..-, 0, 
ractéristiques dépendant de € ont donc, suivant le cas, une valeur su- 


sont toutes supérieures à r, les ca- 


périeure à l'une ou à l'autre des quantités 


€ 


EU 7e OF 0970, 


E Te Be 
Qo Je ... (ahh ^g, , 


€ 
Q 
€ 


Q 


Orr 
p p—1? 


Oe: 
elles sont done toutes supérieures a P. 

Finalement, si, désignant par @ le poids maximum des premiers 
membres du système (S), on prend y > Pa, toute caractéristique dé- 


, . , \ H . » x 
pendant de y, étant au moins égale à —, sera, par suite, supérieure a 12% 
e 


En rapprochant des alinéas I et II tout ce qui précède, on voit sans 
peine que les divers coefficients du système (S) admettent comme ma- 
jorantes, par rapport aux valeurs (56), les coefficients correspondants du 
système (S). Nous avons d'ailleurs déjà remarqué que ce dernier admet 
un groupe d'intégrales qui, elles et toutes leurs dérivées secondaires, 
prennent en 2,,3,,..- des valeurs initiales nulles, tandis que leurs dé- 
rivées restantes y prennent des valeurs initiales positives. 


IX. Les intégrales hypothétiques de (S) qui, pour x — x, =y—y, =:.=0, 


ont des délerminations initiales identiquement nulles, ont leurs développements 
nécessairement convergents, ce qui achève la démonstration. 


Sur une question fondamentale du caleul intégral. 285 


Il suffit, pour l'établir, de prouver que, dans le système (S), les 
dérivées de tous ordres des intégrales effectives dont nous venons de 
constater l'existence ont des valeurs initiales positives (ou nulles), supé- 
rieures (ou égales) aux modules des valeurs initiales que doivent prendre 
les dérivées semblables des intégrales hypothétiques de (S). Le point en 
question se trouve déja établi pour les dérivées paramétriques, car leurs 
valeurs initiales sont nulles dans le système ($), tandis qu’elles sont po- 
sitives ou nulles dans le système (S): il reste donc à l'établir pour les 
dérivées principales. 

Or, si lon prend dans les systèmes (S) et (S) deux relations pri- 
mitives correspondantes (p) et (p), le second membre de la première est 
une somme de produits pouvant contenir en facteurs quatre sortes de quan- 
tités, savoir: certains entiers positifs; certains coefficients des seconds 
membres de (S); certaines dérivées partielles de ces coefficients; enfin 
certaines dérivées, principales ou paramétriques, des fonctions inconnues. 
Et le second membre de la deuxième est composé exactement de la même 
façon avec les entiers positifs dont il s'agit, les majorantes des coefficients 
de (S), leurs dérivées partielles, et les dérivées principales ou paramé- 
triques des fonctions inconnues. D'un autre côté, comme nous l'avons 
déja dit, les valeurs initiales des dérivées paramétriques des intégrales 
effectives de ($)) sont positives, et supérieures aux modules de celles que 
possedent les dérivées semblables des intégrales hypothétiques de (3). 
Si done on ordonne par rapport aux dérivées principales les seconds 
membres de (p) et (p), et qu'on y remplace par leurs valeurs initiales 
les variables, les inconnues, et les dérivées paramétriques, le second des 
polynomes ainsi obtenus aura ses coefficients positifs et supérieurs aux 
inodules des coefficients correspondants du premier. On voit alors, par 
un raisonnement effectué de proche en proche pour les classes successives, 
que les valeurs initiales des dérivées principales des intégrales effectives 
de ($) sont positives, et supérieures aux modules de celles que possèdent 
les dérivées semblables des intégrales hypothétiques de ($): c’est ce qui 
restait à établir. ' 





! Dans la démonstration du n? 31 (infrd), on remplacera la dernière phrase de 
lalinéa EX par la suivante: 


»En observant maintenant que toutes les dérivées principales anormales par rapport 
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QUATRIÈME PARTIE. 


x 


Réduction d’un système différentiel quelconque à une forme 
complètement intégrable. 


23. Nous rappellerons tout d'abord le principe suivant. 
Soient æ,y,... des variables en nombre quelconque que l'on con- 
sidére comme étant toutes indépendantes les unes des autres; soient en outre 


ae a 

deux systèmes d'équations numériquement vérifiées pour les valeurs par- 
tieulieres %,,%,,..., et dont les premiers membres soient des fonctions 
bien définies de &,%,... dans un domaine suffisamment restreint des 
valeurs 2,,9,,.... Le champ de variation de x,y,... étant suppose 
réduit à un pareil domaine, si le second des deux systèmes considérés 
admet toutes les solutions numériques du premier, on dit qu'il est une 
conséquence algébrique du premier; et si chacun des deux systèmes est 
une conséquence algébrique de l'autre, on dit qu'il sont algébriquement 
équivalents. 


Cela posé, et æ,y,... ayant la méme signification que ci-dessus, si 
l'équation 


(57) HERO) = ©) 


numériquement vérifiée pour les valeurs particulières x,,y,,..., a son 





au premier membre commun de (p) et ((p) ont disparu du premier polynome après cette 
substitution, on voit, par un raisonnement effectué de proche en proche pour les classes 
successives, que les valeurs initiales des dérivées prineipales des intégrales effectives de 
((S)) sont positives, et supérieures aux modules de celles que possèdent les dérivées 


semblables des intégrales hypothétiques de (S): cest ce qui restait à établir,» 
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premier membre développable dans un domaine de ces valeurs, si de plus la 


NN > oF 
dérivée partielle 5 





ne sannule pas pour les valeurs dont il s'agit, l'équation 


(57) équivaut algébriquement, dans le voisinage de Lys Yor ree) 0 une équation 


(58) D NEA) 


dont le second membre, développable dans un domaine des valeurs y,,..., 
se réduit, pour ces dernières, à «x,. 
Ecrire la formule (58), c'est ce qu’on appelle résoudre aw point de vue 


algébrique l'équation (57) par rapport à x dans le voisinage de z, , 9, , .... 


24. Etant donné un système différentiel S, dont les second membres 
sont nuls et les premiers développables dans quelque domaine, on peut, dans 
les circonstances générales, et sauf la rencontre de relations non identiques 
entre les seules variables indépendantes, en déduire sans changement de va- 
riables ni intégration un second système admettant les mêmes intégrales, et 
composé: 1° d'un groupe orthonome passif où se trouvent engagées certaines des 
inconnues du système proposé; 2° d'un groupe de relations exprimant les in- 
connues restantes à l'aide des variables indépendantes, des inconnues du pre- 
mier groupe, et des dérivées de celles-ci. ' 


(Il va sans dire que ces deux groupes de relations peuvent éventuelle- 
ment se réduire à un seul.) 

Nous présenterons tout d'abord une remarque générale sur le genre 
de raisonnement que l'on est obligé de faire dans une semblable question, 
quel que soit d'ailleurs le mode de réduction adopte. On doit en effet, 
quel que soit ce mode, résoudre algébriquement par rapport aux fonc- 
tions inconnues et à leurs dérivées, considérées dans un certain ordre, 
certaines relations dont les unes sont données, et dont les autres s'intro- 
duisent au fur et à mesure des calculs. Or, on suppose essentiellement 
que chacune des résolutions successives, auxquelles on est ainsi conduit, 
peut s'effectuer conformément au principe du numéro précédent 23, sans 
que les résolutions antérieures en soient troublees. Cette présomption, 





1 Cette proposition et la démonstration qui suit ont été publiées, en juin 1893? 
dans les Annales de 1 Ecole Normale (p. 151 et suiv.): on trouvera toutefois, dans 


la rédaction actuelle, quelques légères améliorations. 


bo 
0 
co 
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à laquelle les faits peuvent, dans tel ou tel cas, ne pas donner raison, 
se justifie toutefois assez fréquemment pour que nos déductions conservent 
toute leur valeur générale: mais, à vrai dire, la tres-grande généralité du 
problème posé ne nous permettra d’obtenir, dans les raisonnements de 
l'alinéa III (infra), ni une rigueur absolue, ni une précision irréprochable. 

Cela posé, voici comment on peut s'y prendre pour établir la pro- 
position générale formulée ci-dessus. 


L Si dans un système différentiel, résolu par rapport à certaines dé- 
rivées des inconnues, on attribue, conformément aux indications du n° 6, p 
cotes à chacune des variables et des inconnues, et si chaque second membre 
ne contient, outre les variables indépendantes, que des quantités normales par 
rapport au premier membre corréspondant, on peut, sans changer les cotes, 
en déduire un système orthoïque équivalent, composé d'un nombre égal d'équa- 
lions ayant respectivement les mêmes premiers membres. 


Si le systeme donné % n'est pas orthoique, on désignera par C la 
cote première maxima de ses premiers membres; puis, de l'ensemble des 
relations déduites de 3) par différentiations, on extraira un groupe 3j 
choisi de telle sorte, que, dans le système simultané 


(59) (5 , 3), 


chaeune des dérivées principales (12) dont la cote premiére ne surpasse 
pas C figure comme premier membre une fois et une seule. Les équa- 
tions du systéme (59), rangées à la suite les unes des autres d'aprés la 
classe croissante de leurs premiers membres (8). sont successivement ré- 
solubles par rapport aux dérivées qui figurent dans ces premiers membres, 
et, en effectuant la résolution dont il s'agit, nous sommes conduit à un 
système 


(60) (M, V), 


composé de deux groupes d'équations dont les premiers membres sont 
respectivement identiques à ceux des groupes 3j et 3j', tandis que les 
seconds membres, indépendants de toute quantité anormale, le sont en 
outre de toute dérivée prineipale. De là résulte immédiatement la nature 
orthoique du système #, et nous allons prouver maintenant qu'au point 
de vue de l'intégration ce systéme équivaut à 3j. 
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1° Toute solution de 3j vérifie K. 
Car elle vérifie (59), et par conséquent aussi (60). 
2° Toute solution de M vérifie Xj. 


Effectivement, les équations du systeme (59) étant disposées les unes 
a la suite des autres dans leur ordre de résolution successive, et celles du 
systeme (60) dans l'ordre correspondant, désignons par fj; et t; les équa- 
tions de rang ; de ces deux systèmes respectifs. Si l'on observe que la 
relation |J, fait nécessairement partie du groupe 2j, que dés lors t, fait 
partie du groupe À, et que, les relations |J, et t, étant identiques entre 
elles, toute solution de & vérifie |J, et r,, il nous suffit évidemment de 
faire voir qu'en supposant vérifiées les diverses équations du système À 
et celles des deux suites 


i) bh ideo aes n 
115.155 1-35 23; 


les équations [J,,,r,,, le sont également. Or, si t,,, fait partie du 
groupe À, elle est vérifiée par hypothèse, done aussi fj,,,, qui peut être 
considérée comme une combinaison de f,,1,,---,U,,U,qi- Si Tu fait 
partie du groupe %, j,,, fait partie du groupe 3j, et peut se déduire 
par différentiation de quelqu'une des équations |J, , ÿ,,...,1,; elle est 
done vérifiée en méme temps que ces dernières, par suite aussi T,,,. 
qui s'obtient par une combinaison de t,,t,,.... 0,5 lj, s. 


IL. Si l’on considère diverses fonctions 


(61) als ore D 
des variables indépendantes 
DUREE TER 
et que l'on forme successivement, avec des dérivées de w,v,..., w, divers 


ensembles (limités) dont chacun ne contienne que des dérivées paramétriques 
relativement à tous les précédents, le nombre de ces ensembles est forcément 


limité. * 








! Cette proposition, dont j'ai publié la démonstration en juin 1893 (Annales de 
| Ecole Normale, 1893, p. 171, 172 et 173), contient comme cas particulier la sui- 


om 
oí 


Acla mathematica. 23. Imprimé le 15 novembre 1899, 
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Placons-nous, en effet, dans l'hypothèse contraire, et supposons qu'on 
puisse former une suite indéfinie d'ensembles, dont chacun ne contienne 
que des dérivées paramétriques relativement à tous les précédents. En 
pareil cas, quelqu’une des fonctions (61), # par, exemple, fournit certaine- 
ment des dérivées à un nombre illimité d’ensembles. Si l’on désigne par 
E’ l'un de ces derniers ensembles, et par 


Qu eM, 
92^ oy"... 92" 


om 
Ov 
t3 

— 


l'une des dérivées de « qui figurent dans E’, il y a encore, à la suite de 
E', un nombre illimité d'ensembles contenant des dérivées de la fonction w; 
pour chacune de ces dérivées, l'un au moins des ordres partiels 2, p, ...,v, 
relatifs à w,y,...,2, est inférieur à l'ordre partiel correspondant de 
62), et chaeune d'elles appartient, à plus forte raison, à quelqu'une des 
2) ’ ) 
Go 1) du o)... o V) 
catégories que définissent respectivement les relations 
AX 


AO ieee TE 


ee 
wee 


bo 


SOs ny 15) wi 2 Sie os) aes 


RON RTS PU = pe 


Des diverses categories ci-dessus définies, une au moins, par exemple 


fournit done nécessairement des dérivées de x à un nombre illimité d’en- 





vante, formulée par M DELassus en 1896: Si l'on considère une suite infinie d’ensembles 
canoniques d'ordres croissants 


JU CIE s 5 1D” 


tels que l'on ait, quel que soit y, 
(Br)! < Ent. 


le nombre des termes de la suite pour lesquels il y a inégalité est forcément limité ( An- 
nales de l Ecole Normale, 1896, p. 431 et 432). 
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sembles postérieurs à E’. Si lon désigne par É" l'un de ces derniers 
ensembles, et par 


Ott E+ th" ay 


(64) ron... oa” 


l'une des dérivées de u de la catégorie (63) qui figurent dans E”, ily a 
encore, à la suite de E”, un nombre illimité d'ensembles contenant des 
dérivées de w de cette même catégorie; pour chacune des dérivées en 
question, l'un au moins des ordres partiels w,...,» relatifs à y,...,2 est 
inférieur à l'ordre partiel correspondant de (64), et chacune d'elles appar- 
tient, à plus forte raison, à quelqu'une des 


(9^ ru... ("+ 71) 


catégories que définissent respectivement les couples de relations 


[à J, (eet [A= J, [à = 4, 
|p — o; [n= s la = 25 oui. oisi 
[à =; [à = 4, [= [A = 1, 
|» =o; Pre |. = >; Ly yt! 


De ces nouvelles catégories, une au moins, par exemple 
yl bs 
|* = M, 


fournit done nécessairement des dérivées de # à un nombre illimité d'en- 
sembles postérieurs à EK". En poursuivant ce raisonnement et désignant 
par ...,n des entiers convenablement choisis, on arrivera à cette con- 


clusion absurde que la catégorie 
À = |, 


pm, 
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ne comprenant évidemment qu'une seule dérivée de w, en fournit à un 
nombre illimité d’ensembles. 

III. Pour démontrer la proposition dont l'énoncé figure en tête du 
présent numéro 24, nous adopterons pour les variables, et aussi pour les 
inconnues engagées dans le système S, un ordre déterminé, et nous 
attribuerons des cotes à toutes ces quantités, conformément aux indications 
données dans l'exemple II du n? 21. Considérant alors la suite taxique, 
nous chercherons quel est, dans cette suite, le terme le plus éloigné (vers 
la gauche) qui figure effectivement dans les équations du systéme, nous 
résoudrons par rapport au terme dont il s'agit l’une des équations où il 
figure, et nous en porterons la valeur dans les équations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de résolution, un nouveau systéme S’ 
contenant une équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure 
plus la dérivée éliminée ni aucune des dérivées situées à sa gauche dans 
la suite taxique. Nous considérerons, parmi les dérivées restantes, la plus 
éloignée (vers la gauche) de celles qui figurent effectivement dans S’, 
nous résoudrons par rapport à elle l'une des équations de S’ où elle 
figure, et nous en porterons la valeur dans les équations restantes, ce 
qui nous donnera, outre les deux formules successives de résolution, un 
troisième système contenant deux équations de moins que le proposé. 
Et ainsi de suite. En d'autres termes, nous déduirons des équations 
données, par résolutions successives, des formules dont les premiers membres 
se trouvent rangés suivant l'ordre taxique, et, en poursuivant ce calcul 
jusqu'à ce que les équations non encore résolues ne contiennent plus 
aucune dérivée, nous tomberons sur un systéme composé de deux groupes, 
lun différentiel, l'autre fini. Si le groupe fini, résolu par rapport aux 
fonctions inconnues successives, ne nous conduit pas à une relation non 
identique entre les seules variables indépendantes, auquel cas le systéme 
proposé serait impossible, il nous permettra d'exprimer certaines des fonc- 
tions inconnues à l'aide des autres et des variables indépendantes, et par 
suite aussi les dérivées des premières en fonctions composées différentielles 
des secondes. Le groupe différentiel pourra alors être transformé en un 
système d'ordre au plus égal à S, et qui sera de même nature que S, 
avec cette différence que le nombre des fonctions inconnues s'y trouvera 
diminué, ainsi que le nombre des équations. Sur ce système on opérera 
comme sur le proposé, et ainsi de suite. Finalement, et sauf la rencontre 
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d'une relation non identique entre les seules variables indépendantes, le 
système proposé se trouvera remplacé par un groupe différentiel exclusive- 
ment composé de relations normales, et par quelques groupes finis. Si, 
dans chacun de ces derniers, on tient compte de ceux qui ont été obtenus 
aprés lui, on voit que leur ensemble exprime quelques-unes des fonctions 
inconnues à l'aide des variables indépendantes et des fonctions inconnues 
restantes. Celles-ci sont seules impliquées dans le groupe différentiel, que 
lon peut, en vertu de l'alinéa I, remplacer par un systeme taxique €, 
composé d'un nombre égal d'équations ayant respectivement les mêmes 
premiers membres. 

Si le système @ n'est point passif, on considérera, parmi les con- 
ditions de passivité, celles qui ne se réduisent pas à des identités, et l'on 
observera qu'elles constituent autant de relations auxquelles les intégrales 
du proposé doivent nécessairement satisfaire. De ces relations on déduira 
alors, par résolutions successives, des formules dont les premiers membres 
se trouvent rangés suivant l'ordre taxique; si, une fois ces formules ob- 
tenues, les conditions de passivité ne fournissent en outre aucune rela- 
tion finie, on adjoindra au systeme © les formules dont il vient d'être 
question, et l'on substituera au systéme total ainsi formé, ou les équations 
sont toutes normales, un système taxique €’, composé d'un nombre égal 
d'équations ayant respectivement les mêmes premiers membres (D. Si le 
systeme ©’ n'est pas passif, on le traitera comme le système @, et, sauf 
la rencontre d'un système passif, on continuera ainsi tant que les systémes 
® , Q', ... successivement obtenus ne fourniront, par la résolution de leurs 
conditions de passivité, aucune relation finie. Si, à un moment donné, 
on tombe sur un systeme non passif où cette circonstance cesse d'être 
réalisée, on considérera le groupe différentiel et le groupe fini déduits 
des conditions de passivité; du groupe fini, supposé possible, on tirera un 
certain nombre des fonctions inconnues exprimées à l'aide des variables 
indépendantes et des autres fonctions inconnues, et le systéme dont il 
s'agit, préalablement augmenté du groupe différentiel, pourra, grâce aux 
formules résultantes, étre transformé en un systéme de méme nature que 
S, mais impliquant moins de fonctions inconnues encore que n'en im- 
pliquait le système @. 

Sur le systéme résultant, on recommencera à nouveau toutes les 
opérations successives précédemment exécutées sur S, et ainsi de suite. 
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Or il est facile de voir que l'application d'un pareil mécanisme conduit 
forcément soit à une impossibilité, soit à un système passif, soit à l'éli- 
mination complete des dérivées. Effectivement, dans l'hypothése contraire, 
elle ne pourrait manquer de conduire à un système taxique non passif 
qui, traité comme l'a été tout-à-l'heure le système @, engendrerait, sans 
réduction ultérieure du nombre des fonctions inconnues, une suite illimitée 
de systèmes également taxiques et non passifs. En comparant entre eux 
deux systèmes consécutifs de cette dernière suite, on trouverait dans le 
second deux groupes: l'un composé d'équations en nombre égal à celles 
du premier systéme et ayant respectivement les mémes premiers membres; 
l'autre résolu par rapport à des dérivées paramétriques du premier. En 
vertu de l'alinéa II, toutes les dérivées des fonctions inconnues finiraient 
done par devenir principales, et les conditions de passivité ne fourniraient 
plus alors que des relations finies; on serait donc conduit, contrairement 
à ce qui précéde, soit à une impossibilité, soit à une réduction du nombre 
des fonctions inconnues. 


25. Ainsi donc, étant donné un système différentiel dont les seconds 
membres sont nuls et les premiers développables dans quelque domaine: 

Ou bien ce système n'admet aucune solution; 

Ou bien il équivaut à quelque système fini que lon en peut déduire, 
sans changement de variables, par de simples résolutions d'équations, combinées 
avec des différentiations; | 

Ou bien enfin son intégration se ramène de la même manière à celle de 
quelque système orthonome passif. 


26. La réduction des systémes différentiels quelconques aux systèmes 
orthonomes passifs peut encore s'opérer à l'aide d'une méthode un peu 
différente, fondée sur le théoréme suivant: 

Etant donné un système différentiel S dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers développables dans quelque domaine, on peut, dans les 
circonstances générales, et sauf la rencontre d'une relation non identique entre 
les seules variables x,y,..., en déduire sans changement de variables ni 
intégration un second système admettant les mêmes intégrales, et formé de 
deux groupes d'équations S,, S, qui jouissent de la double propriété ci-après 
énoncée: 1° l'une des fonctions inconnues, u, du système proposé ne se trouve 
plus impliquée dans le groupe S,; 2° en substituant aux inconnues restantes, 
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U,..., des intégrales quelconques du groupe S,, on transforme le groupe S,, 
soit en une formule unique exprimant directement la fonction u à l'aide des 
variables % ,y,..., soit en un système orthonome passif à la seule fonction 
inconnue u." 


Nous ne traiterons provisoirement comme inconnue qu'une seule des 
fonctions 4w,v,..., la fonction # par exemple, nous adopterons pour les 
variables indépendantes un ordre déterminé, et nous attribuerons des cotes 
à w,2,9,..., conformément aux indications données dans l'exemple II 
du n? 21. Formant alors, avec les dérivées de w, la suite taxique, à 
laquelle nous adjoindrons, sur sa droite, la fonction w elle-même, nous 
chercherons quel est, dans cette suite, le terme le plus éloigné (vers la 
gauche) qui figure effectivement dans les équations du systéme, nous ré- 
soudrons par rapport au terme dont il s'agit l'une des équations ou il 
figure, et nous en porterons la valeur dans les équations restantes: nous 
aurons ainsi, outre la formule de résolution, un nouveau système S’, 
contenant une équation de moins que le proposé, et dans lequel ne figure 
plus la dérivée éliminée, ni aucune des dérivées situées à sa gauche. 
Parmi les dérivées restantes, nous considérerons la plus éloignée (vers la 
gauche) de celles qui figurent effectivement dans S’, nous résoudrons par 
rapport à elle l'une des équations de S’ où elle figure, et nous en porterons 
la valeur dans les équations restantes, ce qui nous donnera, outre les deux 
formules successives de résolution, un troisième système contenant deux 
équations de moins que le proposé. Et ainsi de suite. En poursuivant 
ce caleul jusqu'à ce que les équations non encore résolues ne contiennent 
plus la fonction w ni aucune de ses dérivées, nous tomberons sur un 
systéme composé de deux groupes, savoir: 1? les formules de résolution 
À successivement obtenues; 2? les équations non encore résolues %. Si 
parmi ces dernières figure quelque relation non identique entre les seules 
variables x ,y,..., le système proposé est impossible. Si parmi les pre- 
miéres figure une relation @ résolue par rapport à u, elle ne contient 
dans son second membre ni w ni aucune de ses dérivées, et la fonction 
u se trouve ainsi exprimée à l'aide des variables indépendantes a, y,..., 
des fonctions restantes v,... et de leurs dérivées; les diverses dérivées de 
u peuvent done, elles aussi, s'exprimer de la méme maniére, et en portant 








1 Voir les Annales de l Ecole Normale, juin 1893, p. 178, 179 et 180. 
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leurs valeurs, avec celle de w, dans les formules de résolution précédentes, 
nous obtiendrons certaines relations (f ne contenant plus la fonction w ni 
aucune de ses dérivées: le groupe S, se composera alors de la relation 
unique d, et le groupe S, des relations 2,6. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra, en vertu d’une pro- 
position démontrée plus haut (24,1), remplacer le système A par un 
systeme taxique @, composé d'un nombre égal d'équations ayant respec- 
tivement les mêmes premiers membres. On observera alors que les con- 
ditions de passivité du système @ constituent autant de relations aux- 
quelles les intégrales du proposé doivent nécessairement satisfaire. On 
traitera ces relations comme on a traité le système proposé S, et l'on en 


o 


déduira de méme: 1° un premier groupe A’ d'équations, obtenues par 


résolutions suecessives, ayant pour premiers membres certaines dérivées 
de w et éventuellement cette fonction méme; 2° un deuxième groupe B’ 
de relations ne contenant plus la fonction # ni aucune de ses dérivées. 
Si parmi les dernières 3' figure quelque relation non identique entre les 
seules variables æ,7y,..., le système proposé est impossible. Si dans le 
groupe A’ figure une relation a’ résolue par rapport à w, la fonction u 
et ses dérivées peuvent s'exprimer à l'aide des variables indépendantes 
T,J,..., des fonctions restantes v,... et de leurs dérivées, et en portant 
les valeurs ainsi obtenues dans les relations précédentes du groupe JA’ et 
dans celles du groupe @, on obtiendra certaines relations 6’ ne contenant 
plus la fonction inconnue # ni aucune de ses dérivées: le groupe S, se 
composera alors de la relation unique a, et le groupe S, des relations 
»,%,6. Si le groupe A’ n'existe pas, le groupe S, se compose des 
relations €, et le groupe S, des relations 3, #7. 

Si aucun de ces cas ne se présente, on pourra déduire du systéme 
(@, A’) un systéme taxique €’, composé d'un nombre égal d'équations 
ayant respectivement les mêmes premiers membres. Sur le système € 
on opérera comme sur @, et ainsi de suite. 

Or, un pareil mécanisme ne peut manquer de conduire finalement 
soit à une impossibilité, soit à une équation résolue par rapport à w, 
soit à des conditions de passivité indépendantes de w et de ses dérivées. 
Car, dans le cas contraire, il conduirait à une suite illimitée de systèmes 
taxiques possédant la propriété suivante: chacun des systèmes dont il 


, . 


s'agit comprendrait un premier groupe d'équations en nombre égal à 
x . 


bo 
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celles du système précédent et ayant respectivement les mêmes premiers 
membres, puis un deuxième groupe d'équations résolues par rapport à des 
dérivées paramétriques du précédent. Il résulte de cette circonstance que 
toutes les dérivées de w finiraient par devenir principales (24, Il), et à 
partir de ce moment les conditions de passivité demeureraient finies par 
rapport à w, ce qui est évidemment incompatible avec notre hypothèse. 


27. Au système S, on pourra appliquer la proposition du numéro 
précédent, et continuer ainsi jusqu'à épuisement des fonctions inconnues. 
Des lors: 

Etant donné un système différentiel dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers développables dans quelque domaine, on peut, dans 
les circonstances générales, et sauf la rencontre de relations non identiques 
entre les seules variables indépendantes, en déduire, sans changement de 
variables ni intégration, un second système admettant les mêmes inté- 
grales, et formé de groupes successifs d'équations 


GAG ENG; 


qui jouissent des propriétés suivantes: 
1° Ces groupes sont en nombre égal à celui des inconnues 


Teen a So Ur 


2° Dans le groupe G, (k = 1, 2,...,7) se trouvent engagées les seules 
inconnues 
Us ety Mes 


3° Si le groupe G, n'est pas entierement dépourvu d’équations,® la 
substitution à 


UNE TU 


d'intégrales quelconques du systeme 


Y 


CE eR 


transforme G,, soit en une formule exprimant l’inconnue uw, à l'aide des 
variables indépendantes, soit en un systéme orthonome passif à la seule 
inconnue 4/;. 

L'intégration du système proposé se ramène ainsi à l'intégration 
successive de divers systèmes orthonomes passifs n'impliquant chacun 
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qu'une seule fonction inconnue, et la seule connaissance des premiers 
membres de 
GC E 


1^? 


permet de fixer avec une entière précision l'économie des conditions ini- 
tiales dont la donnée détermine entiérement un groupe d'intégrales du 
systéme proposé. 


27 bis. Plus généralement: 


Etant donné un système différentiel S, dont les seconds membres sont 
nuls et les premiers développables dans quelque domaine, on peut, dans les 
circonstances générales, et sauf la rencontre de relations non identiques entre 
les seules variables indépendantes, en déduire, sans changement de variables 
ni intégration, un second système admettant les mêmes intégrales, et formé 
des groupes successifs d'équations 


de la façon suivante: 

1° L'ensemble de ces derniers reproduit une fois et une seule chacune 
des inconnues du système proposé S. 

2° Dans le groupe S, (k—1,2,...,q) se trouvent engagées les seules 
inconnues 


a 
PUS Ch 


3° Si le groupe S, west pas entièrement dépourvu d'équations, la sub- 
stitution aux inconnues 


CA eee 
d'intégrales quelconques du système 


CRINE ae 


q 


transforme S,, soit en un groupe de formules exprimant les inconnues s, à 
l'aide des variables indépendantes, soit en un système orthonome passif aux 
seules inconnues S,. 
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L'intégration du système proposé S se ramène ainsi à l'intégration suc- 
cessive de divers systèmes orthonomes passifs, et la seule connaissance des 
premiers membres de 

SS SAO, 


q 


permet de fixer avec une entière précision l'économie des conditions initiales 
dont la donnée détermine entièrement un groupe d'intégrales du système S. 


CINQUIÈME PARTIE. 


Propositions diverses sur les systèmes non orthonomes. 


28. Nous nous proposons, dans le présent chapitre, d'examiner 
certaines formes différentielles non orthonomes, et d'établir, pour des 
données initiales convenablement choisies, l'existence de leurs intégrales. 

Une fonction f(x,y,...) de variables en nombre quelconque sera 
dite quasi-exponentielle, si, en désignant par M, , 4 des constantes positives 
convenablement choisies, et par x, ¥,,--. des valeurs particulières con- 
venablement choisies de æ,7,..., elle admet pour majorante (22, I), re- 
lativement aux valeurs z,, y,, ..., la fonction 


W(z,y,...) = Meteo, 


D’après cette définition, une fonction quasi-exponentielle est dévelop- 
pable à l'aide d'une série entière indéfiniment convergente. En outre, 
comme nous allons maintenant le prouver, elle jouit, en tout point ana- 
lytique (z,,y,,...), d'une propriété semblable à celle que la definition 
précédente lui assigne en (r,,5,,...) Effectivement, si l'on développe, 
à partir de 2,,9,,..., les deux quantités 


T RUP cedes EN Ca HIER E 


il résulte de la définition des majorantes que chaque terme du premier 
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développement a un module inférieur à celui du terme correspondant du 
second; à plus forte raison le module du premier développement est-il 
moindre que la somme des modules des termes du second; or, le second 
ayant tous ses coefficients positifs, il est clair qu'en désignant par €,,7,,... 
les modules respectifs des différences z, — 2, , y, — 9, ..., la somme 
des modules de ses termes est 


Mean): 
on aura donc 


mod f(z, , 9, , -..) « Meets, 
Un raisonnement semblable, appliqué aux fonctions 


(Pr d, ---) (a ee: .) , pe) (ag S ae ) == Mate) tor is 


3e TU, 


dont la première a pour majorante la seconde, conduira à l'inégalité 
(nq...) N Tq... Atmt...) 
mod (5259. M De SRE 


Zi Yy car 


En posant M,e*&**»*.) — M,, il vient finalement 


TOG) file Year Ma 


modfi te) „un tens) eI a 


ce qui revient à dire que, relativement aux valeurs x 
tion f(r,y,...) a pour majorante 


Pisces alone 


M, gale) Gn». 


Les fonctions quasi-exponentielles donnent encore lieu aux remarques 
suivantes: 


I. Toutes les dérivées d'une fonction quasi-exponentielle f(x,y, ...) 
sont elles-mêmes quasi-exponentielles. 


Posons en effet 


FPG, ys) role, yet 
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et 
MAR MIS 


or 


La fonction f(r,y,...) étant quasi-exponentielle, il résulte de la dé- 
finition que l'on a, pour toutes valeurs positives ou nulles des entiers 
| 
mod er x Mittit .) < gh Fear uic 
ou 
Model Ma 


La fonction c(r,y,...) a done pour majorante, relativement aux valeurs 


Ly 5 Yo D O5» 
Mi ete) + ove) + ae ll 


II. Si Ton effectue sur une fonction quasi-exponentielle un nombre quel- 
conque de quadratures simples, en ayant soin que le résultat de chacune 
d'elles se réduise, pour une valeur particulière donnée de la variable qu'elle 
intéresse, à une fonction quasi-exponentielle des variables restantes, le résultat 
final de Vopération est lui-méme une fonction quasi-exponentielle. 


On peut évidemment se borner au cas d'une seule quadrature, re- 
lative, par exemple, à la variable z. Cela étant, supposons que le ré- 
sultat d'une pareille quadrature, exécutée sur la fonction quasi-exponen- 


tielle f(r,y,...) doive se réduire, pour x = z,, à la fonction quasi- 
exponentielle w(y,...), et soient y,,... des valeurs particulières quel- 








conques de y, ..., 
Sr GEHN y) 
— 18/03 2 JT 2 5 RER? 
PT GA Mob) OT PARLE q 
SN Wem 
u 0 2 
cii. 
les développements respectifs de f(r,y,...) w(y,...) à partir de z,, 
Y%:---. L'intégrale, développée à partir des mêmes valeurs, a évidem- 
ment pour expression 
- ^ (y — y,)2 an (m — et! (y — y, yt 
F(r,y,..)— Y BD er ÿ aum x d y = Yo) TAX 
> Er 12 d Ern Io GE) arr) 


D'un autre côté, si l'on désigne par M, , «, N,, f quatre constantes po- 


1 
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sitives convenablement choisies, on a, puisque f(x,y,...) et e(y, ...) 
sont quasi-exponentielles, 


7 ptg... T Qu... 
mod a,,,,.. « Ma , mod De < NB, 
ou 


Mr. oe 
mod a Late Mod 7 EN pre: 
= ee 


Ps Qs vee 


on en tire à plus forte raison, en désignant par P, la ‘plus grande des 


quantités a AN, et par 7 la plus grande des quantités a, B, 


mod q,,,,.. < py ees , mod b, « Pt, 


c'est à dire 


mod BPR) (aya, ie) E dM 


CDS 


URC en =< dE 
mod Kod TERRE) EE dece 


La fonction F(r,5,...) est donc elle-même quasi-exponentielle, ce que 
nous voulions établir. 


III. Toute fonction composée à l'aide d'une composante entière et de 
fonctions simples quasi-exponentielles est elle-même quasi-exponentielle. * 


Il suffit évidemment d'établir cette propriété pour une somme et un 
produit de deux fonctions quasi-exponentielles. 

Or, si les fonctions f(r,y,...) o(æ,y,...) sont toutes deux quasi- 
exponentielles, on a, en désignant par M,,a,N,,/ quatre constantes 
positives convenablement choisies, et pour toutes valeurs positives ou nulles 
des entiers p,q,..., — 


(P 95...) Far. 
mod RÉ NO ET EIE 

(P...) NT tg. 
mod: ge 49 (axis E SON NÉS 


En désignant par P, la plus grande des deux quantités M,, N,, et par 
7 la plus grande des deux quantités a, f. on aura à plus forte raison 





* Voir la note de la page 264. 
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mod fire yr toe prie 
mod Qut (EE : Yo ra 2) d JE NES 


d'ou l'on déduit, par addition membre à membre, 


mod fre, , y...) + mod gt (e, , Je) 2 Pn, 


et à plus forte raison 


mod WR (x, ? Yo ue ..) 35 gue (x 0? Yo A INS J] < DE. 


La somme des deux fonctions données est done quasi-exponentielle. 
Si l'on considère maintenant le produit 


CAT) GUY RG CARE) 


et qu'on le différentie p fois par rapport à x, q fois par rapport à y, 
etc., sans effectuer jamais la réduction des termes semblables, on a finale- 
ment une somme composée de 2"*7*- termes; chacun de ces termes est 
d'ailleurs un produit de deux dérivées appartenant respectivement à f et 
à e, et dont les ordres totaux respectifs ont pour somme p + q +.. 


On a done, en donnant à P, et 7 la méme signification que ci-dessus, 


mod Gn : y, AL .) < guum puteos 
ou - 
modia me yo Son 


Le produit G(r,5,...) est donc quasi-exponentiel. 


29. Si dans un système orthoique passif, linéaire par rapport à Ven- 
semble des inconnues et de leurs dérivées, les termes indépendants de ces 
quantités sont tous quasi-exponentiels, et que les autres coefficients se ré- 
duisent tous à des constantes; si, de plus, les fonctions, en nombre fini, dont 
la donnée détermine entièrement un groupe d'intégrales hypothétiques du sy- 
steme, sont toutes quasi-exponentielles: les intégrales dont il s'agit existent 
effectivement et sont elles-mêmes quasi-exponentielles. 


I. Nous observerons tout d'abord qu'en vertu des n* 2, 3, 4, et 
des remarques faites au numéro précédent 28, les déterminations initiales 
des intégrales hypothétiques sont toutes quasi-exponentielles. 
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Cela étant, soient w,v,... les fonctions inconnues du système pro- 
posé, que nous désignerons par (S); 1,, 1, ,... leurs déterminations ini- 
tiales respectives; U, u,... de nouvelles fonctions inconnues. Si, comme 
à l'alinéa VI du n? 22, on effectue la transformation 


u= 1, +4 
’ 
| 9 — JL. -— 0% 
en attribuant à 1, U,... les mêmes cotes respectives qu'à w,v,..., on 


voit immédiatement: 1° 


que le systéme ($) ainsi obtenu est orthoique 
comme le proposé, et que, sauf le changement de w,v,... en U,U,..., 
les dérivées des fonctions inconnues s'y répartissent de la méme manière 
en principales et paramétriques; 2° que le système ($) est, comme le 
proposé, linéaire par rapport à l'ensemble des inconnues et de leurs dé- 
rivées, que les termes indépendants de ces quantités y sont tous quasi- 
exponentiels, et les autres coefficients tous constants; 3? enfin, que si 
l'on impose d'une part aux intégrales hypothetiques de (S) les détermi- 
nations initiales Z,, /,,..., d'autre part à celles de (S) des déterminations 
initiales identiquement nulles, les relations primitives, numériquement 
concordantes dans le premier cas, le seront aussi dans le second, et four- 
niront, pour les dérivées principales semblables des inconnues corres- 
pondantes, les mêmes valeurs initiales. En conséquence, tout revient à 
prouver: 1° la convergence des développements des intégrales hypothétiques qui, 
dans le système (S), répondent à des déterminations initiales identiquement 
nulles; 2° la nature quasi-exponentielle de ces intégrales. 


II. Si, dans les seconds membres de (S), on remplace les termes in- 
dépendants par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales v, , y, , +++ 
des variables &,Y,..., puis tous les autres coefficients (non nuls) par 
certaines. constantes positives respectivement supérieures à leurs modules, le 
système résultant (S) admet un groupe d'intégrales qui s'annulent toutes en 
Los Vos sss, Landis que leurs dérivées de tous ordres y prennent des valeurs 
initiales essentiellement positives. 


Les termes indépendants qui figurent dans les seconds membres de 


(S) étant tous quasi-exponentiels, on peut assigner deux constantes po- 
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sitives, H, 7, telles, que les termes indépendants dont il s'agit admettent 
tous pour majorante, relativement aux valeurs CR PT ee n fonction 


Hee —%0) t (vy—99)- ...] , 


Je désigne en outre par y une constante positive quelconque, qui sera 
fixée ultérieurement. 

Cela étant, je considére une équation quelconque (5) du systéme (S), 
jappelle » l'ordre du premier membre, r l'ordre du second, et je pose 


65 MR EM: 
3 7i 0 if of j 


dans la formule (65), M,, M,, M,,..., M, désignent autant de con- 
stantes positives ou nulles; la constante M, sera choisie positive ou nulle, 
suivant que l'équation (5) contiendra ou non dans son second membre 
quelqu'une des fonctions inconnues 1d, 0U.... du systeme (S); méme 
alternative pour la constante M,, suivant que l'équation (8) contiendra 
ou non dans son second membre quelque dérivée première de d, 0,...; 
pour la constante M,, suivant que l'équation (5) contiendra ou non dans 
son second membre quelque dérivée seconde de H,u,...; et ainsi de 
suite jusqu'à M,; enfin, celles des constantes M,, M, , M,,..., M, qui 
ne sont pas nulles seront choisies suffisamment petites pour que la valeur 
de M définie par la formule (65) soit positive. Désignant alors par w 
une fonction inconnue de la variable indépendante £, je considère l'équa- 
tion différentielle 


9" 4p a ow 9,00 
(66) E => Mop + Mye + Mw = M, ot + ^oc + M, ; 


et je remarque qu'en vertu de la relation (65) elle admet l'intégrale 
W(t) = ule* — 1), 


qui s’annule pour = o, tandis que ses dérivées de tous ordres y pren- 
nent des valeurs initiales essentiellement positives. Cette équation (66) 
peut d'ailleurs s’écrire sous une forme un peu différente, comme il suit: 
je laisse intacts le premier membre et les deux premiers termes du second 
membre; si M, n'est pas nul, j'appelle 4, le nombre des termes qui, dans 
le second membre de (5), contiennent quelqu'une des fonctions inconnues 
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U,U,..., et je remplace, dans le second membre de (66), le terme M,w 

par une somme de g, termes égaux chacun à T w; si M, n'est pas nul, 
0 

j'appelle g, le nombre des termes qui, dans le second membre de (8), 

contiennent quelque dérivée premiere de d, 0,..., et je remplace, dans 


ow E 
le second membre de (66), le terme M, 4, par une somme de g, termes 


j , M, ow 24S 3 4 ^ t 3 On 
égaux chacun à — 5p > et ainsi de suite jusqu’au dernier terme M. 
: di - 

De cette manière, je fais correspondre à l'équation (s) du systeme (S) 
une certaine équation différentielle 

(66 bis), 

écrite d'une certaine manière, et impliquant la fonction inconnue w de la 
variable indépendante /; au terme indépendant qui figure dans le second 
membre de (s) correspond, dans l'équation (66 bis), Mu + Mpe"; à tout 
autre terme (supposé effectif) du second membre de (5) correspond le 


produit d'une constante positive par lune ou lautre des quantités w, 
ow 9°w 
ot ? ot? 

Cela posé, aux variables indépendantes et aux fonctions inconnues 


s. Suivant que le terme considéré de (5) est d'ordre o, 1, 2,.... 


2.5 US SEDENT ete 


du système orthoïque ($), faisons correspondre autant de constantes po- 
sitives 


$534: v, VENDRE EEE 


que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs; considérant 
ensuite l’une quelconque des dérivées des inconnues, appelons poids de 
cette dérivée le quotient obtenu en divisant le poids de la fonction à 
laquelle elle appartient par ceux de toutes les variables de différentiation, 
distinctes ou non. Dans l'équation (66 bis), nous remplacerons le terme 
indépendant Mu + Mpé par 


M,p + Myers) +1, 


considérant ensuite le premier membre de (66 bis) ou tout autre terme 
du second membre, nous le comparerons au terme correspondant de l'équa- 
tion ($), nous remplacerons la dérivée de w (d'ordre positif ou nul) qui 
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figure dans le terme considéré de (66 bis) par la dérivée de u,u,... 
(d'ordre égal) qui figure dans le terme correspondant de (5), et, cette 
substitution une fois faite, nous multiplierons la dérivée en question par 
son poids; enfin, nous réduirons à l'unité le coefficient du premier membre. 
On voit immédiatement que l'équation résultante (s) est identiquement 
vérifiée pour 


uL W[Er—2)- 4(y—y) ++.) 


— 

Oo 
-lI 

— 


I npe; 
= W [£(x — x) + (9 — 4) + --.] 


A chaque équation du système ($) on fera correspondre de même une 
équation telle que (5), et l'on tombera ainsi sur un systeme (S), iden- 
tiquement vérifié par la substitution à 1, U,... des seconds membres 
des formules (67), c'est à dire de fonctions qui s'annulent pour 


DT — 9 —¥, — 3.2. — 0, 


tandis que leurs dérivées de tous ordres prennent des valeurs initiales 
essentiellement positives. 

Dans ce qui suit, je nommerai 

P une constante positive supérieure au plus grand module que 
puissent atteindre, dans le système (S), les coefficients (constants) des 
termes non indépendants des seconds membres; 

h,,h,,...,h, les plus petites valeurs que puissent respectivement 
atteindre les cotes seconde, troisième, ..., p""* des diverses variables in- 
dépendantes; 

Hola 7, les plus petites valeurs et J,,J7,...,4, les plus 
grandes valeurs que puissent respectivement atteindre celles des fonctions 
»8,0,... et de leurs diverses dérivées figurant effectivement dans le 
système (S); 

c la plus petite valeur que puissent atteindre, dans l'équation diffé- 
rentielle (66 bis) et autres analogues, les coefficients (constants) des termes 
non indépendants que contiennent effectivement leurs seconds membres. 


Désignant en outre par 
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p constantes positives dont les valeurs vont être fixées dans un instant, 
nous prendrons: 1° pour chacune des quantités £,7,... un produit de 
puissances de 4, , 0,,..., 0, d'exposants respectivement égaux aux cotes 
premiere, seconde, ..., p^"* de la variable correspondante; 2° pour chacune 
des quantités »,d,... le quotient de 1 par des puissances de 6,,6,, .... 6, 
d'exposants respectivement égaux aux cotes première, seconde, ..., p"”* 
de la fonction inconnue correspondante. Le poids d'une dérivée quel- 
conque (y compris l'ordre zéro) aura alors pour valeur le quotient de 1 
par des puissances de 6,,6,,...,60, d'exposants respectivement égaux 


aux cotes première, seconde, ..., p*"* de la dérivée considérée. 
Cela étant, nous déterminerons successivement 6,,0, ,,..., 0,, 0, à 
l’aide des relations 
| Geil, 
D 
| (ES 
= > I, 
Day ze 
LE >> P 07 Jee 


N: 


| 
| 
ie 
| 


CRETE NET > 


Sb 


2 


> 

a 
V 
— 


p > 
> OR AGE. Oo, 


Dans ces conditions, tout coefficient non indépendant pris dans les seconds 
membres du système ($) a, comme nous allons le faire voir, un module 
inférieur au coefficient correspondant (positif) du systeme (3S). 
Considérons en effet deux équations correspondantes, (5) et (s), des 
deux systémes, et une dérivée (d'ordre positif ou nul) figurant effectivement 
dans le second membre de (s). En vertu de la définition des systémes or- 
thoiques, cette dérivée (d'ordre positif ou nul) posséde: soit une cote premiere 
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inférieure à celle du premier membre; soit une cote première égale à celle 
du premier membre, avec une cote seconde inférieure; ...; soit des cotes 
premiere, seconde, ..., (p — 2)""* respectivement égales à celles du pre- 
mier membre, avec une cote (p — 1i)'"* inférieure; soit enfin des cotes 
premiere, seconde, ..., (p — 1)""* respectivement égales à celles du pre- 
mier membre, avec une cote p""* inférieure. Comme les quantités 6,, 
0,,..., 0, sont toutes plus grandes que 1, le coefficient de la dérivée 
considérée dans le second membre de l'équation (5) possède, suivant le 


cas, une valeur supérieure à l'une ou à l'autre des quantités 


er. 000, 


CO. T TEL 


e f))»—J» 
SOTO, MEM 
p) 


il est done forcément supérieur à P, et par suite au module du coeffi- 
cient correspondant du second membre de l'équation (5). 

Les quantités €,7,... sont en outre toutes supérieures à I: car, 
la cote premiére de toute variable étant positive et au moins égale à 1, 


\ 


vale à 


chacune des quantités dont il s'agit est au moins ég 


0,60... br, 


par suite supérieure à 1. 


Si, aprés avoir ainsi fixé 4, , 0,,..., 0,, on désigne par @ le poids 


maximum des premiers membres de (S), par À la plus petite des con- 
stantes M définies par la relation (65) et autres analogues, et que l'on 


H ds 
Ste le coefficient de 


prenne 54 > : 7 


elk —Æo) F2 (y—4) t --.] 
; , 


dans lun quelconque des termes indépendants des seconds membres de 

: ; LÀ : PR : 

(S), ayant une valeur au moins égale à P^. sera par suite supérieur à 
œo 


H; donc le terme indépendant considéré, dans lequel figure, outre l'ex- 
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ponentielle dont je viens de parler, une constante additive supérieure à 


zéro, est une majorante pour 


LEE 70) + 0(0—v0) +--+] . 
HetËe-sot+ +] « 


à plus forte raison, puisque les quantités £,7,... sont toutes supérieures 
à I, sera-t-il une majorante pour 


la) + (9— 19) +. 
He 9) -F (/— vto I, 


à plus forte raison enfin pour le terme indépendant qui lui correspond 
dans le système (S). 

En résumé done, si lon considére dans les seconds membres de (S) 
un terme indépendant quelconque, ce dernier a pour majorante le terme 
indépendant qui lui correspond dans le système (S); les autres coeffi- 
cients (constants et non nuls) des seconds membres de (S) se trouvent 
remplacés dans (S) par certaines constantes positives respectivement supé- 


rieures à leurs modules; enfin le systeme (S) admet un groupe d'inté- 
—/ 


grales qui s'annulent en 2z,,5,,..., tandis que leurs dérivées de tous 
ordres y prennent des valeurs initiales positives. 


II. Les intégrales hypothétiques de (S) qui, pour 
BL) =y—Y =... O0 


ont des déterminations initiales identiquement nulles, ont des développements 
nécessairement convergents et sont quasi-exponentielles, ce qui achève la dé- 
monstration. 


La convergence se prouve par un raisonnement tout semblable à 
celui de l'alinéa IX du n? 22, en établissant que les développements des 
fonctions (67) sont majorants pour ceux des intégrales hypothétiques de 
(S) qui répondent à des déterminations initiales identiquement nulles, 

D'ailleurs, en désignant par 5 la plus petite des quantités », d, ..., 
et par A la plus grande des quantités £, 7,..., toute dérivée partielle 
d'ordre » des fonctions (67) a une valeur initiale dont le module tombe 


ft . . 
au dessous de b ( Ay)"; les fonctions (67) ont done pour majorante commune 
) 


L ,Ay[z—:x) - (y —w9) +... ]. 
Se ) : 
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à plus forte raison les intégrales de (S) dont nous venons de démontrer 
l'existence admettent-elles pour majorante commune cette méme fonction. 

IV. L'énoncé formulé au début du présent numéro 29 cesserait 
d'être exact, si l'on substituait aux fonctions quasi-exponentielles, que 
jy considere, certaines fonctions exprimables par un développement entier 
indéfiniment convergent: nous avons effectivement constaté, à l'alinéa I 
du n? 20, que si l'on assujettit une intégrale hypothétique de l'équation: 
ou ou 
ae oy! 
définiment convergente, le développement, construit «a priori, de l'intégrale 
est divergent. 


à se réduire, pour æ = O, à une certaine série entiére en y in- 


30. Considérons un système différentiel où se trouvent réalisées à 
la fois les diverses conditions énoncées ci-aprés: 

1? Le systéme est résolu par rapport à certaines dérivées, dont l'en- 
semble, comparé à celui des dérivées figurant dans les seconds membres, 
n'offre avec lui aucune variable de différentiation commune (de cette 
premiére hypothése résulte, comme nous le verrons dans un instant, la 
nature orthoique du système). 

2° Si l’on forme un premier groupe (x,y,...) avec les variables 
de différentiation des premiers membres, et un deuxième groupe (z, s, ...) 
avec toutes les variables restantes, les seconds membres, supposés linéaires 
par rapport aux inconnues et à leurs dérivées, ont de plus la forme entière 
par rapport aux variables du groupe (z,5,.. .); relativement à celles-ci, 
les termes indépendants des inconnues et de leurs dérivées ont des degrés 
quelconques, et le coefficient de tout autre terme un degré au plus égal 
à l’ordre du terme; relativement aux variables (7,y,...), ces diverses 
fonctions sont développables dans un méme domaine. 

3° Les conditions de passivité du système sont supposées satisfaites. 

Cela’ étant, et les fonctions, en nombre fini, dont la donnée determine 
entièrement un groupe d'intégrales hypothétiques (ordinaires) du système, étant 
choisies sous la seule restriction d'être entières par rapport aux variables 
(2,8,...), les intégrales dont il s'agit existent effectivement, et ont elles- 
mêmes la forme entière par rapport aux variables (2,8, ...). 


I. De la premiere des conditions supposées résulte la nature orthoique 


du système, 
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Effectivement, le système est résolu par rapport à certaines dérivées, 
qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun des 
seconds membres. Si d'autre part on désigne par Q un entier supérieur 
à l’ordre maximum des dérivées figurant dans les seconds membres, et 
que lon attribue aux fonctions inconnues la cote zéro, aux variables 
x,y,-.. la cote Q, et aux variables 2,5,... la cote 1, chaque premier 
membre aura une cote au moins égale à Q, et chaque inconnue ou dé- 
rivée figurant dans les seconds membres une cote inférieure à Q. 

II. On peut, dans la démonstration de la convergence des développe- 
ments des intégrales, se borner au cas ou les déterminations initiales sont 
toutes identiquement nulles. 

Effectivement, les déterminations initiales sont, d'après lhypothese, 
forcément entières en z,s,.... Cela étant, si on les ramène, par la 
transformation connue (22, VI) à étre toutes identiquement nulles, le sy- 
stéme transformé est identique au proposé, à cela prés que les termes 
indépendants des inconnues et de leurs dérivées se trouvent remplacés 
par d'autres qui sont, comme eux, entiers par rapport aux variables 
BARS ER, 

II. Je considère un polynome entier de degré N en z—2,,5— s,, ..., 
les coefficients de ce polynome étant des fonctions de x ,7y.... dévelop- 
pables dans un domaine de a, 9, ,..., et j'appelle 

r une premiere constante positive moindre que les rayons du domaine; 

M une deuxiéme supérieure à toutes celles que l'on obtient, lorsque, 
aprés avoir développé ces mêmes fonctions à partir de z,, y,,..., on 
remplace dans ces développements les coefficients par leurs modules, et 


les différences z —2,,y —y,,... par la constante r; 
GG R ; .OI 
a, , 0,,... des constantes positives au moins égales à -; 
! n 
m un entier positif; 


O,(t) la fonction entière 1 + 4 + £ 4p ius E E. : 


Cela étant, la fonction 


MOy((z — 2) + (s—s,) +... 
I ax (t 270 zy) vr &,(y exu Yo) nine le 





ACh sits elas a) 


est une majorante du polynome proposé, P(v,y,...,2, s. ...). relativement 
aux valeurs particulières &,,y,,...,2, So... 
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Posons en effet 


M 
[1 — a,(@ — +) — ay(y —y,) —...]"? 


ET Oe) = 


d'ou l'on tire 








2(x,9,...,2,8,...) = VT(z,y,..).0y[(4— 4) + (s—s,) +... 
et 


(68) 


gitlt...tktot...Q dti. YO gktot...Qy 





ox'oyl... 024087...  Oaioyl.,. 02087... 


Puisque P et @ sont des polynomes de degré N en z—z,,s—s,,.--, 
toute dérivée de P ou 2 a une valeur initiale nulle, dés que la somme 
de ses ordres partiels relatifs à 2,5,... est supérieure à N. On a 
d'ailleurs, pour à 4- / 4- ...- o, et en faisant suivre de l'indice zéro les 
notations des diverses fonctions à considérer et de leurs dérivées pour 


désigner leurs valeurs particulières en 2$,,9,, ..., 2,5 S,:..., 





oti. W E D 
| = Ma,a,... X m(m + 1)...(m 4- i — 1) 
9v'9y' ... lo : 
X (m + i)(m 4- d 4-1)... (m +i+1-— 1) 
2S co o à de & idl G8 2 Dion QD. ni 
et a plus forte raison 
i+l+...7° 2 
E a > ut [ * 
ox oy’... Jo r ri 


d'ou lon tire, en désignant par 4,, le coefficient du terme en 


(2 = 4) (s Ti 8)? : 
dans le polynome P, 


gitit... qr SEE. Apo 
er i d : 
(69) E T -| > m 9297 ^7 7 |: 


On a d'autre part, pour o<k+g+...<N, 





ote... Oy 


(70) [e | 1:2 ®+9+-.)2 WO col Hem lege ete OUI 





Des relations (68), (69) et (70) on déduit 


HI EE Fuse Chu. 
p z | Sl online My Oncol are X mod uet] 
0 HA aies 0 


ox oy!... 9259s... 
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c’est à dire 








re Q. - gitit...tk+ot+... P 
| > mod | - | " 
Qai! .. . 02080... Jo CAC) AOC CUP 


IV. Si l'on désigne par w une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes € et o, par 6,(0) la fonction entière 1 + 6+ o+...t0", 
et par M,T, Gs s Jos 9x des constantes positives quelconques, l'équa- 
tion aux dérivées partielles 


| "eub 6,60) + oz be) | 
I 


7 
admet quelque intégrale possédant la double propriété: 1? d'étre entiére en o; 
2° de prendre, elle et ses dérivées partielles de tous ordres, des valeurs initi- 
ales positives ou nulles pour & = 6 = o. 


Pour le démontrer, je pose 
(72) wo— uy duo d U,0 +... + uo, 
Hos, , Uys +++, Ux étant des fonctions inconnues de la seule variable &. 
L'équation (71) devient: 


Ou, + 


tos to ce + a TEE 


26 





M : 
t Vou DNE 


ar 
Ü 


M 2 
+ — gh +uo+ uo? +... + ngo] 


I—- 


= 
M 1 = 
+—.9,1 + o[1.u, + 2.0 +... + K.ugo‘ '] 
tom 
M - - - 
je zd + o+o 1.2.0, + 2.3.94,0 +... + (A—1) Kugo^ 7] 
ve S 
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et lon voit que ses deux membres sont alors de degré A en 6. En 
egalant les coefficients des diverses puissances de o dans les deux membres, 
on a un systeme différentiel dont les premiers membres sont respectivement 


OU, Ow OU, our 
Des ty ae ay 
9 CIS 9 9 


; 3 M , LEE 
chaque second membre étant le produit de ——— par une fonction linéaire 


es 
" 


de 4,,,,",,..., "y à coefficients positifs ou nuls; si done on assujettit les 
fonctions inconnues Á,,U,, *,,..., Ue à prendre, pour £— o, des valeurs 
initiales positives ou nulles, il est clair que les relations primitives four- 
niront, pour leurs dérivées de tous ordres, des valeurs initiales jouissant 
de la méme propriété. De là résulte, en vertu de la formule (72), que 
w et ses dérivées partielles de tous ordres prendront, pour £— e — o, 
des valeurs initiales positives ou nulles. 

V. Je reviens maintenant à l'énoncé général, en supposant, comme 
cela est permis (Il), les déterminations initiales identiquement nulles. 

Pour l'établir, j'évalue le degré maximum, par rapport az, 5$, ..., 
des fonctions de z,9y,...,2,5,... qui jouent le rôle de coefficients 
dans les seconds membres; j'évalue aussi l'ordre maximum des seconds 
membres, et je désigne par Æ le plus grand de ces deux entiers. Je 
désigne ensuite par LL l'ordre maximum des premiers membres du systeme 
donné (S); par g, le nombre des fonctions inconnues; par g, celui de 
leurs dérivées premieres relatives aux seules variables du groupe (2,5, ...); 
et de méme par g,,...,g, les nombres de leurs dérivées d'ordres 
respectifs 2, ..., A qui se rapportent aux seules variables de ce groupe. 
Soient 7,,9,,...,2,, 9$,,... les valeurs initiales choisies pour les va- 
riables. Chaque coefficient des seconds membres étant, d’après l'hypothése, 
entier en 2 —2,,5— 5,,..., a lui-même des coefficients, fonctions dé- 
veloppables de x,y,..., que je nommerai, pour abréger, sous-coefficients 
du systeme. Je désignerai maintenant par r une quantité positive in- 
ferieure aux rayons du domaine de z,,5,.... où les divers sous-coeffi- 
cients du systeme sont supposés à la fois développables; par JZ’ une 
quantité positive supérieure à toutes celles qu'on obtient lorsque, aprés 
avoir développé ces derniers à partir de a,,y,,..., on remplace, dans 
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les développements obtenus, les différences #—a,,y—y,,... par r, 
et les constantes jouant le rôle de coefficients par leurs modules; enfin, 
je désignerai par M une dernière quantité positive supérieure à la fois 
aux diverses quantités 
PA r? pL—1 
M',M'-,M—,..., M — — ——- 
I 1:52 1.2...(L — 1) 
Cela posé, je considère l'équation aux dérivées partielles (71), et 
jy adjoins toutes celles qui sen déduisent par 1,2,..., L — 1 diffé- 
rentiations relatives à la variable &. J'aurai ainsi un systeme à 


(73) 


comprenant Z équations dont les premiers membres sont respectivement 


aw 9w 9^w 





En vertu de l'alinéa IV, l'équation (71), et par suite le systéme (73), 
admettent une intégrale entière en o, de la forme 


' Uy doo dr uso +... + uro", 


OÙ W,,,, 4,, ..., Ux désignent certaines fonctions de £, et cette intégrale 
posséde, ainsi que ses dérivées partielles de tous ordres, des valeurs 
initiales positives ou nulles pour $ = se — o. Nous la désignerons, pour 
abréger, par W(E, o). 

Je considére maintenant une équation déterminée, du systéme pro- 
posé (S), et à cette équation j'en fais correspondre une de la maniere 
suivante. Designant par g l'ordre du premier membre de l'équation 
considérée (q est l'un des entiers 1,2,..., L), je choisis dans le système 


/ x : : : rw : 
(73) l'équation qui à pour premier membre gg, » Savoir 
5 


ow 


CL re eh ee 
I—- 
T, 





dans le second membre de cette dernière, Y désigne une somme de pro- 
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duits (en nombre limité) dont chacun peut contenir en facteurs: 1° une 


constante positive; 2? une puissance de ——;; 3° une fonction O(a) (affectée 


as 
» 


? une dérivée de ? intéressant au moins une fois 


d'un certain indice); 4 
la variable €. Dans cette équation (74), je remplace le premier membre 


91 u a y» . Rn: \ 2 
ara Bar celui de l'équation considérée du système ($); dans le premier 


> 
des deux termes du second membre de (74), je remplace & par la somme 
@—%)+W—y)+---, e par la somme (z — 2) + (s—s,) +..., 
9 \ Ow 
g,w par la somme des inconnues du système, g, 5, Par la somme de leurs 
[22 


Tous Hh : : Kw 
dérivées premières relatives aux seules variables 2,5,..., etc., Ux 
o 


par la somme de leurs dérivées d'ordre A relatives aux mêmes variables; 
enfin, dans le second terme X du second membre de (74), je remplace & et c 


par les sommes respectives (c—-,) + (y—y,) +... et (2—2,)+(s—s,) +, 
Qcté 
=) par We) | =, (yy ee, (gea (SS, ET 


960% 
A chaque équation du système proposé ($) j'en fais correspondre 
une de la manière que je viens de dire; j'obtiens ainsi un systeme (S), 


puis 


identiquement vérifié quand on y remplace toutes les fonctions inconnues 


par Wie — 2x) + (y — y) +--+, 2 — 2) + (s—s) +...]. En vertu des 
propriétés démontrées de la composante W(£, a), les intégrales dont nous 
venons de constater l'existence effective dans le système (S$) sont entières 
en 2,5,..., et admettent, ainsi que leurs dérivées partielles de tous 
ordres, des valeurs initiales positives ou nulles. 

Observons maintenant que le systeme (S) ne diffère du proposé (S) 
qu'en ce que chaque coefficient (indépendant ou non) des seconds membres 
s'y trouve remplacé par une majorante. D'autre part, puisque les dé- 
terminations initiales sont supposées identiquement nulles pour les inté- 
grales hypothétiques de ($), les intégrales effectives de (S) et leurs 
dérivées paramétriques ont des valeurs initiales au moins égales aux 
modules de celles qui ont été choisies pour les intégrales hypothétiques 
de (S) et leurs dérivées semblables. En faisant alors le raisonnement 
ordinaire, on verra que la méme propriété subsiste pour les dérivées 
principales. Donc les développements des intégrales hypothétiques de (3) 
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sont, comme ceux des intégrales effectives de (S), convergents et entiers 


en 2 Si ger 


31. Considérons un système différentiel S, où chacune des variables 
et des inconnues se trouve affectée de p cotes, et supposons essentiellement 
que les cotes premières de toutes les variables indépendantes aient été choisies 
égales à un méme entier positif. 

Supposons d'autre part que les circonstances suivantes se trouvent 
simultanément réalisées dans le système S: 

1^ Ce systéme, impliquant 4 fonctions inconnues, et composé de g 
équations, est résolu par rapport à g dérivées appartenant respectivement 
aux g fonctions inconnues, et ces g dérivées, non plus que leurs propres 
dérivées, ne figurent dans aucun des seconds membres, qui d'ailleurs sont 
supposés tous développables dans un méme domaine. 

2° Toute inconnue ou dérivée figurant effectivement dans le second 
membre d’une équation du système, possède une cote première au plus 
égale à celle du premier membre correspondant. 

Finalement, dressons, pour chaque équation du système S, la liste 
des diverses quantités (fonctions inconnues ou dérivées) qui, figurant 
effectivement dans le second membre, se trouvent être anormales (6) vis 
à vis du premier; égalons à zéro les dérivées premieres de chaque second 
membre, prises par rapport aux quantités anormales correspondantes, et 
désignons par (A) le groupe des équations ainsi obtenues. 

Cela étant, si le groupe des équations (A) n’existe pas, ou, en d’autres 
termes, si aucun des seconds membres du système ne contient de quan- 
tité qui soit anormale vis à vis du premier membre correspondant, le 
système S rentre, comme cas particulier, dans la catégorie des systèmes 
orthonomes passifs, et l’on sait, d'après ce qui a été vu dans la troisième 
partie, que les intégrales ordinaires répondant à des déterminations initi- 
ales quelconques existent effectivement. 

Nous allons maintenant nous occuper du cas où quelqu'une des 
équations du système S contient dans son second membre des quantités 
anormales vis à vis du premier, et établir à ce sujet la proposition 
suivante: 


Le groupe des équations (A) étant supposé exister, si Con impose à des 
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intégrales ordinaires hypothétiques du système S des déterminations initiales 
(12) arbitrairement choisies sous la seule restriction que les équations (A) se 
trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initiales des quantités qu'elles 
contiennent, les intégrales dont il s'agit ne peuvent manquer d'exister effec- 
tivement. 


I. Pour abréger, et faute d'une dénomination meilleure, nous quali- 
fierons de conforme toute relation déduite du système S et satisfaisant à 
la fois aux deux conditions suivantes: 


1° La relation dont il s'agit a pour premier membre quelque dé- 
rivée d'inconnue, et toute inconnue ou dérivée figurant effectivement dans 
le second membre possède une cote première au plus égale à celle du 
premier membre. 

2° Toute dérivée première du second membre, prise par rapport à 
une quantité qui soit anormale vis à vis du premier, fournit, par son 
équation à zéro, une relation conséquence algébrique de (A). 

Cela posé, si sur une relation conforme on exécute des différentiations 
quelconques, on tombe sur une relation de méme nature. 

Cette proposition est évidente dans le cas trés-particulier où le second 
membre de la relation donnée ne contiendrait que les seules variables 
indépendantes. ! 

Placons-nous actuellement dans le cas général, et supposons qu'on 
exécute sur la relation donnée une différentiation premiere se rapportant, 
par exemple, à la variable x. On voit tout d'abord que la relation ré- 
sultante satisfait, comme la proposée, à la prémiére des deux conditions 
formulées dans la définition ci-dessus: car, en désignant par 7 la cote 
premiére (positive) commune aux diverses variables indépendantes, la cote 
première du premier membre a augmenté de 7, et la cote première 
maxima des inconnues ou dérivées figurant dans le second membre a 
augmenté aussi de 7. Je dis qu'elle satisfait aussi à la deuxième condition. 

Soit en effet 


(75) 0 xf ssa a) 


la relation proposée, dans laquelle 9", ... désignent les diverses inconnues 
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ou dérivées qui ont la même cote première que 9. En différentiant la 


relation (75) par rapport à x, il vient 


20 af 90 
ES 
9% 90 9% 


Les inconnues ou dérivées qui, dans le second membre de cette dernière 


^ , 


: à ar 00 Ô fede Je 
relation, ont méme cote premiére que 22 sont , .…, et les dérivées pre- 
= 





a ¢ 


miéres du second membre, prises successivement par rapport aux quantités 


20" 

on? 
sont respectivement 

of 


BEY DE QC 


D ^ 


| 00 ur 
est anormale par rapport à ER la quantité 9’ l'est par 
x 





2 ME 90 
Si la dérivée 


% 


rapport à 2, et comme la relation (75) est, par hypothèse, conforme, 


ar: 
DA = , en , 
l'équation ay — © est conséquence algébrique de (A). D'ailleurs, en 


M 


M 


opr. 190 . or 
dehors des quantites ap °°": aucune des inconnues ou dérivées figurant 


a 


A Qt a ric 90 : 
dans le second membre ne peut étre anormale vis à vis de 232 puisqu'elles 
v 


ont une cote premiere inférieure. 

On voit par là que la nature conforme de la relation (75) persiste 
aprés une première différentiation exécutée sur elle. En vertu du méme 
raisonnement, appliqué à la relation résultante, elle persiste aprés une 
seconde, et ainsi de suite quel que soit le nombre des différentiations. 


IL. Toutes les relations primitives du système S sont conformes. 


Car les relations qui font partie du systéme le sont évidemment, 
et par suite aussi (I) toutes celles qu'on en déduit par différentiations. 


IL En supposant, comme nous l'avons fait, que les relations (A) se 
trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initiales des variables, des 
inconnues et des dérivées paramétriques qui y figurent, les relations primitives 
fournissent, sans incompatibilité, les valeurs initiales de toutes les dérivées 
principales, et, en conséquence, les développements par la formule de Taylor 
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des intégrales hypothétiques répondant aux conditions initiales données peuvent 
être entièrement reconstruits. 


En attribuant aux variables, aux inconnues et aux dérivées para- 
métriques les valeurs initiales données, on transforme, comme nous allons 
le voir, chaque second membre des relations primitives en une simple 
fonction des dérivées principales dont les classes sont inférieures à celle 
du premier membre correspondant. Effectivement, l'opération dont il 
s’agit transforme chaque second membre du système S en une simple 
quantité numérique. D’un autre côté, si, sur une relation du système S, 
on exécute une différentiation d'ordre quelconque, le second membre de 
la relation résultante a la forme linéaire par rapport aux dérivées dont 
la cote premiere est égale à celle du premier membre, et en particulier 
par rapport aux dérivées principales anormales; le coefficient d’une dérivée 
principale anormale n’est alors autre chose que la dérivée premiere du 
second membre, prise par rapport à la dérivée principale anormale dont 
il s'agit, et, comme la relation est conforme, ce coefficient ne peut manquer 
de s'annuler quand les relations (A) se trouvent numériquement vérifiées, 
et par suite quand on attribue aux variables, aux inconnues et aux dé- 
rivées paramétriques les valeurs initiales données. 

Cela étant, donnons aux variables indépendantes x,y,... leurs va- 
leurs initiales. Dans ces conditions, les intégrales hypothétiques et leurs 
dérivées de tous ordres prennent également leurs valeurs initiales, et, 
comme celles des intégrales et de leurs dérivées paramétriques sont sup- 
posées données, chaque relation primitive ne contient plus dans son second 
membre d'autres quantités inconnues que les valeurs initiales des dé- 
rivées principales de classes inférieures à son premier membre. Si donc 
on partage les relations primitives en groupes successifs d'aprés la classe 
croissante de leurs premiers membres, si d'autre part on observe que 
chaque dérivée principale figure une fois et une seule dans les premiers 
membres de ces relations, on voit que les relations primitives du premier 
groupe fourniront, sans incompatibilité, les valeurs initiales des dérivées 
principales de premiére classe; puis, ces derniéres une fois connues, que 
les relations primitives du deuxième groupe fourniront, sans incompa- 
tibilité, les valeurs initiales des dérivées principales de deuxieme classe; 
et ainsi de suite indéfiniment. 


Acta mathematica. 23. Imprimé le 1 décembre 1899. 41 


o 
bo 
bo 


Ch. Riquier. 


IV. Les intégrales hypothétiques répondant aux conditions initiales 
données ne peuvent manquer d'exister effectivement, si leurs développements, 
construits a priori à partir des valeurs initiales choisies pour les variables, 
sont convergents. 


On raisonnera comme à l'alinéa III du n° r4. 

En conséquence, tout revient à prouver la convergence de ces dé- 
veloppements. 

V, VI, VII, VIII et IX. Il suffit maintenant, pour achever la dé- 
monstration, de répéter textuellement les alinéas V, VI, VII, VIII et IX 
du n° 22, avec les quelques modifications qui s'y trouvent indiquées par 
vole d'annotations. 





APPENDICE. 


Je me propose de faire voir, dans cet Appendice: 


1° que tous les types de systèmes différentiels complètement inté- 
grables étudiés jusqu'à ce jour ne sont que des cas particuliers du type 
que j'appelle aujourd'hui orthonome; - 

2° que les résultats exposés par M. Goursar dans les Comptes 
Rendus de l’Académie des Sciences du 2 novembre 1897 sont con- 
tenus, comme cas particulier, dans ceux que j'expose au n° 31 du présent 
Mémoire. 

I. Je ferai observer tout d’abord que le mot orthonome, tel qu'il 
se trouve défini au n° 21, possède une signification plus large que dans 
mes travaux antérieurs. Dans les travaux en question, j'ai considéré en 
effet un type de système différentiel auquel j'ai donné d'abord le nom 
d'harmonique (Annales de l'Ecole Normale, 1803), puis d’orthonome 
(Recueil des savants étrangers, tome 32, n° 3), et je me. propose 
actuellement d'établir qu'un pareil type rentre, comme cas particulier, 
dans celui que je qualifie aujourd'hui d'orthonome, et qui fait l'objet de 
la troisième partie du présent Mémoire. 
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Je rappellerai tout d'abord les définitions de ces systemes. 
Designant par «,y,... les variables indépendantes, et par w,v, ... 
les fonctions inconnues d’un systéme différentiel, faisons correspondre à 
chacune des quantités 
dy JE SR A SR ON 


p entiers positifs, nuls ou négatifs, que nous nommerons respectivement 
cote première, cote seconde, ..., cote p""* de cette quantité. (Considérant 
ensuite une dérivée quelconque de l’une des fonctions inconnues, nommons 
cote q""* (yg — 1,2,..., p) de la dérivée en question l'entier obtenu en 
ajoutant à la cote g*% de la fonction inconnue les cotes q*"** de toutes 
les variables de différentiation, distinctes ou non. 

Supposons enfin que le systéme se trouve résolu par rapport à cer- 
taines dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans 
aucun des seconds membres, et que ces derniers, si l'on y considére pour 
un instant 7,y,...,%,v,..., et les diverses dérivées de w,v,... qui 
y figurent, comme autant de variables indépendantes distinctes, soient 
tous développables dans un méme domaine. 

Cela étant: 


A. Definition des systèmes harmoniques (ou anciens systèmes orthonomes). 


Le système en question sera dit harmonique, sl satisfait à la con- 
dition suivante: 

Les diverses dérivées de w,v,... qui figurent effectivement dans le 
second membre d’une équation quelconque ont des ordres au plus égaux 
à celui du premier membre correspondant; de plus, en désignant par 
Ci Ca -++, 6, les cotes du premier membre, et par ci, @&, ..., c, les cotes 
d'une dérivée quelconque d'ordre égal figurant effectivement dans le second, 
les différences 

Cle Cl: Cy Care 0 Cy C 


ne sont pas toutes nulles, et la première d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive. 
B. Définition des nouveaux systèmes orthonomes. 


Le système en question sera dit orthonome, si les deux conditions 


suivantes se trouvent à la fois remplies: 
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o 


1^ Les cotes premiéres des diverses variables indépendantes sont 


toutes égales à un méme entier positif. 


2° Si, considérant une équation quelconque du système, on désigne 


par cc ;..., ©, les cotes du premier membre; parte nes, 222, a.ueellen 


d'une dérivée figurant effectivement dans le second, et par cj’, 67. ..., 67 


celles d'une fonction inconnue y figurant aussi effectivement, les différences 
Ci — Ci Ca —— Coa ceo Ce 


ne sont pas toutes nulles, et la première d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive; la méme chose a lieu pour les différences 


1! tg Hn 


J’etablirai enfin les propositions suivantes: 


Tout système harmonique peut être considéré comme un système ortho- 
nome (nouvelle définition) où les cotes premières des diverses fonctions in- 
connues sont toutes égales entre elles. 


Effectivement, étant donné un système harmonique, j'y affecte les 
diverses quantités æ,y,...,4,%,... d'une cote supplémentaire, que je 
considère comme antérieure à toutes celles qu'implique la définition À, 
et je choisis cette cote nouvelle égale à 1 pour les variables æ,y,..., 
à zéro pour les inconnues w, v, .... ll résulte de là que, dans le sy- 
steme donné, chaque variable, chaque inconnue et chaque dérivée d'in- 
connue se trouve affectée de p + 1 cotes, et que la cote première d'une 
quantité quelconque se trouve étre égale: 

sil s'agit d'une variable, à 1; 

sil s'agit d'une inconnue, à zéro; 

sil s'agit d'une dérivée d'inconnue, à l'ordre méme de cette dérivée. 

Cela étant, on voit sans peine que les deux conditions énoncées dans 
la définition # se trouvent nécessairement satisfaites. 


Réciproquement, si, dans un système orthonome (nouvelle définition), les 
coles premières des diverses inconnues sont toutes égales entre elles, le sy- 
stéme dont il s'agit. est harmonique. 


On considérera chaque variable et chaque inconnue comme affectée 
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seulement des p — 1 dernières cotes qu'implique la définition B, et l'on 
verra sans peine que la définition A se trouve satisfaite. 


Il. Les systèmes harmoniques comprennent, comme cas particulier, ceux 
que jai nommés taxiques. 


Il suffit de rapprocher de l'alinéa précédent I l'exemple II du n° 21. 


IL Les systèmes harmoniques comprennent, comme cas particulier, les 
systèmes ci-dessous définis, que nous nommerons parataxiques. 


Désignant par w,v,...,w certaines fonctions inconnues des variables 
indépendantes r,5,...,5,(, nous adopterons pour celles-ci un ordre 
déterminé, par exemple 


(76) (DM e SETS 


et de méme pour les inconnues un ordre déterminé, par exemple 


(77) ddp e ctetu 


Puis nous rangerons comme il suit, sur une ligne indéfinie allant de 
droite à gauche, les dérivées de tous ordres des diverses fonctions in- 
connues. Nous écrirons d'abord l'ensemble des dérivées premieres, puis 
à gauche de celui-ci l'ensemble des dérivées secondes, puis à gauche de 
ce dernier l'ensemble des dérivées troisièmes, et ainsi de suite indéfini- 
ment. En désignant maintenant par a, /,...,4, 4 les ordres partiels 
d'une dérivée quelconque relatifs à x, y, ..., 5,£ respectivement, chacun 
des ensembles précédents sera divisé en ensembles partiels se succédant 
de gauche à droite d'aprés les valeurs décroissantes de l'ordre partiel a; 
chaque sous-ensemble en sous-ensembles partiels se succédant de gauche 
à droite d’après les valeurs décroissantes de l'ordre partiel A; et ainsi 
jusqu'à l'ordre partiel A (inclusivement). Chacun des ensembles obtenus 
aprés une pareille suite d'opérations se compose évidemment de dérivées 
semblables appartenant respectivement aux fonctions w,v,..., w: ces 
dérivées seront finalement écrites de gauche à droite dans l'ordre qui 
correspond à celui des fonctions. Les dérivées de tous ordres de nos 
fonctions inconnues se trouvent alors rangées, sur une ligne indéfinie 
alant de droite à gauche, dans un ordre bien déterminé. Nous quali- 
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fierons de parataxique la suite ainsi obtenue, et nous dirons qu'une dérivée 
de fonction inconnue est antérieure ou postérieure à une autre, suivant que, 
dans la suite parataxique, elle figure à gauche ou à droite de cette autre. 

Cela étant, un système différentiel sera dit parataxique, s'il se trouve 
résolu par rapport à certaines dérivées, et si l'on peut trouver, pour les 
variables et les inconnues, deux ordres respectifs, (76), (77), tels, que 
chaque second membre ne contienne, outre les variables et les inconnues, 
que des dérivées paramétriques postérieures au premier membre corres- 
pondant. * 

Or, un pareil systéme est nécessairement orthonome (nouvelle dé- 
finition). 

Effectivement, si une dérivée de fonction inconnue est antérieure à 
une autre, il arrive forcément de trois choses l'une: 

ou bien elle est d'ordre supérieur à cette autre; 

ou bien elle est du méme ordre (total) mais, en désignant par 


, , , , 
C c ote deese Por gru 

[23 LE Hn "| 
a »B>..., À » 


\ 


les ordres partiels relatifs a 
u I RL 

de ces deux derivees, les differences 

(78) CN a ek 


ne sont pas toutes nulles, et la première d'entre elles qui ne s'évanouit 
pas est positive; 

ou bien enfin les deux dérivées ont les mêmes ordres partiels respec- 
tifs, mais la fonction inconnue à laquelle appartient la première dérivée 
précède, dans la suite (77), la fonction inconnue à laquelle appartient la 
seconde. 

Cela étant, et en désignant par h le nombre des variables indé- 
pendantes, il suffit, pour se convaincre de la nature orthonome d'un sy- 
steme parataxique, d'attribuer: 





' Il va sans dire que les seconds membres sont supposés tous développables dans 


un méme domaine, 
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aux variables des cotes premières toutes égales à 1, et aux inconnues 
des cotes premières toutes nulles; 

aux variables et aux inconnues des cotes secondes toutes nulles, à 
l'exception de x qui aura pour cote seconde l'unité; 

aux variables et aux inconnues des cotes troisièmes toutes nulles, 
à l'exception de y qui aura pour cote troisième l'unité; 

eters 

aux variables et aux inconnues des cotes /""* toutes nulles, à l'ex- 
ception de l’avant-derniere variable s qui aura pour cote 5""* l'unité; 

finalement, aux variables des cotes (/ + 1)*"* toutes nulles, et aux 
inconnues successives w,v,...,w des cotes (A + 1)""* dont la valeur 
aile en décroissant. 

Si l'on observe maintenant que, dans ce systéme orthonome, les cotes 
premiéres des inconnues sont toutes égales, il résulte de l'alinéa I que 


tout systeme parataxique est harmonique. 


IV. Les systèmes de M™ de Kowalevsky (1875) constituent un cas 
particulier des systèmes que j'appelle aujourd'hui orthonomes. 


Voir. l'exemple I du n° 21. 


V. Les systèmes du premier ordre que M. Méray et moi avons étudiés 
en 1890 sous le mom de systèmes immédiats réguliers (ow semi-réguliers), 
constituent un cas particulier des systèmes harmoniques, et à plus forte raison 
(I) des systèmes que j'appelle aujourd'hui orthonomes. 


Effectivement, si l’on considère un système du premier ordre résolu 
par rapport à un certain nombre de dérivées, on peut, pour en disposer 
nettement les diverses équations, les écrire dans les cases d'un quadrillage 
rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes 
$,9,... et les colonnes aux fonctions inconnues w,v,..., en plaçant 


; : . 5 ou 5 
l'équation qui aurait, par exemple, a, Pour premier membre, dans la case 
x 


qui appartient en même temps à la ligne (x) et à la colonne (w). 
Supposons maintenant que les lignes du tableau ainsi obtenu puissent 

être rangées dans un ordre tel, qu'en y faisant abstraction pour un in- 

stant des colonnes vides et des colonnes pleines, chacune des autres, par- 
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courue de bas en haut, soit formée par la succession d'un fragment vide 
et d'un fragment plein. Adoptons pour les lignes l'ordre dont il s'agit, 
et en méme temps disposons les colonnes dans un ordre tel, que le 
nombre des cases vides n'augmente jamais d'une colonne à la suivante 
quand on lit le tableau de droite à gauche. Inversement alors il est 
clair: 1° qu'en faisant abstraction pour un instant des lignes vides et des 
lignes pleines, chacune des autres, parcourue de droite à gauche, est 
formée par la succession d'un fragment vide et d'un fragment plein; 
2^ que le nombre des cases vides n'augmente jamais d'une ligne à la 
suivante, quand on lit le tableau de bas en haut. 

Cela étant, et aprés avoir donné à toutes les variables indépendantes 
la cote premiére r, à toutes les fonctions inconnues la cote premiere zéro, 
distribuons les variables indépendantes en groupes successifs d'aprés les 
nombres décroissants de cases vides contenues dans les lignes corres- 
pondantes, et attribuons à chacune d'elles la cote seconde 1,2,3,..., 
suivant qu'elle appartient au premier, au second, au troisiéme ... groupe. 
Fixons pareillement la cote seconde de chaque fonction inconnue par la 
considération des nombres de cases vides contenues dans les diverses co- 
lonnes. On prouve alors bien aisément que la cote seconde maxima des 
diverses dérivées figurant. dans les seconds membres du système est inférieure 
à la cote seconde minima des diverses dérivées figurant dans les premiers. 
Comme d’ailleurs les cotes premières de toutes les variables sont égales 
à 1, celles de toutes les inconnues égales à zéro, et celles de toutes les 
dérivées premières égales à 1, il est clair que le système proposé est 
orthonome {nouvelle définition), et de plus harmonique (I). 

Cela étant, la simple définition des systèmes du premier ordre que 
M. Méray et moi avons étudiés en 1890 (Annales de l'Ecole Nor- 
male, 1890, p. 28, 29, 30, 44 et 45), montre qu'on peut les considérer 
comme un cas particulier fort restreint des systèmes harmoniques. 

Comme je l'ai fait remarquer dans l'Introduction, et comme on peut 
aisément s'en assurer, ils comprennent à leur tour, comme cas particuliers, 
les formes du premier ordre étudiées par M. Konica et par les divers 
auteurs qui l'ont précédé. 


VI. Les sustémes canoniques de M. Bourlet (1891) constituent un cas 
particulier des systèmes parataxiques, à plus forte raison (III) des systèmes 
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harmoniques, à plus forte raison enfin (lI) des systèmes que j'appelle aujourd'hui 
orthonomes. 


Leur définition (voir la These de M. Bourter, p. 27) revient en effet 
à la suivante: 

Un systéme différentiel sera dit canonique, s'il est du premier ordre, 
linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues qu'il implique, 
résolu par rapport à un certain nombre de ces dérivées, et si de plus 
les lignes et les colonnes de son tableau peuvent être rangées dans un 
ordre tel, que le second membre de l'équation écrite dans une case pleine 
quelconque ne contienne, outre les variables indépendantes et les fonctions 
inconnues, que les dérivées premières correspondant, soit aux cases vides 
situées dans les lignes inférieures à celle de la case pleine considérée, 
soit aux cases vides situées à droite dans la même ligne. 

D’après cette definition, les systèmes canoniques de M. BourLer ne 
sont évidemment autre chose que des systèmes parataxiqv^s et linéaires 
du premier ordre. 


VII. Les systèmes canoniques définis et étudiés par M. Delassus en 
1896 constituent un cas particulier des systèmes taxiques, à plus forte raison 
(II) des systèmes que jai étudiés en 1893 sous le nom d'harmoniques, à 
plus forte raison enfin (I) des systèmes que j'appelle aujourd'hui orthonomes. 


Désignons par » l'ordre d'un systeme différentiel donné; rangeons 
les dérivées de tous ordres des fonctions inconnues w,v,..., w dans 
l'ordre taxique, comme il a été expliqué au n° 21 (exemple ID); et ne 
considérons, dans cette suite indéfinie, que la portion limitée Æ contenant 
les dérivées des ordres 1,2,...,n. Si l'on parcourt de gauche à droite 
cette suite limitée, il résulte des explications données au n° 21 que l'on 
rencontrera successivement: 

l'ensemble Æ( des dérivées d'ordre n de x, l'ensemble E(" des dé- 
rivées d'ordre » de v,..., l'ensemble EW des dérivées d'ordre n de w; 

l'ensemble ZW des dérivées d'ordre n — 1 de w, l'ensemble Ei" 
des dérivées d'ordre n—1 dev,..., l'ensemble Æ{ des dérivées d'ordre 
n — 1 de w; 

eic.; 

finalement, l'ensemble E® des dérivées premières de, #, l'ensemble 


Acta mathematica. 23. Imprimé le 21 décembre 1599. 42 


330 Ch. Riquier. 


E des dérivées premières de v,..., l'ensemble E{ des dérivées pre- 
miéres de w. 

Cela posé, la définition donnée par M. Drrassus de ses systèmes 
canoniques (voir les Annales de l'Ecole Normale, 1896, p. 440 et 
441) revient à dire qu'un pareil systéme est résolu par rapport à certaines 
dérivées des fonctions inconnues, et que, si lon partage en groupes les 
équations du systéme, suivant que les premiers meinbres des équations 
dont il s'agit appartiennent à l'un ou à l'autre des ensembles partiels 


(n) n 
Eoo vsu SE AIRE 


u w? 
(n—1) (n—1) (n—1) 
ESO SC m e RE e 


OMC Xt 60) Cesarean On qm PO 5n 


(1) 1) 1) 
HT) Ne ABN UC MISI ERS 


v 


chacun des groupes d'équations ainsi obtenus satisfait à la double con- 
dition suivante: 1° en désignant par 7 le nombre des équations qui com- 
posent un groupe quelconque, ces 7 équations se trouvent résolues par 
rapport aux 7 premiéres dérivées de l'ensemble partiel correspondant; 
2° chaque équation du groupe considéré ne contient dans son second 
membre, outre les variables indépendantes ct les inconnues, que des dé- 
rivées paramétriques postérieures, dans l'ensemble Æ, aux / premiers 
membres du groupe. 

Les systémes canoniques de M. Drrassus sont donc évidemment 
taxiques. 


VIII. Les résultats exposés par M. Goursat dans les Comptes- Rendus 
de l'Académie des sciences du 2 novembre 1897, constituent un cas particulier 
de ceux que j'expose au m? 31 du présent Mémoire. 


Désignons en effet par w une fonction inconnue des deux variables 
indépendantes x et y, et considérons l'équation aux dérivées partielles 


9" y, / 9" qt Oru 


Lod L- — u n— 7 / 1 ^ —— — 
(79) 9^ 9in—^ E H (v »Y,U,0,..., ay" ? 9r9y^—" 


.. 


nu "u 9" qt 


Ov” 19y"— hel ? Dati y" TEST OOS den ) 
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dans le second membre de laquelle 2, ... désignent toutes les dérivées 
de w des ordres 1,2,...,n—1. Si lon attribue à x,y,u les cotes 
premières respectives 1,1,0 ct les cotes secondes respectives c,, c, , 0, 
avec la condition c, Z c,, les quantités «, d, ... seront toutes normales 
vis à vis du premier membre de l'équation (79), comme ayant une cote 


premiére inférieure; quant à la quantité 


ru 
0x 0y" + ? 





qui a même cote premiere que le premier membre, elle sera normale ou 
non vis à vis de lui, selon que la différence 


[he, + (n— h)e,) — lie, + (n —i)c,] = (h—i)(c, — ¢,) 


sera ou non positive; en supposant, pour fixer les idées, c, > c,, on voit 
donc que les quantités 


9" 4, 9" q( "u 


CAE ee 


n 


sont normales vis a vis du premier membre ;, mais que les quantités 


au 9 y"— 
ru oar"u 
(80) Da am * 9 gan 


ne le sont pas, sans toutefois que leur cote premiere surpasse celle du 
premier membre dont il s'agit. 

L'application à ce cas particulier de notre proposition du n° 31 
fournit alors le résultat suivant, dans lequel on reconnaitra sans peine 
celui qu'a récemment formulé M. Goursar: 


Si l'on désigne par (A) le groupe des équations obtenues en égalant à 
zéro les dérivées premières du second membre de l'équation (79) par rapport 
aux quantités (80), et si lon impose à une intégrale hypothétique de (79) 
des conditions initiales arbitrairement choisies sous la seule restriction que 
les équations (X) se trouvent numériquement vérifiées par les valeurs initiales 
des quantités qu'elles contiennent, l'intégrale dont il s'agit ne peut manquer 


d'exister effectivement. 
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SUR UNE CLASSE. DE TRANSCENDANTES NOUVELLES 


(Second mémoire) 
PAR 


EMILE PICARD 


à PARIS. 


1 


Dans mon mémoire! Sur une classe de transcendantes nouvelles, j'ai 


démontré l'existence de systémes de » fonctions uniformes dans tout le 
plan admettant la période o'i et jouissant relativement à la substitution 
(2,2 + ©) de la propriété suivante. Considérons une transformation bi- 
rationnelle entre m lettres w,v,...,w, 


Ui = Bea (Wi, D5 nm» 510); 


WE RE AND 


(1) 


"NC ro Lo Eun) 
et désignons par f(z), e(2) ,..., d(z) les m fonctions; on a 
fe + ©) = RG) es) (0l 
ee + 0) = BG) eto), Pa) 


de + o) = Ru(f(2) , p(2), +--+» g(e)] 


Il importe de rappeler les hypothèses d'un caractère trés général faites 


(E) 


Acta mathematica (tome 18); on est prié de se reporter aux notations de ce 
mémoire. 


Acla mathematica. 23. Imprimé le 21 décembre 1899. 
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dans le mémoire cité sur la substitution (1). Nous-avons supposé que 
u=v=...=w=o est un point double de cette transformation bi- 
rationnelle, et que l'on a dans le voisinage de ces valeurs les developpe- 
ments en séries entiéres 


u = ws UR 


TOR AAC D CN 


TES 
t3 
LL 


w= mW + Q,, (u USE w), 


les fonctions @ ne contenant que des termes de degré supérieur a un. 
Nous avons supposé de plus que l'on n'a pas d'égalité de la forme 


2vyz«o 





(3) li = ) 
i étant un des nombres 1, 2,..., m, et » un entier positif ou négatif, 
et que l’on n’a pas non plus 


2vzo 


(4) quem? 





Ces restrictions d'inégalités, correspondant à (3) et (4), peuvent étre levées. 
Je le montrerai tout à l'heure, mais je veux tout d'abord montrer com- 
ment les résultats de mon premier mémoire auraient pu étre obtenus un 
peu plus rapidement, en restant toujours d'ailleurs dans le méme ordre 
d'idées. J'ai commencé (loc. cit.) par examiner le cas où les R étaient 
des polynomes (la substitution n'étant pas alors birationnelle), et le cas 
général a été ramené à ce cas particulier. Or on peut procéder directe- 
meut en gardant le même mode de démonstration. Nous opérerons comme 
au par. 4, en prenant comme première approximation des fonctions double- 
ment périodiques de seconde espèce 


f(2)» Gol) > +++» Pole) 


admettant la période w'i, et ayant les multiplicateurs respectifs y2,,/2,,...,/2, 
pour le changement de z en z + ©. On suppose que ces fonctions sont 
holomorphes dans la bande 7’, et que dans cette méme bande leurs mo- 
dules sont suffisamment petits. On a d'abord le système 
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h@+ e) = y, f(z) + Qh (2), m), à, (2)], 
£i(2 + ©) = male) + Q.D)» ae), s Bil), 


DC + e) = pige) + Omlfo(2) 02) +--+» Po(2)]. 


) ayant dans la première 


Il détermine des fonctions f(z), e, (2), ..., &,( 
ae eee) Unze 


2 
bande les mêmes singularites (pôles) que f,(z),« 


voit de la manière la plus simple, en posant 


fe) = f) + Fi) 


. 


$0) = dole) + le). 


En se servant alors du théorème du par. 9, on est assuré que l’on peut 
déterminer des fonctions F,,.. 
et un peu à droite et à gauche. On continue alors en faisant successive- 


.. V, holomorphes dans la bande yy’, AA’ 


ment les approximations indiquées au par. 4. La seule différence avec 
la théorie développée aux par. 4 et suivants, est que dans ces paragraphes 
les @ représentaient des polynomes, tandis qu'ici ce sont des séries con- 
vergentes seulement si les variables qui y figurent sont suffisamment 
petites. Mais il n'y a pas là de véritable difficulté, car on a à con- 
sidérer seulement les fonctions Q quand la variable z est dans la bande 
i, et si dans cette bande les modules de f,, ¢,,..., d, sont suffisam- 
ment petits, le lemme du par. 3 et les raisonnements du par. 5 subsistent 
entiérement. 
Nous pouvons done conclure à l'existence de fonctions uniformes 


f(z), e(2); -.-, d (a) 


satisfaisant aux équations (E). Notre mode de raisonnement prouve que 
lon peut avoir une solution de ces équations fonctionnelles pour laquelle 
les fonctions f,¢,...,@ deviendront infinies dans la bande (wy', AA’) 
comme des fonctions données doublement périodiques de seconde espèce 


fo(2) » Sole) +++ Dole), 


pourvu que ces fonctions aient des modules assez petits dans la bande iv. 


330 Emile Picard. 


Ce serait une question intéressante de rechercher foutes les solutions 
possibles uniformes et périodiques des équations (E). Celles que jai ob- 
tenues sont vraisemblablement trés particuliéres, malgré le caractére de 
sénéralité qu'elles paraissent présenter; la théorie des systèmes d'équations 
en nombre infini pourra peut-être trouver d'importantes applications dans 
des problémes de ce genre, quand elle sera plus développée. 

Je n'aborde pas, au moins pour le moment, ces difficiles problémes. 
C'est la restriction relative aux coefficients p que je veux approfondir 
maintenant. Le résultat obtenu suppose que l'on n'a pas d'égalité de la 
forme 





(a) met 


i étant un des nombres 1, 2,...,m, et y un entier positif ou négatif. 
Avec le mode de démonstration que je viens d'employer ici, l'impossibilité 
de la relation (4) ne joue plus de róle. Nous allons montrer que, inéme 
dans le cas, où il existe une relation de la forme (a), on peut trouver 
des transcendantes uniformes satisfaisant aux conditions indiquées. 

La difficulté, au premier abord, parait sérieuse, car les approxima- | 
tions successives ne peuvent plus étre effectuées quand on a une relation 
de la forme (a). On peut cependant lever la difficulté de la manière 
suivante. Soit A(z) une fonction doublement périodique de seconde espéce 
aux multiplicateurs 1 et a (en désignant par a une constante quelconque), 
telle par conséquent que 


A(z + e?) = A(2), A(z + ©) = aà(2) 
et supposons que A(z) reste holomorphe dans la bande i’.  Posons 
fe) — Ae). AC) e(&) = Ae). OS) Er le) — A) TA 
On aura 


F(e + ©) =" F(e) + P(F(e) , 0(2) , ..., V(z) , Ale); 


Wa + e) = W(s) + P,(F(z), 0(2),: .., Ve) , A(2)), 


les P étant des séries en PF, @,..., V^ commençant par des termes du 
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second degré, et dont les coefficients dépendent d'ailleurs de A(z). Ces 
équations sont de même forme que les equations (5), sauf que A(z) y 
figure, ce qui n'est d'aucune importance pour l'emploi des approximations 
successives, Mais les multiplicateurs 4, , p, ,..., 4, ont été remplacés par 


Um 


et comme a peut être pris arbitrairement, il n'y a plus de multiplicateur 
singulier. La difficulté signalée a donc disparu. Si donc aucun des mul- 
tiplicateurs p n'est nul, il y aura certainement des transcendantes uniformes 
dans tout le plan, avec des discontinuités uniquement polaires, admettant la 
période w'i et satisfaisant aux conditions (E). 
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UBER EINE NEUE THEORIE DER ALGEBRAISCHEN FUNCTIONEN 
ZWEIER VARIABLEN 


VON 


K. HENSEL 


in BERLIN. 


81. Einleitung. Ziel der Untersuchung. 


Die Theorie der algebraischen Functionen von zwei Variablen, oder 
die Lehre von den algebraischen Oberflächen und Raumcurven ist seit ihrer 
Begründung durch Cregsch und Noéruer bisher wesentlich nach der mehr 
geometrischen Richtung ausgebildet worden, welche bei der Untersuchung 
der ebenen algebraischen Curven zu so schónen Erfolgen geführt hatte. 
Dagegen ist sie bis jetzt noch nicht mit den Methoden der reinen Ana- 
lysis behandelt worden, wie dies für die algebraischen Functionen einer 
Veränderlichen zuerst durch Cavcuvy und Puiseux, später in weiterem 
Umfange durch Riemann und WerersrrAss geschehen ist. 

Ich móchte in dieser Abhandlung die Grundlagen einer Theorie aus- 
einandersetzen, welche wohl als directe Verallgemeinerung der Weier- 
strass’schen Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen 
auf Functionen von zwei und beliebig vielen Variablen angesehen werden 
kann. Mein Ziel ist, zu zeigen, dass und wie der gesammte Wertvorrath 
einer n-wertigen algebraischen Function von zwei Variabeln stetig, d. h. 
in n Zweigen ausgebreitet werden kann, und in welcher Weise diese » 
Zweige unter einander zusammenhängen. 

Ich zeige zunächst, worin der wesentliche Unterschied zwischen den 
algebraischen Functionen von einer und von zwei Variablen besteht, und 
in welcher Form die soeben characterisirte Aufgabe in jener hüheren 
Theorie ausgesprochen werden muss. 
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In der Theorie der algebraischen Functionen einer Variabeln ist die 
Erkenntniss der analytischen Eigenschaften der Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung f(y, x) = o dann vollkommen gegeben, wenn man die Ver- 
zweigung der zugehörigen n-blättrigen Riemann'schen Kugelfläche d. h. 
diejenigen Stellen « =a der unabhängigen Variabeln kennt, bei deren 
Umkreisung zwei oder mehrere unter den n conjugirten Zweigen y, ,y, , +. Yn 
von y in einander übergehen. Die Bestimmung jener » Zweige für eine 
reguläre oder eine singuläre Stelle z =a, die Aufsuchung der Verzweig- 
ungspunkte und das Studium der Zusammenhanges jener Zweige in der 
Umgebung derselben bildet die Fundamentalaufgabe jener Theorie. Sie 
kann mit den Methoden der Functionentheorie vollständig gelöst werden, 
da diese die Entwicklung einer solehen Function für jede Stelle x — « 
nach ganzen, oder, für die Verzweigungspunkte, nach gebrochenen Po- 
tenzen von z — « finden lassen, und da die Veränderung einer solchen 
Potenzreihe beim Umlauf um die Stelle x = « aus ihrer Form unmittel- 
bar hervorgeht. 

Das analytische Verhalten der Functionen von zwei Variablen ist 
nun ein wesentlich anderes, und erfordert zu seiner Erkenntniss eine voll- 
stándig andere Untersuchungsmethode. Ich zeige zunächst, worin der 
Unterschied jener beiden Theorieen besteht: 

Es sei 


(1) f(z, zy) = A,(ay)e" + À,_,(xy)2" JE ... + Avxy) =o 





eine irreductible Gleichung n'" Grades in z mit ganzen rationalen Func- 
tionen von z und y als Coefficienten. Fixirt man nun in der xy-Ebene 
einen im Endlichen liegenden Punkt 3j (x = a?, y = f?) so, dass die 
n zugehörigen Werthe 9, 7%,...,7 von z, also die » Wurzeln der 
Zahlengleichung f(z, a?) alle endlich und von einander verschieden 
sind, so kann man für jeden Nachbarpunkt $8 (x =a, y = f) die zu- 
gehörigen Werthe 7, ,7,,...,7, von z stets so bezeichnen, dass sie mit 
den Anfangswerthen ; nach der Stetigkeit zusammenhängen, dass also 
allgemein 7; in 7” übergeht, wenn ® auf dem kürzesten Wege zu ®, 
hingeführt wird. Lässt man nun den Punkt ® continuirlich weiter und 
weiter auf der ganzen xy-Ebene fortrücken, so kann man den gesammten 
Werthvorrath der n-werthigen Function z in » stetig zusammenhängende 
Reihen ausbreiten, ohne jemals über die Numerirung der » Wurzeln in 
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Zweifel zu gerathen; nur muss man, genau, wie bei den Functionen 
einer Variabeln die critischen Punkte, nämlich alle diejenigen Stellen ® 
ausschalten, für welche eine der » Wurzeln 7 unendlich gross ist, oder 
wo zwei unter ihnen einander gleich werden. 

Während nun jene critischen Punkte bei den algebraischen Curven 
nur in endlicher Anzahl auftreten, bilden sie hier ein System algebraischer 
Curven. In der That wird ja für alle die und nur die im Endlichen 
liegenden Punkte 33 eine der n Wurzeln unendlich gross, für welche der 


n 


Coefficient von z" in (1) gleich Null wird, und die Gleichungsdiscriminante 
D(x ,y) von (1) verschwindet für alle diejenigen endlichen Punkte (a, f) 


denen mindestens zwei gleiche Wurzeln 7 entsprechen. Durch die Gleichungen: 
(2) "AS (gres 0; Dey) -—o 


sind also alle critischen Punkte im Endlichen vollständig definirt; zu 
ihnen kónnen noch die beiden unendlich fernen Geraden: 
(2°) „= O, ; — 0 
hinzutreten, deren sämmtliche Punkte im Unendlichen liegen; die cri- 
tischen Punkte treten hier also nicht vereinzelt auf, sondern es existirt 
eine endliche Anzahl irreductibler Curven, deren sämmtliche Punkte für 
die Functionen z critisch sind; man findet ihre Gleichungen, indem man 
die irreductiblen Factoren von A,(r,y) und von D(x, y) einzeln gleich 
Null setzt. 

Wahrend also die algebraischen Functionen einer Variabeln in der 
Umgebung eines einzelnen regulären oder critischen Punktes darzustellen 
sind, bietet sich hier die allgemeinere Aufgabe, 


die algebraische Function z soll in der Umgebung desjenigen 
Zweiges 1, 
rerde ine lebi be > SUR / 
werden, welcher durch einen beliebig gegebenen Punkt $, = (a,,/%) 


einer regulären oder einer critischen Curve P betrachtet 


hindurchgeht. 


Es sei also P die gegebene irreductible Curve in deren Umgebung 
die Function z untersucht werden soll, 


P(y , zx) = y + »,a(z)y— +... + p,(x) = 0 


342 K. Hensel. 


sei ihre Gleichung, und es werde der Punkt ®, der Einfachheit wegen 
vorläufig im Endlichen angenommenen. Dann kann der durch ®, hin- 
durchgehende Zweig /, von (P) in der Umgebung von ®, stets durch 
eine Gleichung 


2 


= y | at, ) — Pot f |y" CA AR f. Geh a)" Ce 


dargestellt werden, wo y, eine bestimmte algebraische Potenzreihe be- 
E 1 


deutet, die nach ganzen Potenzen von (z — a,)' fortschreitet, wenn, was 
wir im Folgenden stets voraussetzen wollen, der Punkt %, ein Ver- 
zweigungspunkt von einer beliebigen (a — 1)** Ordnung der Curve P 
ist.' Dann kann die hier sich darbietende Fundamentalaufgabe so aus- 
gesprochen werden: Die Wurzeln 2,,2,, ...,2, der Gleichung (1) sollen 
in einer endlichen Umgebung des Zweiges /, durch Reihen dargestellt 
werden, welche hier gleichmässig convergiren. 

Diese Aufgabe kann nun so umgeformt werden, dass sie der ent- 
sprechenden für Functionen einer Variablen ganz analog ist; führt man 
nämlich statt z und y die neuen Variablen € und y durch die Gleichungen 


= 


S == Beh) 5 —y — Ww |a) 
ein, so geht die Gleichung für z über in: 
f(23 9) = A ()7 + Anm" +... + Ao-—e 


wo die Grössen 4;(7) jetzt ebenfalls ganze rationale Functionen von 7 





' Liegt der Zweig im Unendlichen, und ist etwa a@, — © so ist in der Reihe 


I 
y,(@|@,) und in der Gleichung (I) an Stelle von z — a, die neue Variable z' = = ein- 


zuführen, ist A, = © ist also 


9E VE 
y. — PEE ee 


(2 — a) (x — a) 





die Darstellung der Zweiges /, so ist für y die Variable 


A A—1 


I Ay = ^ = 
y= 3 = Be — a)" + Baye — a) +... 


einzuführen, die Resultate bleiben also wörtlich bestehen. 


Über eine neue Theorie der algebraischen Funetionen zweier Variablen. 343 


sind; aber ihre Coefficienten sind nieht mehr ganze rationale Functionen 
von & sondern algebraische Potenzreihen, welche nach ganzen Potenzen 
von € fortschreiten und in einer endlichen Umgebung der Stelle £ — o 
gleichmässig convergiren. 

Für einen jeden speciellen constanten Werth &, 
des gemeinsamen Conyergenzbereiches aller jener Reihen kann also die 
n-wertige Function nach den Sätzen von Puiseux in » Reihen entwickelt 


werden, welche nach ganzen oder nach gebrochenen Potenzen von 


von é innerhalb 


Uf (y — V) 


mit constanten Coefficienten fortschreitet, und die » Wurzeln unserer 
Gleichung in einer endlichen Umgebung jener Stelle darstellen; lässt man 
aber £ andere und andere constante Werthe £,, £j, ... annehmen, so 
könnte man jedesmal vollständig andere Potenzreihen für z erhalten, 
welche nur innerhalb des gemeinsamen Convergenzbereiches mit einander 
eoincidirten. 

n 
in der Umgebung der Stelle (£—0,  — 0) oder von (r—a,y — (v |a)) 
simmtlich in Reihen von der Form entwickelt werden kónnen: 


Ich werde aber in dieser Arbeit zeigen, dass die Wurzeln z, ,...2 
D 1? 


1 


(3) e (&) + e le) + (En 


e| to 


Er, 


welche nach ganzen oder nach gebrochenen Potenzen von 7 = (y—y,) fort- 
1 


schreiten; ihre Coefficienten sind algebraische Potenzreihen von E—(x—a,); 
diese Reihen convergiren als Functionen von & und von 7 betrachtet 
innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle (£ = 7 = 0) und stellen 
für jedes Werthsystem (f$ = &,, 7 = »,) innerhalb desselben die n Glei- 
chungswurzeln dar. 

Dieses Resultat kann nicht durch die Methoden hergeleitet werden, 
durch welche Caucay und Puiseux dieses Problem für Functionen einer 
Veränderlichen in so allgemeiner Weise gelöst haben, noch weniger kann 
man mit ihnen den analytischen Character der Coefficienten e;(€) für den 
ganzen Bereich der Variablen € oder x erkennen. 

Ich benutze vielmehr zur Lösung dieser Aufgabe ein neues rein 
arithmetisches Verfahren, welches successive die einzelnen Coefficienten 
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e,(€) eines Zweiges zu bestimmen lehrt, und aus dem dann die Convergenz 
jener Reihe (3) und der analytische Character ihrer Coefficienten leicht 
erschlossen werden kann. Ich bemerke dabei, dass dieses Verfahren auch 
fiir die Untersuchung der algebraischen Functionen von beliebig vielen 
Veränderlichen benutzt werden kann, wie ich in einer späteren Abhand- 
lung zeigen werde. 

Die hier auseinandergesetzten Methoden und Resultate bildeten den 
ersten Theil einer Vorlesung, die ich im Wintersemester 1898— 99, an 
der Berliner Universität gehalten habe; bei der Redaction jener Vorlesung 
für den Druck hat mich einer meiner Zuhórer Herr F. Hanrocs in 
dankenswerthester Weise unterstützt. 

Zuerst soll die hier für die algebraischen Function gestellte Aufgabe 
zunüchst für die rationalen Functionen zweier Variablen gelóst werden, 
da sich in diesem einfachsten Falle besonders deutlich zeigen làsst, wie 
man durch die Natur des behandelten Problemes gerade auf die hier ge- 
wählte Fragestellung geführt wird, und da die hier gefundenen Resultate 
bei der Lósung des allgemeinen Problemes benutzt werden. 


§ 2. Die rationalen Functionen von zwei Variabeln; ihre Zerlegung 
in Linearfactoren. 


Wir betrachten zunächst die Gesammtheit aller rationalen Functionen 
von æ und y und untersuchen sie in der Umgebung einer beliebigen 
Stelle © = a der Variabeln x, welche im Endlichen liegen oder aber auch 
die unendlich ferne Stelle sein kann. Eine jede solehe Function kann in 
der Form dargestellt werden: 


_ I, N) am) a,(o)y t... + as(2)y" 
h(x, y) bz) +b (xy +... + b,(æ)y" à 





(1) f (* , y) 


wo alle Coefficienten a,(x) und b,(x) als ganze Functionen von x vor- 
ausgesetzt werden können welche nicht alle eine und dieselbe ganze Func- 
tion von x als gemeinsamen Theiler enthalten. In der Umgebung der 
endlichen Stelle © = a können dann alle nach positiven ganzen Potenzen 
des zugehörigen Linearfactors y» — «a entwickelt werden, welche in einer 
endlichen Umgebung jener Stelle gleichmässig convergiren, und dasselbe 
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ist für @ — co der Fall, wenn man, was in der Folge stets geschehen 


sol, x — « dann durch - ersetzt. Denkt man sich alle Coefficienten in 


82 | nm 


dieser Weise entwickelt, und die niedrigste allen gemeinsame Potenz im 
Zihler und Nenner herausgezogen, so kann jede solche Function folgen- 
dermassen geschrieben werden: 








y az |a) + a,(@|a)y + --- + an(æ | a)y™ 


(2) Neal "bie |a) + b((e|a)y +... +b,@|a)yr ? 


wo jetzt die Coefficienten a;(x 





a), b,(x| a), wie stets im Folgenden, Potenz- 
reihen von x — a bedeuten sollen, welche in einer endlichen Umgebung 
der Stelle x = « gleichmässig convergieren; dieselben enthalten hier keine 
negativen Potenzen von z — a, und für « = a verschwinden weder alle 
Coefficienten im Zähler noch auch diejenigen im Nenner. 

Nur für eine endliche Anzahl von Stellen x = a tritt in (2) eine 
positive oder negative Potenz des zugehörigen Linearfactors vor jenen 
Bruch, im Allgemeinen ist r = 0; hierzu muss nämlich für ein endliches 
a der zugehörige Linearfactor in dem Ausdrucke (1) von f(x, y) in allen 
Coefficienten des Zählers oder in allen Coefficienten der Nenners als Theiler 
enthalten sein. Ist dagegen « = co und ist der Zähler und der Nenner 
von f(#,y) in (1) in Bezug auf z bzw. vom y 
ergiebt sich ohne Weiteres, dass alsdann in der Darstellung (2) in der 


“2 und vom v'" Grade, so 


F j IV : f 
Umgebung jener Stelle die Potenz () des bezüglichen Linearfactors 


vor dem Bruche auftritt. 

Nunmehr kann man in jener Darstellung (2) auf der rechten Seite 
Zähler und Nenner in ihre Linearfactoren zerlegen, und man erhält so 
die folgende Darstellung: 





Bin r (VY — YY — y)... (Y = Ym)Am | a) 
(3) Prot) ee ia (y — Jy — y9 --- (y — Yn) bn(@ | a) 





Hier sind y,...Y%m3yi---y, die Zweige, welche der Zähler g(x,y) und 
der Nenner h(x, y) in der Umgebung der Stelle (x = a) besitzen, sie sind 
also ebenfalls Potenzreihen, welche nach ganzen oder nach gebrochenen 
Potenzen des Linearfactors (zr — a) fortschreiten, und welche alle inner- 
halb einer endlichen Umgebung jener Stelle gleichmässig convergiren; 
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falls eine oder mehrere jener Reihen mit einer negativen Potenz von z — a 
beginnen, also für z— a unendlich gross werden, so ist jener endliche Con- 
vergenzbereich oder jene Umgebung der Stelle z — a nach innen durch einen 
beliebig klein zu wählenden Kreis begrenzt, und in dieser Weise soll die Um- 
gebung einer Stelle, falls dies nótig sein sollte, stets begrenzt vorausgesetzt 
werden. Auch hier künnen und wollen wir*den Bruch fe 
als in seiner reducirten Form, d. h. so gegeben voraussetzen, dass Zähler und 
Nenner als Function von y keinen gemeinsamen Theiler besitzen; alsdann 
sind die Linearfactoren y—y; im Zähler von den Factoren y — y; im 
Nenner verschieden; dagegen kann natürlich einer der Lincarfactoren im 
Zähler oder im Nenner noch mehrfach auftreten. Um dieses Vorkommen 
mehrfacher Linearfactoren im Zähler oder im Nenner von f(x,y) ein- 
heitlich characterisiren zu können sagen wir genau wie bei den rationalen 
Functionen einer Variablen, f(y, x) besitzt in Bezug auf einen Linearfactor 
y — y, die positive oder negative Ordnungszahl +o wenn derselbe a Male 
im Zähler oder im Nenner jener Function vorkommt, und diese Function 
hat die Ordnungszahl Null, wenn y — y, weder im Zähler noch im 
Nenner auftritt. 

Zu diesen Linearfactoren y — y; und y — y; kann endlich als letzter 


noch der Factor y — co oder — treten, welcher für jede beliebige Stelle 


; 1 
y 
Bringt man die zu untersuchende Function f(x,y) in (1) auf die Form: 


“=a dann und nur dann verschwindet wenn - — o also y = co ist. 


I PN C 
.\ nm Am(%) + Am-ı(%) 3 +... +a (x) 3 
f(s,y)—() . : D 


iud / 3E FA : b 
di b, (2) + bea +...+b,(«) (5) 





? 


so erkennt man, da sich im Zähler und Nenner für y = co alle Glieder 
mit Ausnahme der ersten auf Null reduciren, dass f(x,y) in Bezug auf 


. I 2 . . 
den Linearfactor 5 die Ordnungszahl (n — m) besitzt, dass also die Ord- 
i : ' I 4 
nungszahl von f(x,y) in Bezug auf den Linearfacter - stets gleich dem 
: 7 


negativ genommenen Grade (m — ») jener rationalen Function für y ist. 
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Beachtet man endlich, dass die Summe der Ordnungszahlen für alle 
gleichen oder verschiedenen Linearfactoren im Zähler bzw. im Nenner 


‘ : : Lie 
gleich m bzw. gleich (— ») ferner für den Linearfactor - gleich (m — m), 
8 y 


und endlich für jeden anderen Linearfactor y — y, gleich Null ist, so 
ergiebt sich auch fiir die rationalen Functionen von zwei Variabeln der 
wichtige Satz: 


Die Summe der Ordnungszahlen einer beliebigen rationalen Func- 
tion f(y, a) für alle Linearfactoren y — y, in der Umgebung einer 
beliebigen Stelle x — « ist stets gleich Null, d. h. eine jede solche 
Function besitzt ebensoviele Nulleurven wie Polcurven. 


Besitzt also eine Function f(y, x) überhaupt keinen Linearfactor y — y, 
in negativer Ordnung, so muss sie nothwendig von y unabhàngig, also eine 
rationale Function von x allein sein, denn sie enthält nach dem obigen 
Satze auch keinen Linearfactor in positiver Ordnung. 

Geometrisch stellen die Gleichungen: 


1 — =. EE hot 
y —Y; = 9, y — Yx = 0 ee) 


die einzelnen Zweige der Zählercurve g(y,x) = o und der Nennercurve 
k(y,x) =o von der Function f(y,x) in der Umgebung der Stelle z —a 
dar; sie können und sollen daher, wie dies oben bereits geschehen ist, 
auch mitunter als Nulleurven oder Poleurven bezeichnet werden. Zu 


3 l - I 
ihnen kann dann noch die unendlich ferne Gerade - = © und ausserdem 
1, 


an einer endlichen Anzahl von Stellen x — « die zugehörige Gerade 
æ— a — 0, als ein- oder mehrfache Nulleurve oder Polcurve hinzutreten. 


83. Die Entwickelung der rationalen Functionen in Potenzreihen. 


In der Theorie der analytischen Functionen einer Variablen wird 
gezeigt, dass man jede rationale Function f(x) in einer endlichen Um- 
gebung einer beliebigen Stelle (x — a) in eine nach ganzen Potenzen des 
zugehörigen Linearfactors fortschreitende gleichmässig convergente Potenz- 
reihe entwickeln kann, welche höchstens mit einer endlichen Anzahl ne- 
gativer Potenzen desselben beginnt. 
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In gleicher Weise wollen wir jetzt zeigen, dass und wie man eine 
rationale Function f(x,y) von zwei Variabeln in endlicher Umgebung 
eines beliebigen Curvenzweiges /, (y = y, = $(x|a)) ebenfalls in eine 
nach ganzen Potenzen des zugehórigen Linearfactors (y — y,) fortschrei- 
tende Potenzreihe entwickeln kann, welche ebenfalls hóchstens mit einer 
endlichen Anzahl negativer Potenzen von y — 5, beginnt und innerhalb 
einer endlichen Umgebung jenes Curvenzweiges gleichmässig convergirt. 

Es sei also: 


(1) y=Y = 3 (xa) 


ein Zweig /, einer beliebigen algebraischen Curve P(y, x) = o, oder, was 
dasselbe ist, ein Element einer beliebigen algebraischen Function in der 
Umgebung einer beliebigen Stelle (r =a) und es werde wieder, um gleich 


den allgemeinsten Fall zu betrachten, angenommen, dass jene Potenzreihe 
1 


nach ganzen Potenzen von (x — a)" fortschreitet, d. h. dass jener Curven- 
zweig an der Stelle x = a einen a-blättrigen Verzweigungspunkt besitzt. 
Denkt man sich dann jenes Element y, durch analytische Fortsetzung 
nach allen Seiten ausgebreitet so erhält man die ganze zugehôrige alge- 
braische Function, welche wir als »-wertig voraussetzen wollen. Ihre 
Werthe sind dann eindeutig und im Allgemeinen stetig auf einer ganz 
bestimmten y-blättrigen Riemann’schen Kugelfläche ausgebreitet, welche 
im Folgenden stets durch R(y,) bezeichnet und als gegeben vorausgesetzt 
werden soll. — Sind #,%,,...,y" die p zu dem Element y, conju- 
girten Potenzreihen, so genügt die algebraische Function y, der irreduc- 
tiblen Gleichung &'" Grades: 


P(y, 2) = (y —y0)(y — y) (y — 7) = y" + pi(z)y" +... + p, (2) =0 


mit rationalen Functionen von z als Coefficienten. 

Es sei p, der zu dem Functionenelemente y, gehórige Punkt der Rie- 
mann'schen Kugelflüche; dann convergirt jene Reihe gleichmässig inner- 
halb eines Kreises oder, falls y, für x = a unendlich wird, innerhalb 
eines jenen Mittelpunkt ausschliessenden Kreisringes, dessen äusserer Be- 
grenzungskreis durch den nächsten Pol von y, oder durch den nächsten 
Verzweigungspunkt der Kugelfläche Z(y,) hindurchgeht. Dieser stets 


endliche Convergenzbereich der Reihe y, werde durch A, bezeichnet. 
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Um nun eine beliebige rationale Function f(y, z) in der angegebenen 
Weise in eine Potenzreihe zu entwickeln führen wir zunichst an Stelle 
von z die neue unabhingige Variable € durch die Gleichung: 

1 
(x — aj = E, o=a-+ & 

ein, wodurch die Reihe y, in eine nach ganzen Potenzen von & fort- 
schreitende und in der Umgebung von € — o convergirende Potenzreihe 
übergeht. Entwickelt man dann in der rationalen Function f(a, y) Zähler 
und Nenner fiir sich nach dem Taylor’schen Satze nach Potenzen von 
y —Y so ergiebt sich: 
I" (Yo) 
fy, 2) = 1859 — ze 

Quo (yo) + (Yo) — Yo) + EG) y Yo) ben 


| 2 





sy) + gy — Yo) + (y—y)?> +... 








PES 
lo 


3 


wo alle Ableitungen im Zähler und Nenner Potenzreihen in & sind, welche 
ebenfalls innerhalb A, convergiren. Lässt man jetzt diejenigen Reihen 
im Zähler und Nenner fort, welche gleich Null sind, und setzt die ent- 
sprechende Potenz von y — y, vor den Bruch, so kann derselbe so ge- 
schrieben werden: 


3 e vt rot 
IE LE TE CRE reper qme IPRC = ay 





Wir dividiren endlich noch Zähler und Nenner durch h,(€) und schreiben 
den Ausdruck dann in der folgenden Form: 





GE) + g, (89 —w) +--- a Xy — UN. 
= 


y¥,v) — (y —W - = = 
(4) Fy 2) — 9 —) 1 — (A (EXy — 9) +. + XQ — 9) 


auch hier sind die Quotienten: 








-—— gi(&) 
IX) = 


i 


ney MOTTE 


Potenzreihen von £, welche hóchstens eine endliche Anzahl negativer Po- 
tenzen von £ entbalten, und deren Convergenzkreis entweder mit dem 
vorigen übereinstimmt, oder durch die nächste Nullstelle von A,(£) hin- 
durchgeht. Es möge der stets endliche gemeinsame Convergenzradius 
jener Reihen durch p, bezeichnet werden. 
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Um nun die in jenen Reihen eventuell auftretenden negativen Po- 
tenzen von £ zu beseitigen führen wir an Stelle von y die neue Va- 
riable 7 durch die Gleichung ein: 


y E Yo 


(5) Bar AP 


9 


und wählen die ganze Zahl d = da als das kleinste Multiplum von a so, 
dass sich in (4) nach Substitution von 275^ = y(x — a) für y — y, alle 
negativen Potenzen von €, natürlich mit Ausnahme derer von g,(&), 
fortheben; beseitigen wir auch diese endlich dadurch, dass wir jene 
Potenz von € vor den Bruch schreiben, so kann f(x,y) so dargestellt 
werden: 


" (ex) 

f? c.y) = Er : = PSP 2s 2 

9) 7 '1—3.9() 

wo ¢(&) und (£x) Potenzreihen von € und 7 sind, welche keine nega- 

tiven Potenzen von € und y enthalten, und die für \é| « p, und für ein 

beliebig grosses 7 convergiren, da sie ja für 7 nur von endlichem Grade sind. 
Beschränkt man nun € und y zunächst so, dass: 


(5) lé «o» — y.2(| € 1 


ist, so kann man den Nenner entwickeln und erhält: 


Fc, y) = Eye (5x1 + 9 + z'4* +...) = Er". p(Er), 


und da bei den soeben gemachten Beschränkungen sowohl c(£») als auch 
die Reihe X(zd&) gleichmässig convergirt, so gilt dasselbe von ihrem Pro- 
ducte; dasselbe kann also in eine Potenzreihe p(£y) von € und y» geordnet 
werden, welche innerhalb desselben Bereiches gleichmässig convergirt. 

Dieser Convergenzbereich für £ und y ist niemals unendlich klein. 
In der That ist ja die Bedingung | 4d (En) | < 1 sicher a fortiori erfüllt, 
wenn man die Reihe 


durch eine andere Reihe g(£») ersetzt, in welcher alle Coefficienten d 
dureh ihre absoluten Beträge ersetzt, und diese dann noch beliebig ver- 
grössert sind; betrachtet man nun alle die Werthsysteme £y, für welche 
|zo(5x)| < 1 ist, so ist für diese die obige Bedingung (5’) ebenfalls erfüllt. 
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Convergirt nun eine Reihe ¢(&y) für || =o und |z| = e und ist 
y der grösste Werth den | (Er) | fiir jene Werthsysteme annehmen kann, 
so ist bekanntlich allgemein: 


also ist für alle Werthe |é|< und |y|<o 


een & e Yr (EN (B) = - eie 


er ee 


und jener Ausdruck ist sicher kleiner als ı wenn: 





el 


l&l__ Il also [pl <—_—— 
Pp 6 I 
m 

6 


ala 


angenommen wird; und da hier der Bereich o für [y| beliebig gross also 
Yu. À ek 

- sicher gleich 1 und p beliebig nahe an o, angenommen werden kann, 
G à - 


so ergiebt sich für € und y die folgende Beziehung: 


lecce le 


wenn 7 jetzt den Maximalwerth von |&(&y)| für |2| =<, und || = 1 
bedeutet, und für jeden Werth von € ergiebt sich so ein ganz bestimmter 
endlicher Werth für ». 

Ordnet man die so sich ergebende Potenzreihe nunmehr nach Po- 
tenzen von 7 allein und multiplicirt man in jener Reihe jedes Glied 
mit der positiven oder negativen Potenz £^, so ergiebt sich die folgende 
Darstellung für f(x, y) 


(6) f(z,y) = (En + fa(Dw" + 


wo die Coefficienten Potenzreihen sind, die nach ganzen Potenzen von € 
fortschreiten, in einer endlichen Umgebung von 5 = o gleichmässig con- 
vergiren und höchstens eine endliche Anzahl negativer Potenzen von & 
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enthalten, wie weit man auch in jener Reihe fortgehen mag. Ferner ist 
der Exponent o der Anfangsgliedes jener Reihe offenbar gleich der Ord- 
nungszahl, welche die rationale Function f(r,y) in Bezug auf den Linear- 
factor y — y, besitzt und ihrer Entstehungsweise nach sind die Potenz- 
reihen f,(£),... als rationale Functionen von g?(y,) und h®(y,) eben- 
falls rationale Funetionen von y, und x, also algebraische Functionen, 
welche auf der zu y, zugehórigen Riemann’schen Fläche eindeutig sind. 
Wortlich dasselbe Resultat erhält man, wenn man für den Curvenzweig 
y — y, in der Umgebung von x = 4 einen der speciellen Zweige: 


y= CO, oder Ti a, „oder 2% ex) 
in der Umgebung der Stellen: 
q£ — a; oder y=, oder y=, 


wählt. Man hat dann in jener Entwicklung nur jedesmal zu setzen: 


oder endlich: 


E — y — = a 
ie LOS 


und alsdann gilt jedesmal genau die oben angegebene Entwickelung (6). 
Um nun jenes Resultat allgemein aussprechen zu kônnen bezeichnen 
wir den Linearfactor y — y,, welcher für alle und nur die Punkte der 
Curvenzweiges y, in der Umgebung der Stelle x» = à verschwindet, als 
den zu jenem Zweige gehórigen Linearfactor; und allgemeiner bezeichnen 
wir ebenso auch den vorher eingeführten Linearfactor: 
hs : "m mic 
welcher für alle Punkte mit Annahme von (x = a) selbst die gleiche 
Eigenschaft hat. Dann kann jenes Resultat folgendermassen ausgesprochen 
werden: 
Eine rationale Function f(x,y) kann in der Umgebung eines 
beliebigen Curvenzweiges y — y, stets auf eine und nur eine Weise 
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in eine Potenzreihe entwickelt werden, welche nach ganzen Potenzen 
des zugehörigen Linearfactors » fortschreitet und höchstens eine end- 
liche Anzahl negativer Potenzen desselben enthält. Alle Coefficienten 
in jener Entwickelung sind mit y, gleich verzweigte algebraische Po- 
tenzreihen, deren Ordnungszahlen, falls sie negativ sind, jedenfalls alle 


unter eine endlichen Grenze bleiben. 


Dieser Satz ist die directe Verallgemeinerung des bekannten Theoremes 
für die rationalen Functionen von einer Variablen. 

Der Convergenzbereich der Reihen £(£),/,,(£),... geht auf der 
Kugelfläche R(y,) durch den nächsten critischen Punkt von y, oder durch 
die nächste Nullstelle der algebraischen Function h,(£) hindurch, welche 
ja auch auf R(y,) eindeutig ist. Schliesst man alle jene singulären Punkte, 
welche nur in endlicher Anzahl auftreten, zunächst aus, und bezeichnet 
alle übrigen Punkte von Æ(y,) als die regulären Stellen, ihre Gesammtheit 
als den regulären Bereich, so besteht für jede regulàre Stelle eine Ent- 
wickelung: 


(7) f (v, y) T f. (x | a)(y A 2) ar feit | a)(y = 77 3S mU 


wo 7, sowol als alle Coefficienten f,(r|a) nach ganzen Potenzen von : — a 
fortschreiten, und garkeine negativen Potenzen enthalten. Geht man von 
einer solehen regulären Stelle auf R(y,) aus, so kann sie mit Umgehung 
aller singulàren Punkte zu jedem anderen regulären Punkte jener Fläche 
übergeführt werden; für die singulàren Punkte und ihre Umgebung 
gelten dann die entsprechenden Entwickelungen (6), nur dass für die 
1 
Verzweigungspunkte an die Stelle von #—a die Potenz (x — a)“ , und für 
die Nullstellen von ,(£) an die Stelle von y — y, der allgemeinere 
y 


dier fo : 
T Ege. treten kann. 


Linearfactor 

Der Exponent e von (y — y,) mit welchem die Entwickelung (7) be- 
ginnt, ist, wie oben erwähnt, gleich der Ordnungszahl von f(y, x) in Bezug 
auf jenen Linearfactor. Bei der Fortsetzung der Reihe (7) über die ganze 
Riemann'sche Fläche R(y,) oder lings der ganzen Curve P bleibt aber 
offenbar die Ordnungszahl e stets die gleiche; jene Function f besitzt 
also die Ordnungszahl à nicht bloss für den einen Zweig (y = y,) der 
irreductiblen Curve P sondern in Bezug auf die ganze Curve; dies er- 
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kennt man hier auch direct, denn eine Function f besitzt dann und nur 
dann in Bezug auf den Linearfactor (y — y,) die Ordnungszahl o, wenn 
sie die Potenz P(y, x)” der zugehörigen irreductiblen Function P(y, x) als 
Factor enthält. 


§ 4. Die algebraischen Functionen von 2 Variablen. Ihre Ent- 
wickelung in der Umgebung eines regulären Curvenzweiges. 


Wir wollen die Resultate der letzten Abschnitte benutzen, um die 
n Wurzeln oder Zweige z,,2,,...,2, einer algebraischen Gleichung »'"" 


Grades mit ganzen rationalen Coefficienten: 

(1) f(2, ay) = A.(x,y)2 + Aal, ya" +... + An, y): + A(x.y) —o 
ebenfalls in der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 

(2) yy, = GG la); [x — al «5 


in Reihen zu entwickeln, welche nach Potenzen des zugehörigen Li- 
nearfactors y — y, fortschreiten. Geometrisch heisst das, wir wollen die 
Oberfläche (1) in der Umgebung derjenigen » Raumcurven betrachten, in 
denen die zu der ebenen Curve (2) gehórige Cylinderfläche die » Blätter 
jener Oberfläche durchsetzt. Wir setzen der Einfachheit wegen zunächst 
wieder voraus, dass der betrachtete Punkt ® im Endlichen liegt, dass also 
erstens a einen endlichen Werth besitzt und dass zweitens die Reihe % 
die Form hat 


0 


1 2 
y. = 8, + MER FB uu 
also nicht mit negativen Potenzen von x anfängt. Wäre dies nämlich 
nicht der Fall, wäre etwa: 


vcn eee | 


n I : x 
so brauchte man nur wie im § 1 y —- an Stelle von y einzuführen, 
S 1 - | 


um diesen allgemeineren Fall auf den hier behandelten zu reduciren. 
Ohne die Allgemeinheit zu beschränken können und wollen wir ferner 
voraussetzen, dass in der definirenden Gleichung (1) für 2 A,(@,y)= 1 
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und alle übrigen Coefficienten ganze Functionen von x und y sind, dass 
also jene Gleichung die Form hat: 


(3) fe, = 2 + a, (x, yat +... + a (m, y)z + a (ZY) = 0, 


wo alle a;(x,7y) ebenfalls ganze Functionen von x und y sind; denn sollte 


. . . . z 
das nicht der Fall sein, so braucht man in (1) bekanntlich nur z= ABEL 
A, (oy 
zu setzen; dann genügt z einer Gleichung von der Form (3). Besitzt die 
Gleichung für z die Form (3) so entsprechen jedem Punkt «=a, y — f 
im Endlichen genau n gleiche oder verschiedene aber stets endliche be- 


stimmte Werthe 7, ,7,,...,7, von z, welche die Wurzeln der Gleichung: 
+ aile, Ar +...+4(«,p) =o 


sind. Die durch die Gleichung (3) definirte algebraische Function besitzt 
also den Character einer ganzen rationalen Function, und soll daher eine 
ganze algebraische Function von (r,y) genannt werden. 

Wir setzen ferner voraus, dass jene Function f(2,y) mit ihrer nach 
z genommenen Ableitung /:(z,y) keinen gemeinsamen Theiler hat, dass 
sie also für unbestimmte (x, y) keine gleichen Wurzeln besitzt. Auch hierin 
liegt keine Beschränkung der Allgemeinheit, denn einen solchen Theiler 
könnte man ja durch das Euclidische Verfahren bestimmen und vorher 
durch Division entfernen. Haben dann f(z) und f’(z) keinen gemein- 
samen Theiler, so kann man ebenfalls durch das Euclidische Verfahren 
zwei ganze Functionen von z,y und x g(z) und g,(z) so bestimmen, dass: 


(4) f(z)9(2) + F'(e)g,(e) = De, y) 


ist, wo D(x,y) eine durch jenes Verfahren sich ergebende ganze Function 
von x und y, die sogenannte Discriminante von f(z) ist, welche also in 
der (xy)-Ebene eine bestimmte Curve, die s. g. Discriminantencurve darstellt. 

Soll nun für alle Stellen in der Umgebung des beliebig angenom- 


menen Curvenzweiges y = y, eine Reihe 
a= e(z|a) + e(x |a)(y — y) + --- 


gleichmässig convergiren, und die Gleichung f(z,y) = o befriedigen, so 
muss zunächst für y — y,, d. h. für alle Punkte auf jenem Zweige z= e,(x a) 
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sein, d. h. die Reihe e,(r|z) muss die Gleichung f(e,, y,)= o in der Um- 


gebung der Stelle x = «a befriedigen, welche man aus (3) erhält, wenn 
man y durch die Potenzreihe y, =%,(x a) ersetzt. Die so sich ergebende 
Gleichung: 

n - —1 
(5) f (ey, Yo) = e, "E GAGs Loe aoe 0o 


besitzt dann als Coefficienten ganze rationale Functionen von y, und a, 
dieselben sind also sämmtlich algebraische Potenzreihen von z— a, welche 
mit y, gleich verzweigt sind, keine negativen Potenzen von z — « ent- 
halten und denselben Convergenzbereich wie y, selbst besitzen. Jene 


Gleichung besitzt demnach genau » und nur n gleiche oder verschiedene 
Wurzeln: 


(5) en (Ela) era la) er se (ile) 


welche ebenfalls algebraische Potenzreihen sind, die innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der Stelle « gleichmässig convergiren und keine negativen 
Potenzen von z — « enthalten. 

Lässt man den Punkt x = @ alle mögliche Umläufe machen, durch 
die y, in sich selbst übergeführt wird, so vertauschen sich die n Potenz- 
reihen ej(r|«) unter einander. Sind 


nelle) = oun eG 


2) 


alle und nur diejenigen unter den » Wurzeln (6), in welche ef? («| a) 
durch jene Umlaufe übergeführt werden kann, so genügen diese für sich 
einer und zwar einer irreductiblen Gleichung »"" Grades 





Tale , Yo) = 


deren Coefficienten rational von y, abhängen, und welche ein Factor der 
ganzen Gleichung n“" Grades f(e, ,y,)—o in (5) ist. In gleicher Weise 
können auch die übrigen » — » Wurzeln in Gruppen zusammengehöriger 
Wurzeln geordnet werden, die den einzelnen irreductiblen Factoren von 
f(e,, Yo) entsprechen. 

Unter jenen Wurzeln ej"(v|a) können gleiche vorkommen; dieser Fall 
kann aber nur dann eintreten, wenn der Zweig y — y, der Discriminanten- 
curve angehört. Ist nämlich etwa ej(v|a) eine mehrfache Wurzel von 
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f(€ 5 Yo) — ©, so ist sie auch eine Wurzel der Gleichung f’(e, , y) = 0; 
ersetzt man also in der Identität (4) y und z bzw. durch y, und ef) (x| a), 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, d. h. es muss 
D(r,9,-0 sein, w. z. b. w. 

Wir bezeichnen nun speciell eine jener » so bestimmten Reihen (57) 
durch e,(r|«) und setzen zunächst voraus dass sie keine mehrfache Wurzel 
von f(e&,,%) = 0, dass also sicher: 

(6) f (64s) + © 
ist. Wir zeigen dann, dass zu diesem Anfangsgliede eine und nur eine 
eindeutig bestimmte Reihe 


£y — €, + ey — Ih) + ey — Yo) = AOC 


gehört, deren sämmtliche Coefficienten mit e, gleich verzweigte algebraische 
Potenzreihen sind, welche in der Umgebung jenes Zweiges gleichmässig 
convergirt und die ursprüngliche Gleichung f(z,y)-— © befriedigt. 

Zu diesem Zwecke setze ich: 


2 — € +6, y Wm 
so dass die zu lósende Aufgabe jetzt die ist, in der heihe: 
(6^) G = 4 —& = e(z|a) + e(x |e)? +.. 
die Coefficienten e,,e,,... zu finden. Nun ist also: 
(7) Fey) = f(& + Gv tm) = fv) + os s Yo) + Mole » Yo) 


SF UC , ye + 2fı(& » Vo) de hoo (©, » Yo)77) ICE 


wo allgemein 
Qittf(z 2 y» ; 
nan yan Plo» Yo) 


gesetzt ist. Aus dieser Gleichung ergiebt sich, wenn man beachtet, dass 
f (y+ Yo) = 2% fiol€o» Yo) # © ist, folgende Darstellung für & 


0 Quee 
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Die Coefficienten auf der rechten Seite dieser Gleichung sind ebenfalls 
algebraische Potenzreihen von z — a, welche mit e(x|a) gleichverzweigt 
sind, da alle jene Quotienten rationale Functionen von e, , Y,, und z sind; 
ihr gemeinsames Convergenzbereich ist ebenfalls endlich, denn es stimmt 
entweder mit dem von e, überein, oder es geht hin zu der nächsten Null- 
stelle von /f(@,%); aber in dieser Gleichung (8) können einige Coeffi- 
cienten mit einer endlichen Anzahl negativer Potenzen von z — a beginnen. 
Da e(r|z) und ,(r|a) keine negativen Potenzen enthalten, so gilt das 
Gleiche von allen Coefficienten f,(e,, y,). Nur dann können also in (8) 


negative Potenzen von z — a auftreten, wenn der gemeinsame Nenner 


7 = fi(e,,y,) von positiver Ordnung ist. Ist dies der Fall, und setzt 


( 
c 
man in der Gleichung (4) des vorigen Abschnittes 4 — a, y=y,, 2 — €, 
so verschwindet ihre linke, also auch ihre rechte Seite, man erhält also 
für eine solche Stelle die Gleichung D(a,y,) = 0, aus der sich ergiebt, 
dass in der Gleichung (8) in den Coefficienten nur dann negative Po- 
tenzen von x — a auftreten können, wenn der Punkt ® ein Schnittpunkt 
der Curve P mit der Discriminantencurve ist. Um diese negativen Po- 
tenzen, falls sie auftreten sollten, von vorn herein zu beseitigen, führen 


wir an Stelle von 7 und £ neue Variable 7, und & durch die Gleichungen: 


(9) n=(0— a), $= (6 — ay 


ein, und wählen die ganzen Zahlen z und o so, dass sie möglichst klein 
sind, und dass sich in der aus (8) folgenden Gleichung für &, und 7, 


(MO) RE — nz IC — ay “7, — (2 ^) (r — a) "m — (P) — a) 7,6 


alle negativen Potenzen von x—a fortheben. Dieser Bedingung kann, 
da die Entwiekelung in (8) abbricht, offenbar stets genügt werden. Als- 
dann kann die jetzt zu lösende Aufgabe bei einfacherer Bezeichnung der 
Entwickelungscoefficienten in (10) und (6^) folgendermassen ausgesprochen 
werden: 


= 


Es soll die Gleichung 


en) & = gol(ela)y, + 2  gu(x|a)yicr 


¢+k=2,3,.., 


Über eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 359 
in welcher die Coefficienten g,,(@| a), gu (n 2),... ganze Potenzreihen 
von x — a sind, durch eine Reihe: 

, Lx V || a 4 2 
(117) SISSE e; (x | a), zl €, (x | a) bon 
befriedigt werden. 

Diese Aufgabe kann nun, auch wenn man nicht voraussetzt, dass, 


wie es hier der Fall ist, die Reihe der Coefficienten g,(x& |a) abbricht, 
stets auf eine und auch nur auf eine Weise gelóst werden wenn nur die 


Reihe Xg,(r|a)yiCi in einer endlichen Umgebung der Stelle 7, = o, 
& — 0, æ =a gleichmässig convergirt. Setzt man nämlich in (11) für 


& die Reihe (11’) ein, und ordnet dann die rechte Seite der so sich 


ergebenden Gleichung 


(1 2) (615, 3E SoH zt ) = IM AF 2 Jam (ew SF 8,91 zt 3 


nach steigenden Potenzen von », so ist dieselbe innerhalb ihres Conver- 
genzbereiches nur dann erfüllt, wenn die noch unbekannten Coefficienten 
£,,€,,... so gewählt werden, dass die Coefficienten auf beiden Seiten 
von (r1") gleich sind. So erhalten wir eine Reihe von Gleichungen: 


£1 = Yo» 
$$ = Joo + dui + 9851) i 
Es = I + Junki + IC + sex + n8» + 290516» 


. . . . . . . . . . . . . . . 


- , 


und man erkennt leicht, dass sich allgemein aus der Vergleichung der 
Coefficienten von xj auf beiden Seiten für e, eine Gleichung ergiebt: 


10) 


Y - : F 
Ex = Gigi; Jars 815825: ++» &-ı) (h+i=2,8,...) 


in welcher die rechte Seite eine Summe einer endlichen Anzahl von Pro- 
ducten von den Coefficienten g,, und den vorhergehenden Coefficienten 


z 
= 


.,€,4 ist. Setzt man also den Werth von ¢ 


ACER. , in die zweite, die 
so gefundenen Werthe von e, und e, in die dritte Gleichung ein und 
fährt so fort, so erhält man für jeden Coefficienten e, einen Ausdruck 


von der Form: 


(12) = A, (916 » In) (h+i=2, 8, ...) 
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welcher ebenfalls aus einer endlichen Anzahl der Coefficienten g,,, 4, 
allein durch die Operationen der Addition und der Multiplication ge- 
bildet ist. 

Aus der Form der so gefundenen Ausdrücke für e,(x|a),e,(x|a),... 
folgt zunächst, dass alle jene Coefficienten algebraische mit g,, und den 
Reihen g,, also auch mit e,(r,«) gleichverzweigte Functionen sind, deren 
Entwickelungen in der Umgebung der Stelle (x= «) keine negativen Po- 
tenzen von (r — «) enthalten, und welche innerhalb des oben angegebenen 
Convergenzbereiches der Reihen g(x) a) ebenfalls gleichmässig convergiren. 

Wir zeigen jetzt weiter, dass die so gefundene Reihe für 


“ = e(v |a)», he 


als Function von x und von 7, betrachtet innerhalb einer endlichen Um- 
gebung der Stelle (x = a, 7, = o) gleichmässig convergirt, und dass die 
aus ihr sich ergebende Reihe für z, die Gleichung f(z,y) = © nicht nur 
formal befriedigt, sondern eine Wurzel derseiben in einer endlichen Um- 
"ANO! Q — N eine are 

gebung des Curvenzweiges (y = y, , [x — «| < 0) wirklich darstellt. 

Zum Beweise der Convergenz führen nun die folgenden ganz all- 
gemeinen Betrachtungen: Denkt man sich in einer Potenzreihe von einer 


oder von mehreren Variablen, etwa in der Reihe: 
oo oo 
Risk 
PE) = à B Das 


alle Coefficienten p, durch ihre absoluten Beträge ersetzt und diese noch 
beliebig vergrössert, so erhält man eine neue Reihe mit lauter positiven 
Coefficienten: 


oo ac 
—/p =~ tk 
p(&) = 3 E pak y 
für welche allgemein p, >|p,| ist. Jede solche Reihe p(£y) soll grösser 
als die Potenzreihe p(£x) heissen, und diese Beziehung soll durch die Be- 
zeichnung 
len)  mlE 
(Er) < p(&) 


characterisirt werden. Ist z. B. 


P(E) = » T 5a6-cT mE +... 
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eine Potenzreihe von einer Variablen, deren Convergenzradius p, ist, ist 
ferner o <p, und P gleich oder grösser als der grösste Werth, den 
|p(£)| auf der Peripherie des mit dem Radius » um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreises annimmt, so ist bekanntlich allgemein: 


p 
[Bel Eos 


es ist also nach unserer Bezeichnung: 


» 


ple) < P(i bist Jor 


also für alle Werthe |é| < p ist: 


aM 2G 
Die) — — 


. Ist nun für irgend eine Reihe »(&7) < p(&y), so folgt aus bekannten 
Sätzen der Functionentheorie, dass der Convergenzbereich von p(&7) gleich 
oder grösser ist als der von p(£y); convergirt also die grössere Reihe in 
einer endlichen Umgebung der Stelle (€ = 0, 7 = 0), so ist sicher das 
Gleiche für p(&7) der Fall. 

Ist ferner für zwei Potenzreihen p(£y) und q(&7) 


p(En) < p(&) ; a (£y) < 2 (Er) 


so ergiebt sich durch eine einfache Coefficientenvergleichung: 





und das Gleiche gilt fiir die Summe und das Product von mehr als zwei 
Potenzreihen. 
Diese Sätze wende ich jetzt auf die vorher gefundene Reihe 


an, deren Coefficienten e,(r|«) convergente Reihen sind, welche nach ganzen 
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oder gebrochenen Potenzen von z — « fortschreiten; wir nehmen allgemein 
an, sie schreite nach ganzen Potenzen von: 
= 
& — (r — ay 
fort. 
Um nun die Convergenz jener Reihe: 


$55) m e,(€)y, ola e,(E)yı +... 


nachzuweisen, ersetzen wir alle Coefficienten ¢,(€) durch geeignet gewählte 
grössere Potenzreihen ¢,(€) und brauchen dann nur zu zeigen, dass die 
so sich ergebende grössere Potenzreihe: 


& (Em) = €,(€)%, s e (£)7i rri 


in einer endlichen Umgebung der Stelle (£— o, 7, — 0) convergirt. Da 
nun in den Bestimmungsgleichungen: 


e,(£) = H,(9u(8) , In(E)) 


die rechten Seiten aus den Reihen g(£) allein durch Addition und Mul- 
tiplication gebildet sind, so werden alle jene Reihen vergrössert, wenn 
jede Reihe g(£) durch eine grössere ersetzt wird. 

, der Radius des gemeinsamen Convergenzkreises aller 
Reihen g,(£); beschreibt man dann mit einem Radius p — p, einen Kreis 
um den Punkt £ — o und ist G eine positive Zahl die grösser als der 
grösste Werth ist, den alle jene Reihen absolut genommen auf diesem 
Kreise annehmen, so ist nach der obigen Bemerkung für alle Reihen 


gi (€) , Ini €) 


Es sei nun p 





Ersetzt man daher in der Bestimmungsgleichung (11) alle Reihen g,(£), 
q,($) durch die eine grössere Reihe G(£), so ergiebt sich eine Reihe & (£,) 
welche sicher grösser ist als die zu untersuchende; ist demnach der Con- 
vergenzbereich von & endlich, so gilt dasselbe von &. Die neue Reihe 
ist aber durch die Gleichung: 
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2 


definirt, und diese kann für alle [& | € 1, |z;| € 1 in der einfacheren 
Form geschrieben werden: 


I 


CN e cep) 


(1 — 3X1 — £j) 





d. h. Z ist durch die quadratische Gleichung definirt: 


ti—G +B=o 


wenn zur Abkürzung 





À = 1 + 6(€), D 


gesetzt wird. Aus ihr ergiebt sich: 


MER UE Vi — 44B 
"1 24 Dy ^h 


wo das negative Vorzeichen der Wurzel zu wählen ist, da sich & für 
m = o oder für B =o auf Null reduciren soll, und diese Wurzel kann 
unter der Bedingung 


(3) |44B| <1 
nach dem binomischen Satze in die Reihe: 
& = B+ AB + 2 ARB LABS 


entwickelt werden, welche alsdann für alle der Bedingung (13) genügen- 
den Werthsysteme £, 7, gleichmässig convergirt. 
Aus dieser Bedingung (13) 


[4421 = fat + |<: 


ergiebt sich aber unmittelbar die einfachere: 


I 





I 
Im | ST Jr 28() GUN 
All 
(^) 
p 


Wie nahe also auch p dem gemeinsamen Convergenzradius p, aller Reihen 
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g(£), und wie nahe dann auch |] an p gewählt werde, immer ergiebt 
sich für |y,] ein endlicher Convergenzbereich, und man erhält so das 
Resultat, dass die Reihe ¢,(€,7,) also a fortiori die kleinere Reihe ¢(€, 7,) 
stets in einer endlichen Umgebung der Stelle £ = o, 7, = o convergirt, 
wenn man nur & innerhalb des Convergenzbereiches der Reihen g(£) be- 
liebig annimmt. 


Substituirt man jetzt die so gefundene convergente Potenzreihe für 
1 


& in (G), ersetzt wieder € durch (x — a)‘, x, durch SU id 


1 (x — a)” 
Ld 
- P . . = . 
durch ~~. so erhält man jetzt aus (6’) als eine Lösung der Gleichung 
= er 


f(z, y) —o die folgende Reihe: 


Zo io (x | a) + & (© 





ay Ex Yo) Rn e, (v | a)(y UR zl eus 


wo e@,(#|a) die vorher gewählte einfache Wurzel von f(e, ,y,) o be- 
deutet und allgemein: 

ei (« | a) 

ex | e en 
ist. Diese Reihen convergiren ebenfalls innerhalb des vorher bestimmten 
Convergenzbereiches gleichmässig, nämlich innerhalb eines Kreises, welcher 
entweder mit dem Convergenzbereiche des Anfangsgliedes e,(x | a) identisch 
ist, oder dessen Peripherie durch die nächste Nullstelle von f'(e, , y,) 
hindurchgeht. Selbstverständlich ist von diesem Bereiche noch die Stelle 
v — a selbst auszuschliessen, wenn einige von jenen Reihen e,(r|a) mit 
negativen Potenzen von z — 4 beginnen. Da diese Reihe z, durch die 
Substitutionen: 


(s — a)" —€ 


in die vorher behandelte Reihe €(&, 7,) übergeht, so folgt, dass auch 
diese Reihe z, als Function von z und y betrachtet stets innerhalb einer 
endlichen Umgebung des Curvenzweiges y — y, gleichmässig convergirt, 
wenn man z innerhalb des vorher angegebenen Convergenzbereiches der 
Coefficienten e,(r|a) beliebig annimmt. 


D 


Endlich beweise ich noch, dass die so bestimmte convergente Reihe 
z, die Gleichung f(z, y)—o in einer endlichen Umgebung des Curven- 
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zweiges (y — y,) mit jeder vorgegebenen Genauigkeit befriedigt, hier also 
wirklich eine Wurzel jener Gleichung darstellt. Die Function f(z, y, 2) 
ist aber als ganze Function jener drei Variablen in einer beliebig grossen 
endlichen Umgebung jeder endlichen Stelle convergent; ersetzt man also 
jene drei Variablen durch die Ausdrücke: 


q£-—2a-- £^, 
Y=Y + $75, 
2 —IeNE)-L EIG, 


wo & die vorher gefundene Reihe 


e : - €,(€)%, TE e,(€) 71 Ar aa 


bedeutet und beachtet man dabei dass jene drei: Reihen in endlicher 
Umgebung der Stelle (£—0, 7, — 0), eventuell mit Ausschluss der Null- 
stelle selbst, gleichmässig convergiren, so convergirt in derselben Um- 


gebung auch die so sich ergebende Potenzreihe von & und 7, 


f(e,(E) a ewe + Yo dz £y Sat &°) 


und kann also nach steigenden Potenzen ‚von 7, geordnet werden, und 
da hierbei wegen der Gleichungen für die ¢,(€) alle Coefficienten iden- 
tisch Null werden, so folgt, dass in der That die so bestimmte Reihe 
z, eine Wurzel der vorgelegten Gleichung in der Umgebung der Stelle 
(y — y, , € — a) darstellt. 


86. Die Entwickelung der algebraischen Functionen in der 
Umgebung eines singularen Curvenzweiges. 


Durch die Untersuchungen des letzten Abschnittes ist bewiesen, dass 
die » Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit ganzen rationalen Coeffi- 
cienten 





(1) fe, Ly) = 2" + ys (ty)2" +... + a, (2y)2 + a, (xy) = o 
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. . a . Ian r N . . : 
in der Umgebung eines Curvenzweiges (y — y, , | x — a | < 9) in gleich- 


mässig convergente Reihen 
QE (ele) + (ele) — v) + een | ey. — 00) +. 


entwickelt werden künnen, falls jener Curvenzweig regular ist, d. h. nicht 
der Discriminantencurve angehórt. 

Wir wollen jetzt erstens die Voraussetzung fallen lassen, dass der 
Coefficient A,(ay) = 1, dass also z eine ganze algebraische Function von 
x und y ist, und dann auch die weitere, dass der Curvenzweig (y — y,) 
ein regulärer ist. Alsdann ändert sich der Character der Potenzreihen 
(1) für die Wurzeln, wie jetzt gezeigt werden soll, einmal in der Weise, 
dass dieselben auch mit einer endliehen Anzahl negativer Potenzen von 
y — y, beginnen können, wie dies vorher auch für die rationalen Func- 
tionen /(y , x) in der Umgebung einer ihrer Poleurven bewiesen wurde. 
Zweitens aber kónnen in der Umgebung einer singulären Curve einige 
von den Reihen für die » Wurzeln nicht mehr nach ganzen sondern nach 
gebrochenen Potenzen des Linearfactors y — y, fortschreiten, ähnlich wie 
dies für die algebraischen Functionen von einer Variablen in der Um- 
gebung eines Verzweigungspunktes der Fall ist. Gerade diese singulären 
Curven sind für die ganze Theorie von fundamentaler Bedeutung, denn 
sie spielen hier in der That dieselbe Rolle, wie die Verzweigungspunkte 
der Riemannschen Fläche in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen. 

Um jetzt das vorgelegte Problem gleich in seiner allgemeinsten Form 
zu umfassen und zu lósen, stellen wir uns die folgende Aufgabe: 


Es sei z als algebraische Function von z und y durch eine be- 
liebige Gleichung: 


(1) f (a , ty) = A (xy) + A (xy)e +... + A. (xy)e" — o 


mit rationalen Coefficienten definirt; es sollen ihre » Wurzeln in 
der Umgebung eines beliebigen Curvenzweiges 


y=)» |x — a] «9 
durch convergente Reihen: 


a, — e (x |a)y — v)" + e(@|a)(y—y)" t --- 
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dargestellt werden, welche nach steigenden Potenzen des zugehórigen 
Linearfactors fortschreiten, für welche also CRE ME ED UR 


Zur Abkürzung setzen wir wieder 


1 


(2) CU DE LP So, 
1 
wenn die Potenzreihe y, nach ganzen Potenzen von (x — a)" fortschreitet; 


alsdann entspricht der Umgebung des Curvenzweiges (y—y,, x— 4) die 
Umgebung der Stelle (£— 0, x — o). Wir denken uns dann die (» +1) 
Gleichungscoefficienten 4,(r, y) nach ganzen Potenzen von y in der Um- 
gebung von (£—0, » — o) entwickelt; dann mögen sich die folgenden 
Reihen ergeben: 


A, (x ’ y) E a,(E)n” 3 (AC rim Hrsg 


(3) 


v eoe) a, (E)7° + DE ent + ..., 


wo also die ganzen Zahlen p,,9,,...,9,, die positiv, negativ oder Null 
sein kónnen die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten für den Li- 
nearfactor z — y — y, sind, und die a;(&), b;(£) ,.... algebraische Potenz- 


reihen nach ganzen Potenzen von & bedeuten. 

Substituirt man diese Reihen für die Coefficienten, so erhält man 
eine Reihe f(z, £7) nach ganzen Potenzen von z, £ und 7, welche, da 
sie in Bezug auf z nur von endlichem Grade ist, in endlicher Umgebung 








der Stelle (z — o, £— o, 7 — o) gleichmässig convergirt. Setzt man nun 
für z eine nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von 7 fortschreitende 


Reihe 


mi 
N 
AU 
EE 
SS 
= 
Sir 
— 
ES 
+ 


(4) £y —— €, (€ 


und convergirt diese ebenfalls gleichmässig in der Umgebung der Stelle 


(£— 3 — 0) so wird 
fl, 8,3) = Be) BG eese 


eine ebenfalls nach Potenzen von 7j fortschreitende Reihe; diese wird 
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dann und nur dann identisch Null, wenn alle Coefficienten B,(é), B,(é),... 
identisch verschwinden; offenbar sind diese ganze Functionen der Coeffi- 


cienten e,(£),e,(£),... von z,, während die Exponenten 5,, y, ,... aus 
den Exponenten ¢,,¢,,... linear zusammengesetzt sind. Die Aufgabe, 


die Reihe z, als Wurzel der Gleichung f(z, £xy)— o zu bestimmen, re- 
ducirt sich also darauf, 


es sollen die unbekannten Exponenten ¢,,¢,,¢,,.-- und die 
unbekannten Coefficienten e,(£), e,(£) , e,(£) ,... der Reihe z, in (4) 
so bestimmt werden, dass sich in der Entwickelung der Reihe: 


ra £y) = B,(E)y^ + B(E)y +... 


alle Coefficienten B,(£), B,(£),... auf Null reducieren. 


Wir suchen nun zunächst z, so zu bestimmen, dass das Anfangsglied 
B,(£)y* jener Entwickelung verschwindet, und wir zeigen, dass durch 
diese Forderung nur das Anfangsglied e,(£)y^ und zwar genau n-deutig 
bestimmt wird, entsprechend den Anfangsgliedern der Potenzreihen, in 
welche die » Gleichungswurzeln in der Umgebung der Stelle (£ — z — 0) 
entwickelt werden künnen. 


Setzt man in die linke Seite der vorgelegten Gleichung: 


fe, ay) — 2- A (xy) 2 


für die Coefficienten A4,(r, y) ihre Entwickelungen (3) und für z die noch 
unbekannte Entwickelung (4) von 2, ein, so ergiebt sich für f(z, , £y) 
die Reihe: 


n 


f (2, , &y) = ZX (a()y^ + (E) ye! + (En +.---)5 


i=0 
und man erkennt ohne Weiteres, dass die Summe der Anfangsglieder der 


(n + 1) Producte 4,2 gleich: 


(5) AU EL A -- a, OL En a (E) 4... AT Te 


ist, und dass man für einen gegebenen Werth des Exponenten e, das 


Anfangselied B,(£)y" einfach findet, wenn man in f(x) alle diejenigen 
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Glieder a,(5)e, ^*^ zusammenfasst, für welche die Exponenten p; + ie, von 

7 den kleinsten Werth besitzen. 
Hieraus folgt zunächst, dass ¢ 

nur einer der (n + 1) Exponenten: 


, nieht so gewählt werden darf, dass 


Po > Ps de esos vo. EINE, 


den kleinsten Werth besitzt, denn wäre etwa po, ie, kleiner als alle an- 
deren Exponenten 5, + ke, so begänne die Entwickelung von f(z, , £x) 
mit dem einen Gliede niedrigster Ordnung a,(5)&7^'^ und z, könnte 


= 


nur dann eine Gleichungswurzel sein, wenn a,(£)e,(£) = o also, da a,(£) + o 





Lu 








ist, wenn e(£) — o wäre. Es ist demnach e, so zu wählen, dass minde- 
stens zwei Exponenten etwa 9, + ge, und o, + le, den kleinsten Werth 
haben, d. h. dass die beiden Bedingungen erfüllt werden: 


(6) fo p, + 9% p; + le, 
fr ke, = fo: (E=0, 1,2, ...,n) 


Um nun alle Werthe von e, zu finden, welche diesen beiden Be- 
dingungen (6) genügen, wenden wir die folgende geometrische Repräsenta- 
tion an, welche in beschränkteren Umfange bei dem s. g. Newton’schen 
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Parallelogramme benutzt wird. In einem rechtwinkligen Coordinaten- 
systeme denken wir uns die (x + 1) Punkte: 


NO, — (1,00), ve (0) 


so fixirt, dass allgemein für den Punkt %; die Abscisse 4, — i, die Ordi- 
nate y; — o;, d. h. gleich der Ordnungszahl des i‘ Coefficienten 4,(z , y) 
in Bezug auf den Linearfactor 7 ist. Denkt man sich nun alle jene 
Punkte 93(,, 36, ..., X. durch parallele Strahlen auf die Ordinatenachse 
projicirt, und sind $3,,35,,..., 35, die Projectionen jener n Punkte, so 
ist allgemein die Ordinate von 88, gleich p; + i tg ©, wenn ¢ der Steigungs- 
winkel der Projectionsstrahlen ist. Setzt man also 


so dass also e, die Steigung der Strahlen W;®,; bedeutet, so sind die Or- 


dinaten der (n + 1) Projectionen 33, ...%, gleich 


Po» £1 + Eo Pa + 289: , Pn + Re 


sie stimmen also mit den Exponenten von y in (5) überein. Also wird 
man den beiden Bedingungen (6) dann und nur dann genügen, wenn die 
Steigung &, so gewählt wird, dass von den (x + 1) Punkten ®, die beiden 
untersten, etwa ®, und %, zusammenfallen. Dieser Bedingung wird 
offenbar genügt, wenn als Projectionsstrahl eine Sehne $(3(, so gewählt 
wird, dass alle anderen Punkte %,...%, oberhalb oder auf jener Sehne 
bzw. ihrer Verlängerung liegen, wenn jene Sehne also die Punktreihe 
M, 96, ..., A. nach unten begrenzt. 

Alle diese Begrenzungssehnen und damit alle möglichen Werthe von 
e, findet man somit durch die folgende einfache Construction: Man ver- 
binde den letzten Punkt %, durch eine Gerade %,%, mit demjenigen 
Punkte 3(, welche von Y, aus gesehen am tiefsten liegt. Falls mehrere 
Punkte auf dieser Sehne liegen, wähle man für %, den äussersten von 
jenen Punkten. Hierauf verbinde man Y, genau ebenso mit demjenigen 
von den früheren Punkten, A, durch die Gerade 3(,9(, welcher von Y, 
aus gesehen am tiefsten erscheint, und fahre in derselben Weise fort, 
bis zuletzt ein Punkt %, mit dem ersten Punkte 3(, durch eine Sehne 
3,95, verbunden wird. Auf diese Weise ergiebt sich ein nach unten con- 


Uber eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 371 


vexes Polygon YA... 1%, durch welches die Punktreihe nach unten 
begrenzt wird. 

Es sei nun ¥%,%, eine jener Begrenzungssehnen, X, = (l, oj) ihr An- 
fangspunkt und 3(, — (9, p,) ihr Endpunkt, so dass / > 5, also in der Reihe 
3(,, 96, ..., 3G, À, ein späterer Punkt ist. Dann ist die Steigung e, der 
Geraden %,%, durch die Gleichung: 


E p — Pa 
0 Lg 


q 


gegeben, also positiv, negativ oder Null, je nachdem p, =p, ist. Es seien 
ferner der Reihe nach etwa 
UW, Wi, 9; 9, A, 
alle diejenigen unter den (» + 1) Punkten, welche auf jener Sehne und 
nicht über ihr liegen. Dann ist 
fo = gi + ley — 0x + key — pi + ie, = p, + hey — p, + 980, 


während für alle übrigen oberhalb y,, liegenden Punkte 9, 


Pr gis de > To 
ist. Dann ist das Aggregat B,(£) aller mit der niedrigsten Potenz 7° 
von y multiplicirten Glieder in der Entwickelung f(z,, £7) gleich: 
¢ (6) Same a, (E)e Sr a,(E)& dE sce a,(&) e; 


es besteht nämlich aus allen und nur den Producten a,(£)e;, für welche 


die zugehörigen Punkte Y, auf dieser Begrenzungssehne %, 3, liegen. Wählt 

man also für den Exponenten des Anfangsgliedes von 4, — @,(£)9* + --- 

speciell diesen Werth I — so verschwindet das zugehörige Anfangs- 
ET 


glied B,(é) dann und nur dann, wenn e,(£) eine der (J —g) von Null 
verschiedenen Wurzeln der Gleichung /‘" Grades: 


e(e) — a.(E)e +... + a (Ego 


oder also eine der Wurzeln der Gleichung (| — 9)"" Grades: 


Le) — (£e + a (E) +... + (8) — 0 
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ist, deren Coefficienten a,(é)... algebraische Potenzreihen von € sind. 
Diese Gleichung besitzt nun genau (/— g) Wurzeln welche in irgend 
einer Reihenfolge durch 


et (E) 4 eu EE MAS e(é) 


bezeichnet werden mögen; auch sie sind sämmtlich bestimmte algebraische 
Potenzreihen die im Allgemeinen nach ganzen Potenzen, und nur dann 
nach gebrochenen Potenzen von € fortschreiten, wenn die Stelle £— o 
gerade einem Verzweigungspunkte der der Gleichung g(e) = o zugehörigen 
tiemann’schen Fläche entspricht. 


A, 











So ergiebt sich das folgende Resultat, welches der Einfachheit wegen 
nur fiir den in Fig. 2 angenommenen Fall von drei Begrenzungssehnen 
ausgesprochen werden mag, das aber natiirlich ganz allgemein gilt: 


Damit eine Potenzreihe: 
£p — e, (8) ots e,(€)y* sie 
eine Wurzel der Gleichung f(2, £7) in der Umgebung der Stelle 


(€ 0,» — o) darstelle, muss zunächst der Exponent e, ihres Anfangs- 
gliedes einen der Werthe: 


—— om es 
u O5." s—t 





(0 
| 
(0 


ton 


besitzen, welche der Steigung der drei Begrenzungssehnen 





Us Vo > We Ws » Wn We 
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gleich sind. Damit ferner e,(€) der einem jener drei Exponenten 


$,, 55,5, zugehörige Anfangscoefficient sei, muss e, eine von Null 


verschiedene Wurzel von einer der drei zugehórigen Gleichungen sein 


be a Tocat 
e, (e) — a(E)e +... + a,( 
Pate) —a,(5)e" +... + a (5)e 


LAT 


ew 
je 
je = 
deren linke Seiten aus denjenigen Producten a,(£)e gebildet sind, 


für welche die zugehörigen Punkte X; bzw. auf der ersten, zweiten, 
dritten Begrenzungssehne liegen. 


Da so zu den Exponenten & ,&,,6, bzw. je $,6(— 8$," — t von 
Null verschiedenen Coefficienten e,(£) gehóren, so ergiebt sich die Anzahl 
der möglichen Anfangsglieder e,(£)7* genau gleich s + (£— s) + (n — £) —n. 
Im Folgenden soll nun weiter gezeigt werden, dass in der That zu jedem 
dieser n Anfangsglieder eine und nur eine Gleichungswurzel gehört, d. h. 
dass man wirklich eine Darstellung aller » Wurzeln jener Gleichung in 
der Umgebung der Stelle (£ = 0, y — o) auf diese Weise erhält. 











Fig. 3. 


Wir ziehen aus diesem Resultate gleich eine für das Spätere wichtige 
Folgerung: Es sei z eine ganze algebraische Function, es seien also in 


der Gleichung: 


f(a) =-2" + a, (xy)z ^ +... + ay) = 0 
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alle Coefficienten ganze Functionen von x und y. Ist dann P(ay) eine 
beliebige irreductible ganze Function von z und y, und y — y, einer 
seiner Linearfactoren in y, so beginnen die Entwickelung aller Coefficienten 
ary) nach Potenzen von y — y, mit nicht negativen Potenzen; es sind 
also in den Entwickelungen (3) alle Exponenten 9, o und p, — o da 
A,(xy) = 1 ist. In dem zugehörigen Diagramme besitzen also alle Be- 
grenzungssehnen nothwendig eine positive Steigung oder die Steigung Null, 
und es ergiebt sich somit der Satz: 


Ist z eie ganze algebraische Function, so kann die Gleichung 
f(z, vy) = o niemals durch eine Reihe e,(z)(y —3,)^ +... befriedigt 
werden, deren Anfangsglied von negativer Ordnung ist. 


Für die Folge brauchen wir nur die Entwickelung von einer jener 
n Wurzeln zu finden; ist nämlich bewiesen, dass jede Gleichung mindestens 
eine solche Reihe als Wurzel besitzt, so wird sehr einfach gezeigt werden, 
dass jede Gleichung genau so viele solche Wurzeln hat, als ihr Grad 
angiebt. Wir wollen daher im Folgenden nur eine und zwar eine von 
denjenigen Reihen e,(&)y® +... aufsuchen, deren Ordnungszahl €, den 
grössten Werth hat. Für sie ist e, einfach die Steigung der letzten Be- 
grenzungssehne 3(9(, in dem Diagramme, d. h. es ist 





2 2 v? n 


(rom eb Maz (E hs x Po — P» el 


Ss 


wo also s so zu wählen ist, dass jener Quotient möglichst gross ist. Für 
diese speciellen Wurzeln höchster Ordnung gilt daher der Satz: 


Für die Reihen e,(&)y® +... höchster Ordnung, welche die 
Gleichung f(z) — o in der Umgebung der Stelle £ = y — o be- 
= Po — Ps 


b 
gross ausfällt, und der Coefficient e, ist eine der s Wurzeln der 


Gleichung s'" Grades: 


friedigen, ist e, , wo s so zu wählen ist, dass e, möglichst 


Pole) = a,(£)& +... +a, (Eee + a (£)e +. + (0) = 0 


[1] 
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WO 4,...0,, 4,...Q, die Anfangsglieder von denjenigen Gleichungs- 





coefficienten 4,... 4,, Ay... A, sind, für welche die Quotienten 
fy co ec de 00 o e e = 
8 DUX k h TRO 


ebenfalls gleich e, sind. 


§ Y. Berechnung einer Gleichungswurzel aus ihrem Anfangsgliede. 


Es sei nun e,(£)y® das Anfangsglied einer der s Wurzeln höchster 
Ordnung der Gleichung f(2)— 0; es sollen jetzt alle folgenden Glieder 
jener Wurzel gefunden werden. Zu diesem Zwecke ersetzen wir z durch 
die neue Variable z,, welche durch die Gleichung: 


(1) = en" + 4 
mit z zusammenhängt, dann ist also: 
(1 gue ck OQ ree 


das Aggregat der noch unbekannten folgenden Glieder unserer Reihe. Die 


neue Unbekannte ist dann die Wurzel der Gleichung »'" Grades: 








e, n°) e CT D 
FC ICS ICT A nr nn Cu M 


[I [2 |n 


Le 


d. h. z genügt als Function von & und » betrachtet einer Gleichung: 
(2) f,(2,) = Ale) + Ai(Ey)a, + :.. AL (En)at =o, 


in welcher allgemein: 


SA f Xe £0) 
Ale) 


ist. 
Hier ist nun wieder 


a. =e, (E)y™ de) T .-. 


so zu bestimmen, dass in der Entwickelung von 


files) — fle + 22) BOT + + 
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nach Potenzen von 7; alle Coefficienten Bj(é),... der Potenzen von 7 
der Reihe nach verschwinden; hierzu muss zunächst wieder der Exponent 
, und der Coefficient e,(£) des Anfangsgliedes so bestimmt werden, dass 
sich das Anfangsglied Bj(é) auf Null reducirt, und diese Bestimmung kann 


offenbar wörtlich ebenso gemacht werden wie dies im vorigen Abschnitte 


- 


für e,(£) und e, angegeben wurde. 
Um diese Aufgabe zu lösen, denke ich mir die neuen Gleichungs- 


coefficienten A;(£7) nach Potenzen von 7 entwickelt, und es sei: 


(3) A;(£y) = a; (£)x* AED OE (E—091, x) 


so dass also allgemein A; die Ordnungszahl p; in Bezug auf 7 besitzt, 
und ich construire nun die Punktreihe WW... W, welche die Coordi- 
naten (0,9), (1, 01)» +», (n, p,) besitzen. Begrenzt man diese Punkte 
wieder von 3(; ausgehend nach unten durch ein convexes Sehnenpolygon, 
so muss ¢, notwendig die Steigung einer jener Begrenzungssehnen sein. Soll 
ferner die Ordnungszahl e, von z, ebenfalls möglichst gross sein, so muss 
für se, die Steigung der letzten Begrenzungssehne gewählt werden. Wir 
wollen auch hier diese weitere Bedingung einführen, da es nur auf die 
Bestimmung einer Wurzel ankommt. Nach dem am Schlusse des vorigen 
Abschnittes bewiesenen Satze ergiebt sich dann für den Exponent ez, die 
Bestimmung 


, 


06 — 09 — p S65 == 
ge, fac Mas (E B, PERPE rU, APS ^), 
EM I 2 n 


wo s, also so zu wählen ist, dass jener Quotient so gross als móglich 
ausfällt, und der zugehörige Coefficient e,(£) ist eine der s, Wurzeln der 
Gleichung s," Grades: 


g,(e) = a, (Ë)e +... + a (Ele +... + a(E)—0, 
wo a(£)...a;(£)...a(£) die .Anfangsglieder von allen und nur den 
Coefficienten ...4;... sind, für welche die zugehörigen Punkte 9I; ...3;. .. 30; 
auf der letzten Begrenzungssehne dieses zweiten Diagrammes liegen. 

In derselben Weise fortfahrend kann man nun beliebig viele Glieder 
jener Reihe berechnen. Man müsste jetzt nachdem das Glied e,(5)z^ be- 
stimmt ist, statt z, die neue Unbekannte z, durch die Gleichung: 


S e,(£)*" s: ED 
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bestimmen; dann geniigt z, der Gleichung n‘ Grades: 
f (ea) = len" + %) = Av (En) + Av (Ene, +... + ANE — 0 


und das Anfangsglied e,(£)y* von z, kann aus dieser Gleichung genau 
wie vorher angegeben wurde, berechnet werden u. s. f. 
Auf diese Weise erhált man eine Reihe: 


4, — (E) + ey +... 


deren Glieder durch ein wohl definirtes Verfahren beliebig weit berechnet 
werden kónnen. Wir werden jetzt beweisen, dass diese Reihe nach stei- 
genden ganzen oder gebrochenen Potenzen von 7 fortschreitet, dass sie in 
einer endlichen Umgebung der Nullstelle gleichmässig convergirt, und in 
dieser eine Wurzel der vorgelegten Gleichung darstellt. 


88. Die gefundene Reihe z, schreitet nach steigenden Potenzen 
von 7 fort. 


Ich zeige zunächst, dass die im vorigen Abschnitt bestimmte Reihe 
Z — @(E)7® + e(£)^ +... in der That nach wachsenden Potenzen von 
7 fortschreitet, dass also stets &, <<, <¢, <... ist. Da aber allgemein 
der Exponent ¢,,, auf genau dieselbe Art aus e, hervorgeht wie ¢, aus 
e, bestimmt wurde, so braucht nur der Beweis geführt zu werden, dass 
e, 2 e, ist. Hierzu führt nun die folgende principiell wichtige Über- 
legung, mit deren Hülfe nicht nur diese specielle, sondern auch alle an- 
deren hier sich. darbietenden. Fragen über jene Reihe, ausgenommen die 
nach ihrer Convergenz, beantwortet werden können. 

Der Gleichmässigkeit wegen werde die im vorigen Abschnitte in der 


Gleichung e, = ean eingeführte Zahl s im Folgenden mit s, bezeichnet, 


es sei also: e, — ^^ —— ^* die Ordnung des Anfangsgliedes unserer Reihe; 
5 f gs: 

0 

und 


ge) — a (ee + + a (E) 


die linke Seite der Gleichung s,*" Grades, deren Wurzel der Anfangs 
coefficient e, ist. Setzt man dann in f(z) z — en”, wo e eine Unbestimmte 
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bedeutet, so beginnt die Entwickelung von /(ez*) nach Potenzen von 7 
mit g,(e)7”, d. h. es besteht für ein variables e die Gleichung: 


(1) f (ey) = e,COv* + d.e; nae 


WO Po > Po ist. 
Setzt man in dieser Identität 


so wird ihre linke Seite: 


(7) — f(ex* +a)=hla)=Alen) + Ale)a +... + Ann) zi, 


d. h. durch jene Substitution geht die linke also auch die rechte Seite 
von (1) in die Gleichung f,(z,) über, deren Wurzel z, — e,z^ + ... ist. 
Diese Gleichung liefert daher auch eine directe Bestimmung der Ordnungs- 
zahlen o;, welche die Gleichungscoefficienten 4;(£x) in fj(z,) besitzen; 
entwickelt man nämlich in der aus (1) und (1’) folgenden Gleichung: 


file.) — me (6, + À) + hs + =, 7) 


die rechte Seite mit Hülfe des Taylor’schen Satzes nach Potenzen von 2,, 
so folgt: 


re Nee 0(&) d 
fie) =" (paleo) + piles) + ÉD +...) 


2 z^ 





iu x^ ees ‚+ Pale, TE arse jJ: 


man erhält also durch Coefficientenvergleichung für die (x + 1) Glei- 


chungscoefficienten A;(&7) die folgenden Entwickelungen nach Potenzen 
von 7: 


= Pe.) =. d®(e , 7) 
A’ — po—key Po \ of Py—kS Po. 6o » 7 
(0) — 7 Bes i 





Da aber p, > o, war, so folgt, dass die Ordnung o; von A;(éy) stets und 
nur dann gleich 5, — ke, ist, wenn ge.) + o, im entgegengesetzten 
Falle aber sicher grösser als o, — ke, ist. Man kann also für jeden 
Werth von k 


(2) Di p, — ke, + 0; (=0,1, 2,2) 
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setzen, wo à, nur dann verschwindet, wenn e$ (e) + o ist, sonst aber stets 
einen positiven Werth hat. 

Die Reihe e, ist nun eine der s, Wurzeln der Gleichung ¢,(e,) = 0; 
um gleich die allgemeinste Annahme zu machen, werde vorausgesetzt, 
dass e, eine A,-fache Wurzel derselben, dass also: 


£6) > (e a: 6)" (6) 


ist, wo jetzt ¢,(e,) + o ist. Alsdann verschwinden bekanntlich die À, ersten 
Ableitungen: 


pole) ; vole), ev (e) , ..., ee) 


für e — e, während g£{»(e,) sicher nicht verschwindet. Daraus folgt, dass 
: à : : ; ES à : 
in der obigen Gleichung (2) die A, ersten Zahlen 0,, 0,,..., 0;, Sicher 


positiv, 2, aber sicher gleich Null ist, dass also 


(2°) Pr, ici "ss AoE, 


Mit Hülfe dieses Resultates kann nun leicht bewiesen werden, dass 
e, 2 &, ist. In der That war: 











QNO Mp DRE PE x 

g, = "5 — Mag (P BO, BB, PII 

$i I z Ti 
Nun ist aber allgemein wegen (2) 
99 Pk (Po +9) por ke, + ds) X ES 0, — à, 
peus k po i 

also: 

À — À ; Wa À = à, à, = à, 

Max... z ) =e, + Max = eee | 


^ ^ 
0, —— 9, 


' 

0 Iit 
—— positiv, 

4 


"0 0 





und von jenen » Brüchen ist mindestens einer, nàmlich 


also ist sicher: 


* und hiermit ist jener Beweis vollständig erbracht, d. h. es ist erwiesen, dass 
jene Reihe nach steigenden Potenzen von 7 fortschreitet. 
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89. Theilung der Reihe z, in ihren- regulären und 
irregulären Theil. 


Aus denselben Betrachtungen folgt aber jetzt ein weit wichtigeres 
Resultat für unsere Reihe 2,. 

Der erste Coefficient e, war cine A,-fache Wurzel der ersten Coeffi- 
cientengleichung e,(e) — o. vom Grade s,. Ganz ebenso ist die zweite 
Coefficientengleichung 

g,(e) — o 
vom Grade s,. Wir führen jetzt den wichtigen Nachweis, dass stets 


‚<s, ist, und zwar zeigen wir gleich die Richtigkeit des folgenden sehr 


viel tiefer gehenden Satzes: 


A 


Der Grad s, der zweiten Coefficientengleichung g,(e) — © ist 
hóchstens gleich der Zahl A, welche den Grad der Vielfachheit der 
Wurzel e, in der ersten Coefficientengleichung angiebt. 


Jener Grad s, ist nämlich die grósste Zahl, für welche der Quotient 


p» — Pk à 

By m & + 0 
móglichst gross ausfállt. Hieraus folgt aber leicht, dass s, nicht grüsser 
als À, sein kann. Ist nämlich k > A, so ist 


b 
0, 





"^ N 
— dx Ó 
<< 


Ô 
k À — À 





k À 


d. h. der Grad s, der zweiten Coefficientengleichung muss eine der Zahlen 
IL ; 
Sind jetzt e,(e) — o, e,(e) —0, p,(e) — 0, ... die erste, zweite, dritte, 
Coefficientengleichung für unsere Reihe, und sind e,,e,,e,,... bzw. 


sein, w. z. b. w. 
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2, ; A, ,A,-fache Wurzeln jenerGlei chungen u. s. w., so kann man ihre linken 
Seiten folgendermassen schreiben: 


wo allgemein ¢,(e) die Wurzel e — e, nicht mehr enthält. Sind endlich 


8,» 5,5 8,5... die Grade jener Gleichungen, so folgt aus dem soeben be- 
wiesenen Satze, dass: 

§ S À SS 

Weed ente 


s Merle iene ese v « 


und es zeigt sich so, dass für eine beliebige x T Coefficientengleichung 


im Allgemeinen: 
Siti € S 





ist; nur dann kann s,,, = s, sein, wenn auch 4, —s, ist, d. h. wenn die 


nächstvorhergehende Coefficientengleichung: 


gr(e) ZE (e SR ex)" 
ist, also nur die einzige Wurzel e, besitzt. Da somit die Grade s,,5,,5,, ... 
der Coefficientengleichungen, wie weit man auch gehen mag, immer ab- 
nehmen, oder gleich bleiben, so müssen von einem gewissen Gliede an 
alle folgenden Gleichungen von einem und demselben Grade sein. Es 
sei e,(£) jenes Glied und es sei 





SES En, ae 


der gemeinsame Grad aller jener Coefficientengleichungen. Nach dem 
soeben bewiesenen Satze besitzt dann aber jede der folgenden Glei- 
chungen g,(e)=o nur eine einige Wurzel d. h. es ist, wie weit man 


auch in der Reihe 7, a ge 


(1) € pen 
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Im folgenden Paragraphen wird bewiesen werden, dass jene Gleichungen 
(1) stets linear werden, d. h. dass s— 1 ist, falls die Gleichungsdiscri- 
minante D(xy) nicht identisch verschwindet, falls also die Gleichung 
f(z, vy) =o für variable z,; keine gleichen Wurzeln hat. Für die 
folgenden Betrachtungen kónnen wir aber auch s 1 voraussetzen. 

Auf das in (1) angegebene Resultat gründet sich nun eine wichtige 


Eintheilung der ganzen Reihe z, = 2 e,(€)y. Wir bezeichnen nämlich das 
i=0 


Aggregat: 
Feel +... le 


der c vor jenem Elemente e,(£)y‘ stehenden Glieder als den irregulären 


Theil von z,, und die ganze übrigbleibende Reihe 


see Heus) ee 


als den regulären Theil von z,. Nach dem soeben Bewiesenen besteht 
dann der irreguläre Theil £ von 4 —£+ z stets aus einer endlichen 
Anzahl von Gliedern. Um jetzt die Fundamentaleigenschaft des regulären 
Theiles z zu finden, bilde ich die Gleichung 7(2) — 0, der z allein genügt. 
Dieselbe kann folgendermassen geschrieben werden: 


xt) 


OO ac eus 
| 


An) + A,(éy)2 +... + AL (Ez) z" — o. 


Le = “OC 
Entwickelt man alle jene Coefficienten 4,(£7) —! re nach Potenzen von y, 





so erhält man Reihen, welche im Allgemeinen nach gebrochenen Potenzen 
von 7 fortschreiten, denn ihre Exponenten setzen sich ganzzahlig aus den 


Zxponenten € .,&-_, zusammen; ist also b der Generalnenner jener 7 


[2 
OS TOC 
Exponenten ¢;, so schreiten die Entwickelungen aller Coefficienten 4; nach 
1 


ganzen Potenzen von x" fort. Die Ordnungszahlen p,, p,,...,p, dieser 
Gleichungscoefficienten 4,(£x) ,..., An(&7) sind also auch Brüche mit dem 
Nenner b, sie können also alle in der Form 


geschrieben werden, wo /,,4,,...,/, ganze Zahlen bedeuten. Die Coeffi- 
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cienten der einzelnen Potenzen von 7 sind aber algebraische Potenzreihen 
von &, welche durch die irregulären Reihencoefficienten e,(€), e, (£) , ..., 
€. ,(£) rational ausdrückbar, also mit ihnen gleichverzweigt sind. 

Man kann nun für alle regulàren Glieder unserer Reihe die beiden 


folgenden Sätze aussprechen: 


1) Alle regulären Exponenten ¢,, #.,,,... sind sämmtlich Brüche 
mit dem Generalnenner der z ersten Exponenten. 

2) Alle regulären Coefticienten e(£),e.,,(£),... sind sämmt- 
lich durch die c ersten Coefficienten rational ausdrückbar, also mit 
diesen gleichverzweigt. 


Beide Sätze brauchen wieder nur für das erste Glied e,(5)z** bewiesen 
zu werden, da sie für alle späteren in gleicher Weise folgen. Nun er- 
gaben sich für e, und e.(£) die Bestimmungsgleichungen: 


S(Si— Di owt ‘ 
: lee CELER LO 





Zunächst ist hier &, die Steigung der letzten Begrenzungssehne Y,%, des zu- 
gehörigen Diagrammes, und in ¢(e) treten die Anfangsglieder von allen 


à. 








und nur den Gliedern 4,(£7), 4,(£x) , ... auf, für welche die zugehörigen 
Punkte %,,%,,... auf und nicht über Y%,% liegen. Nun treten aber 
in e(e) in (1) alle Glieder mit von Null verschiedenen Coefficienten auf; 
es liegen also alle Punkte 36 , 3, ++, %_: auf jener Begrenzungssehne, 
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und ihre Steigung e, stimmt also auch mit der Steigung von 4, %, überein, 

es ergiebt sich also in diesem Falle für jene Steigung e. der einfachere 

Ausdruck: 
= 





d. h. auch e, ist ein Bruch mit demselben Nenner 5, w. z. b. w. 
Zweitens sind alle Coefficienten von e(e) — (e — eJ'— e — see, +... 
die Anfangsglieder der Entwickelungen der zugehórigen Coefficienten À,, 
ART 
ist auch speciell se,(£), der Coefficient von e'- 


.., À,, also durch e(£), e,(£),..., e, (€) rational ausdrückbar. Also 
!, ebenfalls rational durch 
e(£)...e, ,(£) ausdrückbar, also gilt das Gleiche für e’(£) selbst, und 
damit ist auch der zweite Theil unserer Behauptung erwiesen. 

Man erhält also das wichtige Resultat, dass die durch unser Verfahren 


bestimmte Reihe e,(£)z^ + ... nach steigenden ganzzahligen Potenzen von 
1 


7 fortschreitet, wo 5 eine bestimmte ganze Zahl bedeutet, welche sich aus 


der Natur der zu Grunde gelegten Curve x — y — y, von selbst ergiebt. 
1 


Ersetzen wir wieder 7 und & bzw. durch y — y, und (x — a)*. so 
ergiebt sich der folgende Ausdruck für unsere Reihe: 


h h+1 


a, — e(v|a)(y — y) + erari(z|a(y—y) * +..., 


und die Coefficienten sind algebraische Potenzreihen von x — « welche 
ebenfalls nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von x — a fortschreiten. 

Aus der Untersuchung des s. g. regulàren Falles im § 4 ergiebt sich, 
dass für alle Curven, welche nicht Theile der Discriminanteneurve sind, 
stets b — 1 ist, denn für alle diese Curven schritten ja die sämmtlichen 
n Reihen für die Wurzeln von f(z)— 0 nach ganzen Potenzen von y — y, 
fort. Für die Discriminantencurven kónnen aber einige von den Wurzeln 
nach gebrochenen Potenzen von y — y, fortschreiten, und gerade diese 
Entwickelungen sind hier von besonderer Bedeutung, da sie denjenigen in 
der Umgebung eines Verzweigungspunktes in der Theorie der Functionen 
einer Variablen entsprechen. 

co k 

Die Reihe 2, = 2er (ay — y,)” befriedigt nun die Gleichung 


f(z,cry)— Oo formal; setzt man nämlich diese Reihe für z in f(z) ein, und 
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entwickelt die so gefundene Function ebenfalls nach Potenzen von y—y,, 
so fallen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y — y, fort, d. h. die 
linke Seite beginnt mit einer beliebig hohen Potenz von J — Y,, wenn 
man in jener Reihe für z von vorn herein genügend viele Glieder be- 


rücksichtigt. In der That sei: 
h l 


e(z|e)y — W)* +... + e(c| ay — y)? 
das Aggregat der (J + 1) —h ersten Glieder jener Reihe; dann ist, wie 


oben gezeigt wurde, die Ordnungszahl von f(z) gleich p und p ist 








A 


i t ; à A 
ebenfalls ein. Bruch = mit dem Nenner b. Bildet man nun die Ordnungs- 


Alert one gt e von (2) 5 f. cci) ouf nex)» * 9 go. erhalt man 
eine Reihe von Brüchen mit dem Nenner 5 


ln th +1 th +2 


nm: ) GT IT “5 
beachtet man dabei, dass nachdem a. S. 378 N° (2) gegebenen Beweise jene 
, 2 [od ] 
Ordnungszahlen eine wachsende Reihe bilden, so folet, dass auch von den 
e , c5 
ganzen Zahlen ¢,, t,,,,... jede folgende grösser ist als die vorhergehende, 
dass somit diese, also auch die Zahlen pj) zuletzt über jedes Mass hinaus 
wachsen, und damit ist gezeigt, dass die gefundene Reihe in der That 
die vorgelegte Gleichung formal befriedigt. 


8 10. Die n Congruenzwurzeln der Congruenz f(2)-0. 


Im vorigen Abschnitt ist bewiesen worden, dass für jede Gleichung 
fe, zy) — o mindestens eine nach Potenzen von (y — y,) fortschreitende 
Reihe z, — 3B(y|y,) existirt, durch welche sie formal befriedigt wird. Wir 
wollen zunächst nachweisen, dass die Anzahl der Potenzreihen. $(y¥ y, ) 
welche die gleiche Eigenschaft besitzen stets gleich dem Grade jener Glei- 
chung ist; erst dann können wir weiter den Beweis erbringen, dass jene 
n Reihen in einem endlichen Bereiche gleichmässig convergiren, und hier 
die x Wurzeln der Gleichung darstellen. 

Zu diesem Zwecke spreche ich die Beziehung der vorher gefundenen 
Reihe 2, —®(y|7,) zu der Function f(z, zy) in einer mehr arithmetischen 
Form aus. 
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Wahlt man statt jener ganzen Reihe, nur einen beliebigen Theil 


h I 


a—e(rla)y — y) +... + e(elay —y,)* 


und substituirt diesen in f(z, xy) so wird f(z,, xy) durch eine ganz be- 
stimmte Potenz (y — y,)”: theilbar, d. h. es ist: 


fe) = (y — u)" GY 


wo G(y|y,) eine ganze Function von y — y, bedeutet. Wir sagen daher: 
z, ist eine Wurzel der Congruenz: 





Yo) 


(1) f(z)=0 (mod (y — y,)"), 


den Congruenzbegriff genau in dem in der Arithmetik gebräuchlichen 
Sinne aufgefasst. Lassen wir nun / grósser und grósser werden, so wächst 
m, ebenfals mehr und mehr, und kann grósser als jede noch so grosse 
Zahl gemacht werden. Jene Reihe z, kann demnach als Wurzel der 
Congruenz: 


f(z) =o (mod (y — y,)”) 


definirt werden, wenn M eine beliebig gross anzunehmende Zahl bedeutet. 
Wir wollen die in den vorigen Abschnitten gefundene Reihe 


k 


> = X e(r|a)y — wy 


k=h 


nm 


nunmehr durch z, bezeichnen; dann kann jenes bisher gefundene Resultat 


jetzt folgendermassen ausgesprochen werden: 


Jede Congruenz: 


f(z) zo (mod (y — y,)") 


— 
tN 
— 


für eine beliebig hohe Potenz von (y — y,) als Modul besitzt min- 


destens eine Congruenzwurzel 
k 


2, = Ses | a)(y — yy : 


Der Beweis nun, dass jene Congruenz genau x Wurzeln besitzt, gründet 


sich auf den Hülfssatz: 
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Ist z= 2, eine Wurzel der Congruenz (2), so ist f(z) modulo 
2 


(y — y,)" durch den zugehörigen Linearfactor z — z, theilbar, d. h. 


es ist: 


(2°) f(z) = (e— 2,)h(2) mod (y — y,)™. 


In der That, ist f(z,) durch (y — y,)^ theilbar, so ist: 


(3) f(2)= f(z) — f(,) = (@ —4)f(2) mod(y—7)" 
Wo 
f(z) = OB, Wet +... + B. (a) 


eine ganze Function (n —1)'" Grades von z mit rationalen Functionen 
von «,¥y,¥y, als Coefficienten ist. 

Auch für die Function f(z) kann man nun durch unsere Methode 
eine Reihe z, bestimmen, welche nach Potenzen von y — y, fortschreitet 
und die Gleichung f,(2) = o formal befriedigt. Nach dem soeben be- 
wiesenen Satze ergiebt sich so für /,(z) die folgende Congruenz: 


f(z) (e —2)f (a) mod (y — w)^, 
wo f,(2) eine ganze Function (n — 2)" Grades und M, eine beliebig grosse 
Zahl bedeutet, und diese Congruenz vertritt eine Gleichung: 
f,(2) = (« — 4,)Al4) + (y —9)^ GY). 


Setzt man diesen Werth von f,(2) in (3) ein, so folgt: 


M 


f(z) — (z Su 2C A 2,)f,(2) "s re zy "9 Yo)? G.(2 , y) mod (y =; Yo) 

Wählt man endlich die ganz beliebige Zahl M, so gross, dass das zweite 

Glied durch (y — y,)" theilbar ist, so ergiebt sich die Congruenz: 
f(z)=(e— 22 — 2,)f,(2) mod (y — y,)^. 


In derselben Weise kann man weiter schliessen: man bestimmt jetzt eine 

Wurzel z, von f,(z)=0 u. s w. und gelangt so zuletzt zu der für eine 
© = M 5l y 

beliebig hohe Potenz (y — y,)" gültigen Congruenz: 


(4) f(2)= AG — 4) — 2). 


(2 — z,) mod (y — y,)", 
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wo A eine Function nullten Grade in z ist, welche sich durch Coeffi- 
cientenvergleichung gleich À,(x , y) bestimmt. Aus dieser Congruenz folgt 
zunächst, dass 2,,4%,,---, 2, sàmmtlich ebenso wie z, Congruenzwurzeln 
=z; wird die rechte Seite, also auch die 
linke Seite f(z;) durch (y — y,)" theilbar, wo M beliebig gross angenom- 
men werden kann. 


von f(z)=o sind, denn für 


me 


Ebenso leicht erkennt man aber, dass keine andere Reihe z, eine 


Wurzel von f(z)z:0o sein kann. Substituirt man nämlich z = z, in (4), 


so müsste: 





f(z) = Ad, — a) — @) + ++ (% —#n) =O. mod (y — y,)" 


sein; aber jenes Product von (z+ 1) Factoren kann nur dann durch eine 
beliebig hohe Potenz von (y—y,) theilbar sein, wenn mindestens einer seiner 
Factoren eine belicbig hohe Potenz dieses Linearfactors enthält und dies 
ist wiederum nur dann der Fall, wenn entweder A =o ist, oder wenn 
2, einer der # Reihen 2,,..., 2, gleich ist. 

Der Einfachheit wegen denken wir uns yon vorn herein den Coeffi- 
cienten A,(xy) von z" durch Division zu Eins gemacht. Denkt man sich 
dann in der soeben gefundenen Congruenz: 


a’ + A, (ay) +... + A,(vy) m( —2)...(2 — £2) mod (y — 9)" 


die Coefficienten der einzelnen Potenzen von z auf beiden Seiten verglichen, 
so ergiebt sich, dass die aus den n Potenzreihen z,, 2,,..., 2, gebildeten 
elementaren symmetrischen Functionen den Gleichungscoefficienten gleich 
sind, abgesehen von einer beliebig hohen Potenz von (y — y,)". Hieraus 
folgt weiter dass überhaupt jede symmetrische Function der » Wurzeln 
einer bestimmten rationalen Function von x und y congruent ist. 


Speciell nennen wir auch hier das Product z,z,...z, aller n Wurzeln 


RES 
die Norm von z und bezeichnen dasselbe durch N(z). Dann ergiebt sich 


für diese Function die bekannte Gleichung: 


N(2) = (— 1) A xy); 
jene Norm stimmt also abgesehen vom Vorzeichen mit dem von z freien 
Gliede der Gleichung f(z) = o überein. 
Aus diesen Thatsachen ziehen wir zunächst die Folgerung dass jene 
n Congruenzwurzeln 2,, 2,,..., 2, sicher von einander verschieden, sind, 
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wenn die Gleichung f(z) =o lauter verschiedene Wurzeln besitzt. Wären 
nämlich zwei jener Reihen gleich, so wäre das Differenzenproduct 


2) = IlL(z, — ej) 


nr 
ik 


D(z 


Tas 


identisch Null; nach dem soeben bewiesenen Satze ist aber diese symme- 
trische Function D(z, ...2,) modulo (y — »,)" der Discriminante D(ay) 
der Gleichung f(z) — o congruent, und diese müsste daher ebenfalls durch 
jede noch so hohe Potenz (y — y,)" von y — y, theilbar sein, was nur 
dann möglich ist, wenn D(r,y)- o ist, wenn also die betrachtete Glei- 
chung gleiche Wurzeln besitzt. 

Zweitens wollen wir aus diesem Satze ein bereits vorher angekündigtes 
wichtiges Resultat ableiten: Ist 


er rerum rers ur ame 


die Reihe für eine der » Wurzeln, so genügte jeder Coefficient e, (5) einer 
Gleichung g,(e) = 0o; die Grade dieser Gleichungen bildeten eine ab- 
nehmenden Reihe und von einem Gliede e,y an sind alle folgenden Glei- 
chungen &,(e)— o, e.(e) — 0o, ... von gleichem Grade s und jede ist 
die s* Potenz eines Lincarfactors. 

Wir zeigen jetzt dass, falls die Gleichung f(z) — © keine gleichen 
Wurzeln hat, wie wir dies schon früher voraussetzten, stets s — 1 ist, dass 
also alle regulären Coefficienten einfach durch lineare Gleichungen bestimmt 
werden. Ist nàmlich: 

20 = e (E sse)" 
das Aggregat der Anfangsglieder von z, und ist r schon so gross gewählt, 
dass f(2) bereits von sehr hoher Ordnung ist, dann ist 


a 20 + Z, z= Cun) rue +... 


und 2 ist eine Wurzel der Gleichung n‘ Grades 


Fle? + 2) = 1) + rer +t es 


der Exponent ¢,,, des folgenden Gliedes ist durch die Gleichung bestimmt: 


/ 


neh De 
— Max (^ 9 — A de Af) 
+1 * I , ? ? 


2 n 





= 


T 
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wenn 5,,9,,...,p, die Ordnungszahlen von f(z”), f'(2?),... bedeuten. 
Nun kann die Ordnungszahl p, beliebig gross angenommen werden, wenn 
r genügend gross gewählt wird, dagegen bleibt die Ordnungszahl p, von 
f’(2”) unterhalb einer endlichen Grenze, wie gross auch r angenommen 
werde, denn sonst wäre ja /'(z,) selbst von beliebig hoher Ordnung, und 


das Gleiche wäre für das Product 
f (e )f(2,) DONC f (2) = D (xy) 


der Fall, d. h. es wäre die Discriminante identisch Null. Hieraus folgt in 
der That, dass r so gross angenommen werden kann, dass: 
pe [Po =}; Po n 
Po 07 ( 2 Dom og 7 
ist, d. h. eg. ist S— 15 we. OE 
Hieraus folgt leicht, dass für die regulären Glieder jedes folgende Glied 
€,,1*/ durch die Gleichung: 
f (gei 


CTI + ye ae fe) 


bestimmt ist, d. h. es ist e,,,7°* das Anfangsglied der Entwickelung der 


Quotienten 
f(*) 
Er 
für 2= 2. 


$11. Die n Reihen z,,...,z, stellen die Wurzeln der Gleichung 
f(z) — 0 in der Umgebung des Zweiges |, dar. 


Es soll jetzt bewiesen werden, dass die n Reihen 2, , 2,, ..., 2,, welche 
die Gleichung f(z) = o formal befriedigen, simmtlich innerhalb einer end- 
lichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmässig convergiren und 
dort die Gleichungswurzeln darstellen. Diesen an sich schwierigen Beweis 
kónnen wir nun fast vollständig auf den bereits im $ 4 geführten Beweis 
für den regulären Fall reduciren, weil uns die soeben durchgeführten Un- 
tersuchungen nicht nur eine sondern alle » Congruenzwurzeln von f(2) 
ergeben haben. 
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Diese » Reihen schreiten simmtlich nach ganzen oder gebrochenen 
Potenzen von (rz — a) und (y — w,) fort. Es seien a’ und b° bzw. die 
Generalnenner der Exponenten von z — a und y — y, in allen n Reïhen 
2; Wir setzen dann: 

1 


1 
E — (x = a)“ ; 7) E (y -— QA 


dann gehen 2,,..., 2, in Potenzreihen über, welche nach ganzen Potenzen 
von € und 7, fortschreiten, und welche nach Potenzen von y geordnet 
folgendermassen geschrieben worden kónnen: 


(1) ei = e, Ey" == e s) vn. + FV DD 


Es soll dann allgemein r, die Ordnung der Wurzel z; genannt werden. 
Wir brauchen unseren Beweis nur für irgend eine jener » Reihen 
zu führen; es sei die Bezeichnung von vorn herein so gewählt, dass 2, 
diejenige Reihe ist, deren Convergenz bewiesen werden soll. 
Wir werden zeigen, dass diese allgemeinere Aufgabe auf den Con- 
vergenzbeweis für den regulären Fall vollständig reducirt werden kann, 
wenn man voraussetzen darf, dass die Ordnung r, der zu untersuchenden 


Reihe positiv ist, während die Ordnungszahlen r,, r,, .... r, sàmmtlich 


n 
negativ oder höchstens Null sind. Offenbar ist. diese Voraussetzung im 
Allgemeinen nicht erfüllt, aber man kann die vorgelegte Gleichung durch 
eine sehr einfache Transformation so umformen dass sie die verlangte 
Eigenschaft erhält. 


Es sei nämlich jene Voraussetzung nicht erfüllt, und 


on Ss e, (E)4” Fr pt ye + e,(E) x! nn Er Ey + an 


die Entwickelung von z,; wir betrachten dann das Aggregat: 


20 — e. (&7" +... + &()7 

der (s + 1) — r, ersten Glieder von z, und wählen s beliebig, jedenfalls 
aber so gross dass die Aggregate der entsprechenden Anfangsglieder von 
2,5255... 2, von 2” verschieden sind. Dieser Bedingung kann stets genügt 
werden, da, wie oben bewiesen wurde, die n Reihen z, sämmtlich von 


i 


392 K. Hensel. 


einander verschieden sind. Jetzt führen wir in der ursprünglichen Glei- 
chung f(z, £5) — o an Stelle von z die neue Variable: 


2 2) = 
SSS = À +72 


» 
LE 
al 
I 
4 


ein; dieselbe genügt der Gleichung n‘“ Grades: 


(a) 


(2) =f + 79 = 1) + OE +... + m 


= Aa) + Ave)? +... + A, (Eq) z^ = o, 


e 


und für ihre » Wurzeln z,,..., 2, ergeben sich aus (2) unmittelbar die 


Ausdrücke: 


sie ist also von positiver Ordnung und zwar ist sie abgesehen von dem 
Factor z' gleich der zu untersuchenden Reihe mit Weglassung ihrer 
(s + r) — r, Anfangsglieder. Von den folgenden Wurzeln ist aber keine 
einzige von positiver Ordnung, denn wäre dies etwa für 


0 
2 a 


7" 


der Fall so müsste ja z, — 2° mindestens durch z'^' theilbar sein, d. h. 
es wäre 2?" auch das Aggregat der Anfangsglieder von z,, was nach der 
Voraussetzung nicht der Fall ist. 

Ersetzt man also die ursprüngliche Gleichung f(z) — o durch die 
transformirte /(z)=0, so besitzt diese die Eigenschaft, dass eine und nur 
eine ihrer Wurzeln 2, von positiver Ordnung ist; hat man aber bewiesen 
dass diese Wurzel z, gleichmässig convergirt, so gilt dasselbe auch von 


der ursprünglich zu untersuchenden Reihe: 


EN) i 
i) eae ar 7j 2 
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da sie sich von jener nur um die Summe 2 einer endlichen Anzahl 
convergenter Potenzreihen von £ unterscheidet. 

Wir kónnen und wollen daher jetzt voraussetzen, dass schon in der 
ursprünglichen Gleichung die zu untersuchende Wurzel z, die einzige von 
positiver Ordnung ist, dass also die n Wurzeln folgendermassen geschrieben 


werden künnen: 
2 —3 Eh "2 = HP EG) 5, 2 —7- E») 


wo allgemein £,(7) eine Reihe von der Ordnung Null bedeutet, und wo 
p, =", eine positive und 9,, p,, ..., o, nicht negative ganze Zahlen be- 
deuten. 

Es sei jetzt: 


f(z, En) = À, (En) + A\(Ey)2 +... + A, (Ep) — 0 


die zu untersuchende Gleichung, und zwar mógen aus ihren €oefficienten 
die hóchsten in ihnen enthaltenen Potenzen von 7 und & bereits durch 
Division beseitigt sein. Dann folgt aus der soeben angenommenen Be- 
schaffenheit der Wurzeln, dass der erste Coefficient 4,(£y) durch 7 theil- 
bar, der zweite A,(&7) aber sicher nicht durch » theilbar ist. 

In der That ist für eine beliebig hohe Potenz von y als Modul: 


f(2)= A(« — 7 E, (2 — y *E)...( — 9 "^ E) (mod 7"), 


wo der Factor A dadurch bestimmt ist, dass nach Ausführung der Multi- 
plication alle Coefficienten von nicht negativer Ordnung in » sind, und 
mindestens einer von ihnen die Ordnung Null hat. Setzt man 4—»^:*^*-** 
so wird dieser Bedingung genügt, denn es ergiebt sich dann: 


f(z) 2 e — 1^ Ee — E)... (ey? — E,) (mod z^). 


In dem entwickelten Product ist nun das von z freie Glied gleich 
y"E,...E, also durch y theilbar, während sich der Coefficient von z 
für 7 = o auf E,... E, reducirt, also » sicher nicht als Factor enthält, 
und hiermit ist die aufgestellte Behauptung vollständig bewiesen.' 


! Die Riehtigkeit der soeben bewiesenen Behauptung kann auch direct aus dem 


zugehórigen Diagramme erschlossen werden. 
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In der Gleichung 
f(2) = Ale) + A,(Eq)e +... + Alena" = o 


sind also die Coefficienten 4,(€,) ganze Functionén von 7 mit algebraischen 
Potenzreihen von & als Coefficienten und es beginnt A,(&7) mindestens 
mit der ersten, A,(&7) aber sicher mit der nullten Potenz von 7: ent- 
wickelt man also die Coefficienten nach Potenzen von 7, so kann diese 
Gleichung folgendermassen geschrieben werde: 
went an(Ele+ 2 dulE)y'z = o, 

wo die a,(€) algebraische Potenzreihen von € sind, welche keine negativen 
Potenzen von £ enthalten. Durch Auflósung dieser Gleichung nach z 
ergiebt sich endlich: 


wo allgemein: 


Grs(Ë) 


ZEN 
1 (s) 





ve S) 


gesetzt ist. Nur in dem Falle, dass der gemeinsame Nenner a,,(&) für 
£ — o verschwindet, können die Reihen 7,, von negativer Ordnune werden; 
, Fus e oO , 
dieser Fall tritt also nur für eine endliche Anzahl von Stellen & ein. 
Alsdann führen wir genau wie in $ 4 für » und z die neuen Variablen 
g S 7 
n und z 


ITI PUES 
5 6€, g-— 6C 


ein, und bestimmen o und c als die kleinsten Multipla von a’, für welche 
in der so sich ergebenden Gleichung:. 


RC—T. 1 gickc—c à Lk 
2— fu 9, Zee! 72 


alle Reihen auf der rechten Seite von nicht negativer Ordnung werden. 
Schreiben wir dann diese Gleichung kürzer 


Z=Gyo(@ | a) + Zgi(x | a) 7 g, 


so stimmt sie vollständig mit der Gleichung (11) des $ 4 überein, und 
es gelten somit für z bzw. für z alle Folgerungen welche wir damals 
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aus ihr gezogen hatten. Wir zeigten dort, dass diese Gleichung stets eine 
und auch nur eine Lüsung: 


2—e(x|a)n + e(z|a)y 4... 


von positiver Ordnung besitzt, deren Coefficienten Potenzreihen von (a — a) 
und deren Ordnungen alle nicht negativ sind. Ist R der gemeinsame 
Convergenzbereich der Reihen g;(#|a) so convergirt die Reihe z wenn 
man x innerhalb jenes Bereiches beliebig annimmt, und dann y auf 
einen durch jenen Werth von x bestimmten ebenfalls endlichen Bereich 
beschränkt. Nur dann kann also jener Bereich der Reihe 2 unter jede 
noch so kleine Grenze herabsinken, wenn das Gleiche für den Conver- 
genzbereich der Coefficienten g,(x|a) oder was dasselbe ist für die Reihen 
7x6) der Fall ist. 

in (E) 
ae)" 
ist also entweder gleich dem gemeinsamen Convergenzbereich der Reihen 


dy (5), An (é) , &,,(£), oder seine Peripherie geht durch die nächste Null- 
stelle des gemeinsamen Nenners «a,,(&) hindurch. 





Nun sind aber die Reihen 7,(&) = ihr Convergenzbereich 


Hieraus folgt, dass die Reibe z, also auch die Reihe z,, stets in- 
nerhalb einer endlichen Umgebung der betrachteten Stelle gleichmässig 
convergirt, und dass sie auch die eine der » Wurzeln darstellt, und das 
Gleiche gilt also auch für die » — 1 anderen Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung. 


12. Der Convergenzbereich der Reihen z,,2,,..., 2». 
* 1 2 


Die im vorigen Abschnitte durchgeführten Untersuchungen haben 
zu dem Ergebniss geführt, dass die » Reihen 2,,2,,...,2, stets inner- 
halb einer endlichen Umgebung der Stelle $ (£ = 0, x = 0) oder, was 
dasselbe ist, der Stelle 

=a, y -—(W 


gleichmässig convergiren, und hier die » Wurzeln der Gleichung f(z) = o 
darstellen; hier bedeutet (y,), den Werth der Potenzreihe y, für z = a. 

Falls eine von diesen Reihen mit negativen Potenzen von y — y, 
beginnt, oder falls ihre Coefficienten negative Potenzen von v — a ent- 
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halten, so muss von jenem Bereiche eine beliebig kleine Umgebung des 
Curvenzweiges y = y, oder der Geraden «=a abgenommen werden, 
innerhalb deren jene Entwickelung nicht gültig ist, analog, wie beim 
Laurent'schen Satze die Entwickelung innerhalb eines den betrachteten 
Punkt umgebenden Kreisringes gilt, dessen innerer Radius aber beliebig 
klein angenommen werden kann. 
Es sei 
h 


ay — 9, + ..- 


2, = ec 





irgend eine jener » Wurzeln; die Coefficienten e,(x|«) sind algebraische 
Functionen von x, welche sich durch das im $ 7 auseinandergesetzte 
Verfahren direct bestimmen lassen; sie sind alle auf einer ganz be- 
stimmten Riemann’schen Flache eindeutig ausgebreitet, auf welcher auch 
die den Curvenzweig darstellende Reihe y, eindeutig ist. Aus der Natur 
der die Coefficienten darstellenden Gleichungen ergiebt sich ferner, dass 
die Reihen e,(r|a), e,,1(v|a), ..., wieviele man auch betrachten mag, auf 
jener Riemann’schen Fläche nur eine endliche Anzahl von Polen besitzen, 
denn man überzeigt sich leicht, dass in den linearen Gleichungen welche 
die regulären Coefficienten definiren, der Coefficient des hóchsten Gliedes, 
dessen Nullstellen ja die Pole jener Glieder bestimmen, immer derselbe 
ist (vgl. $ 10 Ende). 

Alle jene Coefficienten e,(r|a) convergiren also gemeinsam in dem 
Kreise, dessen Peripherie durch den nächsten critischen Punkt hindurch- 
geht, d. h. entweder durch den nàchsten Verzweigungspunkt der Rie- 
mann'schen Fläche, oder durch den nächsten der in endlicher Anzahl 
vorhandenen Pole der Reihen e,(r |a). 

Obwohl nun jene Reihen auch als Functionen von z und y be- 
trachtet stets innerhalb einer endlichen Umgebung des betrachteten 
Punktes $8 = (x — a, y = (y,),) convergiren, so kann doch der Fall ein- 
treten, dass dieser Bereich in allen seinen Dimensionen kleiner und kleiner 
wird, falls jener Punkt ® sich einer gewissen Grenzlage nähert; tritt 
dieser. Fall doch schon bei einer algebraischen Function einer Variablen 
æ ein, wenn sich der Punkt einer Verzweigungsstelle der zugehórigen 
Riemann’schen Fläche annähert. 


Bei der Untersuchung dieser Frage wollen und können wir uns auf 
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den Fall beschränken, dass z eine ganze algebraische Function ist, dass 
also die Gleichung für z die Form hat: 


f(e) = £ + A, a(xy)z +... + A (xy) = 0 


und alle A,(zy) ganze Functionen von x und y sind. Ist das nicht der Fall, 
so kann ja 


2 


~ A, (@y) 


à 


gesetzt werden, wo € eine ganze algebraische Function ist, und es kann 
dieser Quotient nun in eine Reihe entwickelt werden. 
Zweitens nehmen wir an, dass der betrachtete Punkt 


B= (& = 2, y¥ = (oh) 
sich im Endlichen befindet, dass also die Potenzreihe: 
PIANO a) Er ole 


keine negativen Glieder enthält; auch hierin liegt keine Beschränkung 
der Allgemeinheit; ware nämlich etwa 


z—u (2 — a) 


F : V I 
so braucht man nur die Variable y durch y’ = - zu ersetzen, denn 
y 


dann wird: 


JE wee " h I MI em h er 
i Fe (a a) E (x a) ^ (a a) s + ee ) 





und in der transformirten Gleichung liegt der entsprechende Punkt im 
Endlichen. 


Wir gelangten nun im vorigen Abschnitte dadurch zu der Gleichung: 
(1) 407 + An + auxi — 0 
dass wir in der ursprünglichen Gleichung: 


2=2 +2 


setzten, wo 


A) — ee) + an +... + 6 (E)7" 
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das Aggregat der (—h+ 1) Anfangsglieder der Reihe z, bedeutet, und r 
beliebig gross gewählt werden kann; dann genügt z — 6e,,,(£)75 *! +... 
der Gleichung: 

a, > 3 Y = TUE) 

a + 2) = f (2) + f (2) 2 + E + RTS 


In 


126 


TR 
t3 
— 


und diese Gleichung erhält, wenn r genügend gross gewählt wird, die 

Form (1). Die Coefficienten dieser Gleichung (2) werden ganze rationale 

Funetionen der Reihencoefficienten von 4° oder von z,, convergiren also 

ebenfalls innerhalb des Convergenzbereiches desselben. Denkt man sich 

f (9) 
ji 


vergiren die Coefficienten der Potenzen von 7 also die Reihen a,,, &,, 


also jene Coefficienten nach Potenzen von x entwickelt, so con- 


innerhalb des Bereiches der Reihencoefficienten von z,. Nach den am 
Ende des vorigen Abschnittes ausgesprochenen Sätzen wird also der Con- 
vergenzbereich der Reihe z oder was dasselbe ist, der Bereich der Reihe 
z, als Function von & und 7z betrachtet entweder durch den Convergenz- 
bereich ihrer Coefficienten e,(x 
stelle der Reihe a,,(£), in der Weise, dass für einen beliebigen Werth 
von (£) innerhalb dieses Convergenzbereiches immer für n eine endliche 


a) begrenzt, oder durch die nächste Null- 





Umgebung von y—o so abgegrenzt werden kann, dass jene Reihe 2, 
convergirt. 

Die Bedeutung jener nächsten Nullstelle von a,,(£) kann aber leicht 
anders characterisirt werden. Entwickelt man den ersten Coefficienten 
f(a) so ergiebt sich: 

f(a) = An (E) 9” dr ay (6) ^** dr 0 0€ 


und diese ersten Glieder bleiben, wenn r genügend gross gewählt ist, un- 


geändert, wie gross auch r angenommen werde. Ersetzt man also 49 


durch die ganze Reihe z, selbst, so wird: 


f'(2,) = à (£)7^ + aj (Ey Bi apie 


also ist @,,(£) das Anfangselied der Entwickelung von f’(z,) nach Po- 


o 
o 


tenzen von 7. Entwickelt man in gleicher Weise allgemein alle » con- 
jugirten Werthe f'(z;) so sei: 


f'(&) Ex B + ay + 5 (121,2, ...,n) 


> 
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beachtet man dann, dass D(a, y) — f'(z,)...f'(z) ist, so folgt, wenn man 
jene » Gleichungen multiplicirt: 


D (duy — Ane. 


wo der Coefficient A(é) und der zugehörige Exponent N durch die Glei- 
chungen bestimmt sind: 


AE) a a, N= y, +, +... +. 


fo 


&) = 0 ist, so ist auch A(&,) = o 
und umgekehrt, wenn für 5 — £ A(£) verschwindet, so verschwindet 
mindestens einer der » Anfangsglieder a{}(é,) ebenfalls. Es ergiebt sich 
also das Resultat: Die Nullstellen der » conjugirten Anfangsglieder ay\(E) 
sind identisch mit den Nullstellen des Anfangsgliedes in der Entwickelung 
der Discriminante D(x, y) nach Potenzen von 7 oder y — y,. 


Ist nun &, ein Werth von £, wofür af( 


Es sei nun 5 = y — y, und . 


PY, 2) = WW — y) : (y — Ys”) 
diejenige irreductible Curve von der der Linearfactor y—y, einen Zweig 
darstellt. Wir betrachten dann den allgemeinsten Fall, dass die zu Grunde 
gelegte Curve ein »-facher Factor der Discriminantencurve D(xy) = o ist. 


Es sei also: 
D(xy) = Ply, x) D, (ay). 


Dann enthält die Gleichung D, (zu) =o alle Curven der Discriminante 
ausser P. Es werde D,(ay) die reducirte Discriminante genannt. Ent- 
wickelt man nun jenes Product nach Potenzen von y — 5, so ergiebt sich: 


D(s,y) = (PY —9) + --(D,(y,, 2) +.) 
= (PG. rr DU OGM) atra 


und es ergiebt sich so für das Product der » conjugirten Anfangsglieder 


die Gleichung: 
) 9 n) ; 
ava... ay = Py.) D y v). 


Dieses Product verschwindet demnach dann und nur dann, wenn x = #, 
so gewählt wird, dass entweder P’(y, , 2,) = o wird, oder dass D,(y, , 2) 
verschwindet. Im ersteren Falle ist x, ein eritischer Punkt (Pol oder 
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Verzweigungspunkt) der Curve P — o, also bereits unter den critischen 
Punkten der Coefficienten enthalten, im zweiten Falle liegt jener Punkt 
erstens auf P— 0 und zweitens auf D,(y, x) — o, er ist also ein Schnitt- 
punkt mit der reducirten Discriminantencurve. Also ergiebt sich das 
Resultat: 


Die » Reihen z,,2,,..., 4%, können nur dann einen unendlich 
kleinen Convergenzbereich erhalten, wenn der Punkt § sich un- 
begrenzt einem critischen Punkte der Reihencoefficienten oder einem 
Schnittpunkte der Curve P — o mit der reducirten Discriminanten- 


eurve nähert. 


§ 13. Der analytische Character der n Gleichungswurzein und 
die ihnen zugehörigen Riemann’schen Kugelflächen. 


Ich betrachte jetzt irgend eine der n Gleichungswurzeln 


h h+1 


(1) a = e(r|ey — 9)* + ea(v]ay —w) > +... 


und untersuche den analytischen Character ihrer Coefficienten e,, e,,,, .... 
Wie soeben bewiesen wurde, sind sie alle algebraische Functionen von x, 
und zwar sind alle regulären Coefficienten e,, €,,,, ... rationale Func- 
tionen von y, und den irregulàren Anfangscoefficienten e,...e ,. Es 
existirt demnach eine Riemann’sche Kugelflache niedrigster Ordnung, auf 
welcher alle jene Coeffieienten und y, eindeutig ausgebreitet sind. Es 
sei R, jene Fläche und » ihre Blätterzahl; dann soll 3t, die zu der Reihe 
z, zugehörige Kugelfläche genannt werden. Jene Reihen y,, e,(x |a), 
€,41(r|a),... sind dann die Entwickelungen der entsprechenden alge- 
braischen Functionen in der Umgebung eines von denjenigen » Punkten 
der Kugelfläche, welche der Stelle z — a zugeordnet sind; ist ® jener 
Punkt, so soll 33 der zu z, zugehórige Punkt genannt werden. 

Da auch die algebraische Function y, auf 3t, eindeutig ist so muss 
ihre Ordnungszahl » oder der Grad von P(y, c) in y ein Theiler von 
» sein; es sei also: 


y — An. 
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Die Coefficienten e,(x|a) besitzen nun, wie weit man auch gehen mag, 
zusammen stets nur eine endliche Anzahl von Polen auf der Kugelflàche 
R,, und ebenso besitzt jene Fläche X, nur eine endliche Anzahl von Ver- 
zweigungspunkten, in denen mindestens eine von jenen Reihen nach ge- 
brochenen Potenzen des Linearfactors x — a fortschreitet. Man kann nun 
y, und alle Coefficienten simultan von dem zuerst betrachteten Punkte 3 
nach einem beliebigen anderen Punkte 3 der Kugelfläche fortsetzen; da- 


durch geht die ganze Reihe z, in (1) in eine andere: 


0 
a +1 

(1) & — e (x |a (y — yo)’ + (ray — N)’ +... 

über, in welcher jetzt y, e;, €;,,,... die jenem Endpunkte entsprechen- 
den eindeutig bestimmten Potenzreihen sind, welche nach ganzen oder 
gebrochenen Potenzen des zugehörigen Linearfactors (x — a’) fortschreiten; 
und jede so sich ergebende Reihe z, beginnt natürlich mit derselben 
Potenz des Linearfactors y — y;, wie die ursprüngliche z,. Da jede der 
zur Fortsetzung benutzten Reihen als Function von x und y betrachtet, 
in einem endlichen Bereiche convergirt, abgesehen von dem beliebig kleinen 
Bereiche einer endlichen Anzahl von Punkten auf R,, so kann jene Potenz- 
reihe auch wirklich in der hier geschilderten Weise längs R, mit Ver- 
meidung jener critischen Punkte fortgesetzt werden, und aus den be- 
kannten Sätzen der Functionentheorie folgt, dass die so sich ergebende 
Endreihe z; eine eindeutig bestimmte unter den » Wurzeln ist, welche die 
Gleichung f(z) = o in der Umgebung des dort vorhandenen Zweiges 
(a = a',y — y) derselben Curve P(y,x)=o besitzt. Aber auch für 
jeden der soeben noch ausgeschlossenen critischen Punkte 3&, (r—2a, y —y,) 
der Riemann'schen Kugelfläche Sh, existirt eine eindeutig bestimmte Reihe 


à | Al 
4, = e(v|a)y — 39) c e€x«i(v|ay — y)" +... 


welche als die Fortsetzung von z, in jenem Punkt anzusehen ist. In der 
That besitzt ja die Gleichung f(z) = o in $ ebenfalls genau n Wurzeln, 
welche ihrerseits innerhalb einer endlichen Umgebung von $ gleichmässig 
convergiren, weil jener Convergenzbereich nur beim Heranrücken an % 
nicht aber in % selbst unendlich klein werden kann. Von diesen n so 
gefundenen Reihen coincidirt nun eine und nur eine in unendlich vielen 
Punkten der Umgebung von $3 mit den Fortsetzungen von z, und diese 
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ist es, welche als die Fortsetzung von z, für ® anzusehen ist. Es ergiebt 


sich also der Satz: 


Jedem Punkte ® der Riemann’schen Kugelflàche 3t, entspricht 
2 k 


eine eindeutig bestimmte Wurzel z, = Le,(x|a)(y—y,)’, der Glei- 
chung /(z) = o, und alle diese können als die analytischen Fort- 
setzungen aus einer von ihnen auf der Fläche R, angesehen werden. 


Zu jedem Punkte ® von 3t, gehört ein eindeutig bestimmtes Werth- 
system z — a, y — 9, also auch eine und nur eine Wurzel z, der ge- 
gebenen Gleichung. Sei nun umgekehrt der Zweig 1, also (x — a, y — y,) 
gegeben, so entsprechen demselben auf 3i, im Allgemeinen mehrere Punkte, 
also auch mehrere zugehórige Reihen z,; von den » Wurzeln z,...z, die 
zu l, gehören sind also mehrere einfache analytische Fortsetzungen aus 
einander längs 9t. In der That seien $,,53,,..., 3$, die v der Stelle 
© =a entsprechenden Punkte der Hiemann'schen Fläche R, und zwar 
mógen diese der Einfachheit wegen als regulär angenommen werden; für 
Verzweigungsstellen ergeben sich durch analoge Betrachtungen die gleichen 
Resultate. Ist dann, wie oben angenommen, » = Au so nimmt die alge- 
braische Function yp" Ordnung y, in genau À von diesen Punkten den- 
selben Werth an; es sei die Bezeichnung so gewählt, dass y, in 93, , 33, 
..., 9, seinen Werth nicht ändert; in jedem folgenden Punkte aber einen 
anderen Werth erhält. Sind dann 2,,2,,..., z, die A zugehörigen Wurzeln, 


und ist allgemein: 
a ; ^n 

2; =e (xl a)(y — y) + e(x|a(y—9y)* c. cer...» 
so sind diese sämmtlich von einander verschieden, da anderenfalls die 
Coefficienten schon auf einer Kugelfläche niedrigerer Ordnung eindeutig 
ausgebreitet wären, und sie befriedigen alle die vorgelegte Gleichung in 
> gehören also zu den » Wurzeln derselben. 
Alle übrigen jener Kugelfläche R, zugehörigen Entwickelungen entsprechen 


der Umgebung des Zweiges / 


aber nicht diesem Zweige /,, denn damit das für einen Punkt ® der Fall 
sei, muss einmal # — a sein, d. h. 33 muss mit einem der Punkte §,, $,, 
o dy zusammenfallen, dann aber muss y = y, sein, und dies ist nur 
für $,...%, der Fall. Es ergiebt sich also der Satz: 
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Ist 1, der Zweig einer Curve »** Ordnung, und ist » = Au die 
Ordnung der zu einer der zugehórigen Gleichungswurzeln z, zu- 
geordneten Riemann’schen Kugelflächen, so sind A von ihnen z, 
2,,...,2£, analytische Fortsetzungen aus dieser einen, sind also mit 
dieser zugleich bestimmt. 


Ausser diesem Cyclus können aber noch andere von den n Reihen 


mit z, zusammenhängen: Es sei wie vorher z, eine Wurzel unserer Glei- 
1 


chung, welche nach ganzen Potenzen von (y — w,) fortschreitet; dann 


convergirt die Entwickelung: 
h A+1 


Er = ey — yy + &41(% —y)’ up uos 


innerhalb einer endlichen Umgebung der Stelle y = y,, wenn für x ein 
beliebiger Werth in einer endlichen Umgebung von x = a gewählt wird. 
Halt man nun x, also auch 5,,6,, 6,,,,... fest, und lässt man y in einer 
genügend kleinen geschlossenen Curve den Punkt y — y, umlaufen, so 
erhàlt man eine zweite Entwickelung: 

2 Hn 

a = OEY — Yo) + o Eng —W) es 
2ri 

in welcher » — e^ eine 5® Wurzel der Einheit bedeutet, und welche 
ebenfalls eine, und zwar von z, verschiedene Wurzel unserer Gleichung 
darstellt. Lässt man den Punkt genau in derselben Weise 6 Male den 
Zweig y = y, umkreisen, so erhält man zu z, einen Cyclus vom 6 Wurzeln 
2, 2,,.--, 47), welche durch die à folgenden Reihen dargestellt sind 

h A+1 

A = we, (y —yy + o*t*e (y — y)? 4... (r=0,1, ...,5—1) 


und erst nach dem 6%" Umlaufe kehrt man zu der ersten Wurzel zurück. 

Alle diese Wurzeln sind von einander verschieden, und man zeigt 
leicht, dass zu jeder von den (A— ı) anderen Wurzeln 2,, 2,,.-., z, ein 
gleicher Cyclus von 5 conjugirten Reihen gehört. 


Indessen brauchen die so gefundenen A45 Wurzeln: 


, (b—1) 
£15 815 erry À ? 


b—1 
dispu. ot amie 


b—1 
WALNUT 
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welche sich aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung ergeben, 
nicht nothwendig von einander verschieden zu sein. Sollen z. B. die beiden 
Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


f(z) = 2? — xy + xy? =o 


in der Umgebung der Stelle x =o auf der Geraden y = 0, also nach 
Potenzen von y entwickelt werden, so erhält man: 


a 
2 = (n) — y) = ahy! — Lay 


1 


lo 


bo] e» 


— isiyb. i gi ; 
guy Ta a 


hier ist also A4— 2, b— 2 und hier geht z, aus z, dadurch hervor, dass 
1 1 


man æ durch — 2? ersetzt, während 2; bzw. 2; aus z, und z, durch Ver- 
1 H 


in —# erhalten wird; von diesen vier Reihen sind 
aber offenbar nur zwei von einander verschieden. 
Ersetzt man aber hier den Linearfactor y durch 


t2 


wandlung von y 


welcher, als Function von y betrachtet, für dieselben Werthe von y ver 
schwindet, so geht die Grundgleichung für z über in: 


2 57 + y* lo 
[p pP 
und die Entwickelung nach Potenzen von y liefert jetzt: 


5 7 
2 II À 


ieee? We ® 





hier ist also A= 1, b = 2 und die beiden conjugirten Entwickelungen 4, 
und z; sind in der That verschieden. Dasselbe kann nun in ganz singu- 


laren Fallen auch für Gleichungen von hóherem Grade vorkommen. Es 


sel also 
h h+1 


% — e — V) Fey — Yo)" T 
diejenige Wurzel, welche zu dem Punkte 33, von 3t gehört und 


2 ' b—1 
BE Es ee IE TU 
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der durch Umkreisung von /, aus z, sich ergebende Cyclus; es sei jetzt 
à ^n 
is = EY IN eee estas - ss 
eine zu z, conjugirte Reihe, welche zum Punkte ®, von 3t, gehört und 
welche bereits in dem zu 4, gehörigen Cyclus vorkommen möge; so 
dass etwa 


(2) má 


ist. Umläuft der Punkt jetzt den Zweig /, ein Mal, so ergiebt sich aus 
dieser Gleichung die weitere 


& = 4 


und durch Fortsetzung dieses Verfahrens folgt, dass der zu z, gehürige 
Oyclus mit dem zu z, gehórigen identisch ist, dass nàmlich allgemein 


ist. 

Ich untersuche jetzt, welcher Bedingung die Coefficienten e, geniigen 
miissen, damit zwei Cyclen übereinstimmen; vergleicht man in der Glei- 
chung (2) oder also in: 


2 ze 
e(y — 2) +euy—y)> t... 
h h+1 


= c? e, (y — y} == Det Pan CAN pre 


die , Coefficienten gleich hoher Potenzen von y — y,, so folgt, dass jene 
Gleichung dann und nur dann bestehen kann, wenn für alle Coefficienten 
der Reihe, wie weit man auch gehen mag, die Gleichungen bestehen: 


—k 


(3) €; — @ €, (Eh, h+1,...) 


wenn © — c ebenfalls eine Einheitswurzel ist, deren Ordnungszahl » gleich 
b oder gleich einem Theiler von 5 ist. Hieraus folgt also zunächst: 


"Sb b 
(e) — er. 
Dieser Ausnahmefall kann also nur dann eintreten, wenn die }‘" Potenzen 
aller Coefficienten beim Ubergange von ®, zu $, ungeändert bleiben, also 
simmtlich algebraische Functionen von niedrigerer Ordnung sind. 
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Man kann nun auch in diesem allgemeïnsten Falle den Linearfactor 
y — y, so durch ein Vielfaches e(x)(y — y,) desselben ersetzen, dass nun- 
mehr z, und der zugehórige Cyclus nicht mehr auftritt. Zu der Be- 
stimmung dieses Multiplicators e in diesem Falle führt die folgende Uber- 
legung. Es sei: 
h k l 


a — e (y —9) + ely — y + ay — U +--- 


die Entwickelung von z, nach Weglassung aller etwa identisch ver- 
schwindenden Coefficienten e; dann können die Exponentenzähler 7, &, /, ... 


nicht alle einen und denselben Theiler mit dem Nenner 5 hahen, da jene 
1 


Entwickelung sonst nicht nach Potenzen von (y —w)* fortschreiten würde. 
Sind also (k,1,..., r, b) ein System von Exponenten, welche mit 5 zu- 
sammen relativ prim zu einander sind, so kann man andere ganze Zahlen 
x,À,..., p, f so bestimmen, dass: 


xk + A+... + or + fb —1 


oder, da » ein Theiler von à ist, dass: 


xk + A p... + prz i (mod 4) 


ist. Setzt man nun: 
À 
(Q——À HE renee 


und bildet den conjugirten Werth e’ von e, so erhält dieser nach (3) 


die Form: 
e ar Qr Mee pre Hn owe. 


Führt man nun statt (y—y,) den neuen Linearfactor 7 durch die 
Gleichung: 
57 — ey — 9) 


ein, welcher sich von ihm nur durch einen multiplicativen von x allein 
abhängigen Factor unterscheidet, so geht die Entwickelung von z, über in: 


h h+1 A+1 


h 
Py ety TOT b UE 
vieni gai ee A7] + E,,:19 AE 


Auch hier bleiben alle Coefficienten E,, E,,,,... auf der Kugelflüche 
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Ji eindeutig ausgebreitet, jedoch ist dieser jetzt nicht mehr die Fläche 
niedrigster Ordnung, welche diese Eigenschaft hat; bei dem Ubergange 


von ®, nach ®, bleibt nämlich jeder Coefficient E-—5 ungeündert, da 


sich sowohl sein Zähler als sein Nenner mit 6‘ multiplicirt. In diesem 
Falle sind also bereits alle Coefficienten auf einer Kugelfläche 3i, niedri- 
gerer Ordnung eindeutig ausgebreitet, und zu einer Reihe z, gehóren weniger 
als À conjugirte Reihen 2, , 2, , ...,2,. Falls auch hier noch gewisse unter 


den 5A, Reihen 


identisch ausfallen sollten, kann man die gleiche Reduction anwenden und 
solange fortfahren, bis alle diese zu 4 gehörigen Reihen lauter ver- 
schiedene Wurzeln darstellen. 

Der einzige ganz unwesentliche Unterschied ist also der, dass in 
diesem singulären Falle die » Wurzeln nicht nach Potenzen von y — y, 
sondern von e’(y — y,) entwickelt werden, wo e’ eine algebraische Func- 
tion von x allein bedeutet, welche auf der zugehörigen (neuen) Riemann’- 
schen Fläche 3t, eindeutig ist. Im Folgenden brauchen wir also diesen 
Fall nicht weiter zu berücksichtigen, da er von dem regulären nicht we- 
sentlich verschieden ist. Es möge eben in der Folge von vorn herein 
vorausgesetzt worden, dass in diesem Falle die Entwickelung nach Po- 
tenzen von e’(y—vy,) fortschreitet; dann sind immer die Ab Reihen 4° 
alle von einander verschieden. 


§ 14. Die Cyclen analytisch zusammenhängender Wurzeln 
und ihre Ordnungszahlen. 


Die im vorigen Abschnitte durchgeführten Untersuchungen haben er- 
geben, dass sich die n Wurzeln 2, , 2,,...,z, ähnlich wie bei den Func- 
tionen einer Variablen in Cyclen so anordnen lassen, dass alle Reihen 
eines Cyclus aus einer unter ihnen durch analytische Fortsetzung längs 
jt, oder längs der Curve P(y, z2)—o erhalten werden. Ist nämlich: 


e 


h A+1 


21 — en OY — y} + elc) — YQ) Far 
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so erhält man alle Ab conjugirten Reihen dadurch, dass man einmal die 


1 


Coefficienten e,(x), das andere Mal das Entwickelungselement (y — y,)" un- 


^ 


abhüngig von einander durch ihre conjugirten Werthe ersetzt; geometrisch 
làufe làngs der Schnitteurve P. 
= 


entsprechen den hier betrachteten Fortsetzungswegen alle Wege und Um- 


l 


Es sei nun z, irgend eine der » Wurzeln welche noch nicht in dem 
0 


zu z, gehörigen Cyclus enthalten ist; dann gehört zu ihr ein zweiter 
Cyclus etwa von 10’ Reihen, welche alle durch Fortsetzung längs P aus 


hervorgehen, und in gleicher Weise können alle » Wurzeln in Cyclen 
analytisch zusammenhängender Reihen zusammengefasst werden. 


Es móge für die Folge angenommen werden, dass die » zum Zweige 


Dann ist zunàchst 


von P gehörigen in drei solche Cyclen von Ab, A'b', 20" zusammen- 
dass alle anderen aus einer von ihnen durch Fortsetzung làngs P hin 
hervorgehen. 


hänsenden Reihen zerfallen und es seien z,,2;,2; je eine derselben, so 
D 109 UE 1 , 


n — Àb + XU. + 20; 


ferner gehórt zu jedem dieser drei Cyclen eine Kugelfläche auf denen die 
Coefficienten e von den Reihen des betreffenden Cyclus eindeutig aus- 
gebreitet sind; diese Flächen seien durch R,, Ji, , Rt, bezeichnet; ist wieder 
j der Grad von P so ist endlich: 


y — A, y' — Ap, 


y" — A"p. 
Die geometrische Bedeutung dieses Resultats ist die folgende: Es sei 
richtet ist. 


L die Schnitteurve der Oberfläche f(z, zy) = o und des geraden Cylinders 


nun 


P(y,x)— o welcher über der ebenen Curve P(y,x)—o senkrecht er- 
lichen Umgebung jener Schnitteurve Z dar, also gewissermassen innerhalb 


Die » zu dem Zweige J, (r — a, y=y,) gehörigen Wurzeln 
von jenen 


2,52, 5 +++, 2, Stellen dann die z-Ordinaten der Oberfläche f in einer end- 


2 


A 


eines auf der Oberfläche sich hinziehenden Bandes von veränderlicher, 
n 
zusammenhängt. 


aber überall bestimmter endlicher Breite, welches Z umgiebt. 
Wurzeln 


bzw. Ab, 20", X'b’ läugs P analytisch zu- 


Hängen 
sammen, so heisst das geometrisch, dass jenes Band, die Umgebung von 
L, in drei getrennte Theile zerfällt, von denen jedes seinerseits in sich 
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Die Schnittcurve Z selbst kann hierbei sehr wohl in mehr als drei 
getrennte Theile zerfallen; denn ist etwa: 


li 


2, — ex) + e(v)(y — y) 4... 
so stellt für y — y, die Reihe 
4 — (2) 


nebst ihren Fortsetzungen geometrisch den ersten Theil der Schnitteurve 
L dar. Ist nun e,(x) auf 9t, von niedrigerer als der »"* Ordnung, ist 
also e,(z) noch auf einer Riemann'schen Fläche von niedrigerer Ordnung 
eindeutig, was für critische Curven P — o im Allgemeinen der Fall sein 
wird, so zerfallt die Curve Z auf jenem ersten Bande noch weiter in 
getrennte Theile, welche dann erst zusammenhàngen, wenn man die Schnitt- 
curve verlàsst, und ausserhalb derselben in der Umgebung fortgeht. 
Es sei jetzt: 


h h+1 


Ge e,(2)y — Yo)? + ex) —y)’ 20% 


eine der Ab Wurzeln des ersten Cyclus; entsprechend der Bezeichnung in 
der Theorie der Functionen einer Variablen sage ich dann, z, besitzt in 
Bezug auf den Zweig /, die Ordnungszahl h, wenn die Reihe mit der 


ole 


h‘® Potenz des Entwickelungselementes (y— y,)’ beginnt. Dieselbe Ord- 
nungszahl besitzen dann aber nicht nur die Ab Wurzeln desselben Cyclus, 
sondern diese Ordnungszahl kommt jeder der unendlich vielen Fortsetzungen 
von 2, auf der ganzen zugehörigen Riemann’schen Kugelfläche 3i zu, 
oder, was dasselbe ist, jede Fortsetzung von z, lings P oder längs des 
zu L gehörigen Bandes besitzt dieselbe Ordnungszahl A. 

Man kann daher die allgemeinere Definition aufstellen: 


Die algebraische Function z besitzt auf der Kugelflàche 3t, die 
Ordnungszahl A, wenn ihre Entwickelungen auf dieser Kugelfläche 
mit der A" Potenz des zugehörigen Entwickelungselementes beginnen. 


Zu jeder Curve P = o gehört eine Anzahl von Kugelflächen 3t, 3i, , 
jt, und auf jeder besitzt die algebraische Function z eine ganz bestimmte 
ganzzahlige Ordnungszahl, welche positiv, null oder negativ sein kann. 
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Durch unser Verfahren kónnen die Ordnungszahlen von z für jede Curve 
P und jede zugehörige Fläche direct aus der Gleichung für z bestimmt 
werden. 


8 15. Der durch : bestimmte algebraische Functionenkórper. 


Die wahre Bedeutung der bisher erlangten Resultate ergiebt sich erst 
dann, wenn wir von der bisher betrachteten algebraischen Function z ab- 
sehen und die Gesammtheit aller durch x,y,z rational ausdrückbaren 
algebraischen Functionen, d. h. den durch diese Variablen constituirten 
algebraischen Functionenkérper Æ{x,7,2) untersuchen. 

Es sei also z durch die vorher betrachtete Gleichung f(z, xy) =o 
als algebraische Function von x und y definirt, und es sei jetzt: 

= g(z,y, 2) 
irgend eine rationale Function von x,y,z. Aus bekannten Sätzen der 
Theorie der symmetrischen Functionen ergiebt sich, dass auch £ ebenso 
wie z einer Gleichung des n‘ Grades 


FC, zy) ZB) Baye cp CEE, ay) 0 


mit ganzen rationalen Functionen von x und y als Coefficienten genügt, 
welche selbst irreductibel, oder die Potenz einer irreductiblen Function 
ist. Geometrisch stellt jene Gleichung eine neue Oberfläche dar, deren 
Coordinaten rational durch die entsprechenden Coordinaten der ursprüng- 
lichen ausdrückbar sind, welche also zu der durch f — o constituirten 
Oberflächenklasse gehórt. Man kann unser im $ 4 auseinandergesetztes 
Verfahren nun direct zur Bestimmung der » Zweige €,6,..., 6 be- 
nutzen, welche £ in der Umgebung eines Zweiges /!, (x = a, y = y) 
einer beliebigen Curve P — o besitzt; viel einfacher ergeben sich jene 
Zweige aber auf folgendem Wege: Es seien 2,, z,, ..., 2, dien Wurzeln für 
z in der Umgebung des Zweiges /,; dann erhält man ihnen entsprechend 
n conjugirte Reihen: 


(1) a = e(t, y, 2), & X 9e(2,9, 2); oou) S = £(2,%, 2) 


welche ebenfalls in endlicher Umgebung desselben Zweiges gleichmässig 
convergiren, und für diese die Function € darstellen. 
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Es seien nun wieder 3t, #,, Jj. die zu P gehörigen Riemann’schen 
Kugelflachen so ergiebt sich aus den Gleichungen (1) direct, dass sich 
auch für eine beliebige Function £ des Körpers A(xyz) die » conjugirten 
Wurzeln &,&,...,& ebenfalls in Cyclen von Ab, 40’, 40" Reihen an- 
ordnen, deren Coefficienten bzw. auf 3i, 90,935. eindeutig ausgebreitet 


sind, und dass ferner z. D. die Reihen des ersten Cyclus nach ganzen 
1 


Potenzen von (y— y) fortschreiten u. s. w.; hieraus ergiebt sich das 
wichtige Resultat, dass die Entwickelung jeder algebraischen Function ¢ des 
ganzen Körpers KA(r,y,z) in der Umgebung einer Curve P = o nach 
gebrochenen Potenzen von y — y, fortschreitet wenn dasselbe für 2 der Fall 
war, dass also jene Curve P = o für alle Oberflächen F(£, xy) eine Ver- 
zweigungscurve ist, wenn dasselbe für die ursprüngliche f(z, xy) = o der 
Fall war, und dass sie für alle eine Verzweigungscurve von derselben Ord- 
nung b— 1: ist. Ist aber P=o eine Verzweigungscurve von F(6, zy) = o, 
so muss, wie oben bewiesen war, P(x,y) ein Theiler der Gleichungsdiscri- 
minante D(£) von F sein, und man erhält so den Satz: 


Alle Verzweigungscurven sind gemeinsame Curven der Diseri- 
minanteneurven aller Oberflächen des Körpers K(x, y, 2). 


Erst später wird gezeigt werden, dass diese Discriminantencurven ausser 
jenen keine gemeinsame Schnitteurven besitzen. Alle bis jetzt gefundenen 
Resultate beziehen sich also, und hierin liegt ihr Werth, nicht bloss auf 
die eine algebraische Grósse z, sondern auf alle Grössen ¢ des zugehörigen 
Körpers, oder geometrisch gesprochen auf alle Oberflächen der durch 
f(z, zy) = o constituirten Klasse, wie dies später noch eingehend dargelegt 
werden wird. 

Es sei nun P — o eine beliebige Curve, N, eine der ihr entsprechen- 
den Riemann’schen Flächen. Dann besitzt jede Function £ in Bezug auf 


jt, eine ganz bestimmte Ordnungszahl 5; es ist nämlich % der Exponent 
1 


des bezüglichen Linearfactors (y — y)" mit dem die 26 zu 3t, zugehörigen 
Entwicklungen beginnen. 

Um diese Thatsachen einfach aussprechen zu kónnen ordne ich jeder 
von diesen unendlich vielen Riemann’schen Flächen 3t, einen s. g. Prim- 
theiler p zu und definire die Theilbarkeit einer algebraischen Function ¢ 
durch einen Primtheiler p folgendermassen: 
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ine algebraische Function ¢ ist genau durch die k'* Potenz eines 
Primtheilers p oder durch p^ theilbar, wenn ihre Entwicklungen auf 
der zugehörigen Fläche 3i, von der A" Ordnung sind. 


Die Primtheiler p oder die Kugelflächen 3t, sind die genaue Verall- 
gemeinerung der Weierstrass’schen »Stellen» des algebraischen Gebildes, 
oder der Punkte der Riemann’schen Fläche in der Theorie der algebraischen 
Functionen einer Variablen; sie sind, wie später gezeigt werden wird, ab- 
solute Invarianten, d. h. unabhängig von jeder Darstellungsart der Func- 
tionen €. 

Jeder Curve P(y,x) = o entsprechen genau so viele Primtheiler 
p,p',p” als ihr Kugelflachen A,, R,, R,. zugeordnet sind, speciell gehören 


: : I 1 à 
auch zu den beiden unendlich fernen Geraden - = 0 und - = O gewisse 
7 2 


a 


Primtheiler p, welche die Verallgemeinerung der unendlich fernen Punkte 
in der Riemann'schen Theorie sind; dieselben sollen im Folgenden stets 
durch pay, p&,,-.. bezeichnet werden. Es liegt ferner auf der Hand, dass 
die hier eingeführten Primtheiler alle Eigenschaften der Primzahlen in 
der elementaren Zahlentheorie besitzen. Sind nämlich zwei Functionen 
€ und ¢’ bzw. durch p* und p" genau theilbar, so ist ihr Product genau 
durch p'*^, ihr Quotient durch p'-* theilbar. Eine Function C heisst dann 
durch das Product pp; von zwei verschiedenen Primtheilern theilbar, 
wenn sie sowohl durch pf? als auch durch p? genau theilbar ist. 

Ebenso wie jede algebraische Function von einer Variablen nur eine 
endliche Anzahl von Nullstellen und Polen auf der zugehörigen Riemann- 
schen Fläche hat, besitzt in unserer Theorie jede Function ¢ nur eine end- 
liche Anzahl von Primtheilern in einer positiven oder negativen Potenz. 

Zum Beweise dieses wichtigen Satzes führt die folgende Überlegung: 
Es sei P(y, x) eine beliebige irreductible Function, p , p', p" die zu P ge- 
hórigen Primtheiler und es müge die gegebene algebraische Function ¢ 


nk 


genau durch das Product p'p' ^p theilbar sein. Ist dann: 


NO) — 66...6 = B,(ay) 


die Norm von £, so enthält diese rationale Function von x und y den 
zugehörigen Factor P(y, x) genau in der Potenz 


P (xy) TEAGBRAUATU ‘ 
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Enthält nämlich £ die Potenz p', so beginnen alle 2? zu p gehörigen Reihen 
k 


Ge. Ge genau) mit (d y). ihr Product also mit (y— y,)” und 
das Entsprechende gilt für die Divisoren p' und p"; also beginnt das Product 
aller n Reihen genau mit (y — y,)^*^^**^' und dies ist dann und nur dann 
der Fall, wenn die Function B,(xy) dieselbe Potenz von P als Factor enthält. 

Es sei jetzt C zunächst eine ganze algebraische Function, so dass alle 
ihre Gleichungscoefficienten, speciell also auch ihre Norm ganze Functionen 
von æ und y sind. Eine solehe Function ist dadurch characterisirt, dass 
sie nur die Divisoren p, pz; in negativen Potenzen enthalten kann; in der 
That war ja gezeigt worden, dass für eine beliebige ganze Function 
P(y, x) keine der zugehórigen Entwickelungen von negativer Ordnung 
sein kann. Dann zeigt man leicht, dass € nur eine endliche Anzahl von 
Primfactoren enthält. Soll nämlich ¢ irgend einen Primfactor p auch nur 
in der ersten Potenz enthalten, so muss N(¢) = B,(xy) durch P(xy) 
theilbar sein. Nur den irreductiblen Factoren von B,(xy) können Prim- 
theiler von £ entsprechen und diesen entsprechen auch wirklich Divisoren 
von & Um sie zu finden braucht man nur die Reihen &...6 aufzu- 
suchen welche irgend einem Zweige von P entsprechen und die Ordnungs- 
zahlen jener Reihen festzustellen. Ausserdem hat man € noch in Bezug 


N I I - Qus 
auf die Geraden - — o und -— o und die zugehörigen Primfactoren p,,,, 
a y j 


Pay... p, zu untersuchen, was genau auf dieselbe Weise geschieht. 


So erhält man einen vóllig bestiminten Divisor 


JL pps ID. 

dem die ganze algebraische Zahl £ in dem Sinne äquivalent gesetzt werden 

kann, als derselbe alle und nur die Primtheiler enthält, welche auch in 

€ auftreten, und jeden ebenso oft, wie C. Dasselbe gilt für jede ganze 

rationale Function, die ja ebenfalls eine ganze algebraische Function ist. 
Ist jetzt £ eine gebrochene algebraische Function und genügt es der 

Gleichung: 


a,(xy)C" + a, (xy) C ^ +... + a (ry) = 0 


so ist, wie schon im. Anfang von $ 4 erwühnt wurde, 
> 
" C 





E 
(s (22) 
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wo £ eine ganze algebraische Function bedeutet, also äquivalent einem 
bestimmten Divisor 9 ist. Ebenso kann aber auch die ganze rationale 
Function a,(xy) in ihre Primdivisoren zerlegt werden, auch sie ist also 
einem anderen Divisor 3, äquivalent, und hieraus sowie nach den Fun- 
damentaleigenschaften der Divisoren folgt dass 

7 


NF ey 


a, 


- 
- 


dass also jede ganze und auch jede gebrochene Grösse des Körpers 
K(w@,y, 2) einem und nur einem Divisor 9 äquivalent ist. 

Durch ihren Divisor ist eine algebraische Function bis auf eine multi- 
plicative Constante bestimmt. Sind nämlich zwei Grössen € und £’ dem- 
selben Divisor 4 äquivalent, so ist ihr Quotient 


10) 


» 
s 
fi 
€ 


PO 
D 


und ich zeige nun dass eine algebraische Grösse ¢, welche äquivalent Eins 
ist, nothwendig eine Constante sein muss. 


U) 


ö . . . I 
Ist die algebraische Function ¢~ 1, so gilt dasselbe von -, und 


e 


e 


beide sind zunàchst gamze algebraische Functionen, da sie keine endlichen 
Primtheiler in negativer Potenz enthalten. Hieraus folgt dass & einer 
Gleichung von der Form genügt: > 


(1) €" + g,r(nyje"* +... + 9, (aye + 7, = 0 
wo 7, eine Constante bedeutet, und alle g,(ay) ganze Functionen von x 


; I : À 
und y, denn nur dann ist auch - durch die Gleichung: 
€ 


n—-1 


nz) + 9, (ay)(2) +...+1=0 


ebenfalls als ganze algebraische Function definirt. Aber auch alle Coeffi- 
cienten g;(ay) müssen sowohl in Bezug auf x als auf y vom nullten Grade, 
d. h. sie müssen ebenfalls Constanten sein. Um dies zu zeigen, betrachte 
ich die » Wurzeln ¢,,¢,,...,¢, in der Umgebung der unendlich fernen 


3 I : : : 
Geraden 215) und bestimme durch das allgemeine Verfahren ihre Ord- 


Über eine neue Theorie der algebraischen Functionen zweier Variablen. 415 
nungszahlen. Alle diese Ordnungszahlen müssen aber Null sein, denn 
sonst würde ja e mindestens einen der zu - = o gehórigen Primfactoren 

y 


p. enthalten, also nicht äquivalent Eins sein. Dieser Bedingung wird 
offenbar dann und nur dann genügt, wenn die Ordnungszahl e, der Wurzel 
hóchster Ordnung gleich Null ist. Aus dem im $ 4 bewiesenen Satze 


folgt aber, dass diese Ordnungszahl durch die Gleichung bestimmt ist: 


E Mas (5), 


s 


WO 0,,0,5-...f), die Ordnungszahlen der Gleichungscoefficienten g,(xy) in 


Bezug auf : sind. Dieselben haben die Werthe: 


yim pai: = — 7, (21,2, nn 


wo r,; den Grad des Coefficienten g,(x, y) in Bezug auf y bedeutet, also 


sicher eine nicht negative Zahl ist. Also ist 
C E Mas (^) 
Ss 


und dieser Maximalwerth ist dann und nur dann Null, wenn alle Coeffi- 
cienten g,(ry) in Bezug auf y den Grad r, — o haben, also y gar nicht 
enthalten. Genau ebenso zeigt man, dass alle Coefficienten auch von x 
unabhängig sind, dass sie sich also auf Constanten reduciren. Es genügt 
also e einer Gleichung mit Zahlcoefficienten: 


ernennt. En = 0 


ist also selbst eine Constante; es werde beiläufig bemerkt dass jene Glei- 
chung lauter gleiche Wurzeln besitzen muss, weil e dem Körper X(x,y,2) 
angehört. 

Eine jede algebraische Function von zwei Variablen ist also durch 
ihren Divisor b in genau derselben Weise bis auf einen constanten Factor 
bestimmt, wie in der Riemann’schen Theorie eine Function durch ihre 
Nullstellen und Pole vollständig fixirt ist. Fasst man in d das Product 
aller Primfactoren mit positiven Exponenten zu einem Zähler, die übrigen 
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mit negativen Exponenten zu einem Nenner zusammen, so erhält man 
für jedes € eine Aquivalenz 


wo ; und n ganze Divisoren bedeuten; auf den zu 3 gehörigen Riemann- 
schen Flächen ist £ von positiver, auf den zu n gehörigen von negativer 
Ordnung, der Zähler repräsentirt geometrisch die Nulleurven, der Nenner 
die Poleurven von €. 

Auf die in dieser Arbeit gefundenen Resultate kann man nun eine 
vollstándige arithmetisch strenge Theorie der algebraischen Functionen 
von zwei Variablen oder der algebraischen Flächen gründen, und diese 
dann auf die Theorie der algebraischen Integrale anwenden, welche in 
neuerer Zeit von anderen Grundlagen aus durch Herrn Picarp erfolg- 
reich behandelt worden ist; dieselbe bietet nunmehr keine wesentlich 
grósseren Schwierigkeiten als die entsprechende für Functionen einer Va- 
riablen; ich habe diese Untersuchungen bereits durchgeführt und werde 
ihre Resultate in einer späteren Arbeit veróffentlichen. 
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SUR LES COURBES DÉFINIES PAR DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 


PAR 


IVAR BENDIXSON 


à STOCKHOL M. 


Dans ses mémoires »Sur les courbes définies par des équations diffé- 
rentielles» ' M. Poincaré a envisagé l'étude des équations différentielles sous 
un point de vue nouveau. En se bornant au cóté qualitatif de la question, 
il a démontré une suite de théorémes de la plus grande importance, à 
l'aide desquels on peut déterminer complètement la nature des courbes 
intégrales réelles, satisfaisant à une équation différentielle de la forme 


dz dy 
Xy 


X et Y désignant des polynomes en z et en y. 
I s'est d'ailleurs borné au cas où chaque point singulier (a, 0) de 
l'équation en question est tel que l'on ait 
X = oe — a) + B(y — b) + X,, 
Y = r(x — a) + (y — 5) + Y,, 


X, et Y, désignant des polynomes en 2 — a, y — b, ne contenant que 


des termes au moins de la deuxième dimension, et a, £, y, des constantes 
* 


assujetties à ces deux conditions que l'équation 
CET RR To) 
Weise OA 


n'ait pas de racine nulle et n'ait pas de racine multiple. 





! Journal de Mathématiques, 1881, 1882, ... 
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L'étude des points singuliers est basée chez M. Porncaré sur le dé- 
veloppement en série des intégrales qu'il avait donné antérieurement. ' 
Dans le présent mémoire je veux d'abord prouver que les théorèmes les 
plus importants de M. Porvcaré peuvent s'étendre au cas, où on fait sur 
les fonctions X et Y la seule hypothèse qu'elles soient continues ainsi que 
leurs dérivées prises par rapport à zr et à y. 

Dans le chapitre I nous démontrerons les principaux théorèmes qu'on 
obtient dans ce cas très général. En particulier j'insiste sur la notion 
de courbe intégrale traversant un point singulier et sur celle de région nodale, 
notions qui sont d'une grande importance pour l'étude des courbes inté- 
grales dans le voisinage d'un point singulier. 

Dans les chapitres suivants nous étudierons ensuite de plus prés la 
nature des points singuliers dans le cas où X et Y sont des fonctions 
holomorphes des variables. 

Aprés avoir donné dans le chapitre II la démonstration de divers 
théorèmes généraux, nous étudierons dans le chapitre IIT le cas où les termes 
de la plus petite dimension sont d'ordre 1, et où les racines de l'équation 


a — À, P 
y .,6—À 


ne sont pas toutes deux nulles. Nous traiterons ces cas à l'aide des théorèmes 
généraux établis dans les chapitres précédents, et sans avoir besoin de con- 
naitre les développements en série des intégrales dans le voisinage d'un 
point singulier. Le point singulier sera dans ce cas un Nœud, Foyer, 
Centre, Col, ou enfin il sera traversé par deux courbes intégrales limitant 
une région nodale. 

Dans les chapitres suivants nous étudierons le cas général, et nous 
le réduirons toujours par une suite de substitutions bilinéaires à des équa- 
tions différentielles de la forme suivante: 


d N 
x" er — ay + br +Pla,y),; où a+o 
ax 





Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équations différentielles. 
Journal de l’école polytechnique, Cahier 45. 
Voir aussi PorxcARÉ Thèse inaugurale, Paris, Gauthier-Villars 1879. 
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3 désignant une série de Taylor dont tous les termes sont de dimen- 
sion > I. 

Cette réduction nous permet non seulement de déterminer complète- 
ment la nature des courbes intégrales dans le voisinage d’un point singulier, 
mais encore d'obtenir des développements en série, en appliquant à ces der- 
nières équations la méthode de mon mémoire Sur les points singuliers des 
équations différentielles.” 

A l'évard de cette méthode de réduction, nous ferons encore la re- 
marque qu'elle nous permet aussi toujours de réduire le calcul des inté- 
grales holomorphes dans le voisinage d'un point singulier à celui des inté- 
grales holomorphes dans le voisinage de l'origine de plusieurs équations 
différentielles de la forme traitée dans le mémoire cité. Nous sommes donc 
parvenus à la résolution complète d'une question traitée par Bnror et Bouquer 
dans leur mémoire Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des 
équations différentielles," où les dits auteurs ont développé une autre méthode 
de réduction qui admet d'ailleurs plusieurs cas d'exception. 

Nous nous bornons ici à cette remarque, voulant dans ce mémoire 
traiter seulement les courbes intégrales réelles des équations différentielles. 

Nous attirerons enfin l'attention sur la relation qui subsiste entre le 
nombre c des’ courbes intégrales traversant un point singulier, le nombre 
^, des régions nodales fermées appartenant à ce point, et l'indice i de 
M. Poincaré. Cette relation peut s'écrire | 


C— MN, = 2{i + 1). 








! Ofversigt af K. Vet. Akad. Förhandl., Stockholm, Febr. 9, 1898. 
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CHART TRE OI? 


Théoremes généraux sur les courbes définies par des équations 
différentielles. 


1. Etant donné un système d’équations différentielles 


dm 


de un X 2 y) 


(1) 


dy EE à 


OX EQ EN AM ENT 


QU KY ————— ete 
om "Quy "ov ~ OL 


sont des fonctions continues à l'intérieur d'une 


région finie A du plan des a, y, on sait qu'il existe un seul systeme 
d’integrales 


= Db — bo. Lo UN) 
y — y(t EU ty » Uy Yo) 


satisfaisant aux équations (1) et prenant pour ¢ = it, les valeurs c, , %, 
quand (z,, y,) est un point quelconque du plan, situé à l'intérieur de A. 
En appliquant par exemple la méthode d'approximation de M. Prcanp 
on obtient pour ces intégrales des développements en séries convergentes 
tant que 
| USES t,| = 0, 


à désignant une quantité positive suffisamment petite. 
Mais on s'assure de plus aisément, que c’est là le seul système d’inté- 
grales pour lequel 


Go 


) him et); limo) 


tt t=t 


Soient en effet 7: ,4,; $,, Y,; deux systèmes d'intégrales satisfaisant aux 
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équations (3), et supposons pour fixer les idées que les équations (3) soient 
satisfaites quand / tend en décroissant vers ¢,. Les deux équations 





GE 2.) = X(x, ' y.) x X(v, ; yi) 








T4 = Y(m.w)— Ye, y) 
nous donnent 


d (y, — Yo) n 
x dt “|< No a ts In — v, |]. 


Le . 5 ROTEN Oe ee 
N désignant la valeur maxima des fonctions 2 , N à l'intérieur 
b ou Oy du ^ OY 
de A. 


On pourra done écrire 


d(a, — 2) 


dt an 

















d(e, — 2,) 
dt 























IA 


p dt 


e) 


tte 


x ME À 
2 N.lim | (| ee) | +] P 








| 4(y, = %) 
zr | dt 


et ¢, on voit que 


pour 





: x ; F d (a 
Soit M, la valeur maxima de la fonction | 





les valeurs de la variable comprises entre f, 


M, < 2N. M,.(t — t,). 
On aura done, ou bien 
peo p i) 
ce qui est impossible quand ¢ a une valeur voisine de /,, ou bien M,=o. 
Mais M, — o conduit à 


dee e) d(y, — 9) 
dt FT dt ? 








équations qui nous montrent que 7, —#, — O; y, — y, — O. 
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2. Les équations (2) représentent toujours une courbe intégrale du 
système (1), excepté dans le eas où z,, y, satisfont a 


X, 4,) = 0; Y(x, , Y) = 0. 


Dans ce cas le point (x,,%,) est dit wm point singulier du système, et 
Vintégrale (2) se réduit au point (m, , y,). 

Le théoréme ci-dessus démontré met alors en évidence qu'il n'existe pas 
de courbe intégrale tendant vers le point singulier (x, , y,) quand / tend 
vers une valeur finie. 

Si x,, y, n'est pas un point singulier, et si /j a une valeur telle que 

, N 
l^ ot ol < 0, 


les fonctions z(& — t,, z, , v), Y(t—t,,2%,,%,) prendront pour ¢ = t, des 
valeurs déterminées x), yi. En formant maintenant le système d'intégrales 
qui pour =, prend les valeurs a, yj, on obtiendra 


DL, AU): 
y = y(t —b,% ,Y)- 


Ces séries sont convergentes pour 
It— ti <4 


et les équations (2) et (2’) représentent pour les valeurs de £, qui satisfont 
aux deux inégalités |t—t,|<0, [f—#[<9,, exactement la même courbe 
intégrale. 

Le développement (2' nous donnera en général une continuation de 
la courbe intégrale définie par les équations (2). 

En procédant de cette manière, on peut former des parties d'une 
courbe intégrale de plus en plus grandes. 

3. Quand on cherche à étendre ce prolongement de la courbe inté- 
grale pour des valeurs de ¢ > ¢,, il peut arriver, ou que l'on obtient des 
développements en série pour chaque valeur de ¢, ou qu'il existe des va- 
leurs de ¢ auxquelles on ne peut pas parvenir par de tels prolongements. 
Il y aura évidemment lieu de faire la même distinction pour les valeurs 
de t< 7%. 


7 
{ 


Sur les courbes définies par des équations différentielles. 


I. Supposons d'abord que 7 soit la limite supérieure des valeurs de 
t auxquelles on peut parvenir par les dits prolongements pour une courbe 
intégrale déterminée 

eg E Toe UND): 


Envisageons alors une région quelconque A’ du plan des x, y, située 
à l'intérieur de A, je dis que la courbe intégrale ne peut pas rester à l'in- 
térieur de A’, quand t tend vers T en croissant depuis t,. 

En effet si la courbe intégrale restait toujours à l'intérieur de 4’ 
pourrait déterminer un nombre positif M tel que 


|X| «M; eis pour 4 <i<T, 


ce qui nous donnerait 


[æ(é,) ED a (t) | 


if ‘Xat|< M |t, — t, | 


to 


) 


l(t) — y(t.) | 


f Yat Mr. 


Quand f, et f£, tendent vers 7’, on aura donc 


lim («(t,) — &(t,)) = 0; lim (y(¢,) — y(t,)) = o, 

ü=T u=T 

G=T tj-T 
ce qui fait voir que x(t) et y(t) tendent vers des limites déterminées a 
et b, quand ¢ tend vers T. 

Le point (x — a, — b) ne peut donc pas être un point singulier 
du système (1), car il n'existe aucun autre système d'intégrales se rappro- 
chant de ce point, quand ¢ tend vers 7', que le point (a, b) lui-même. 
De méme ce point ne peut pas être un point régulier, car a(t) , y(t) se- 
raient alors donnés par des séries convergentes dans le voisinage de t= T', 
et on pourrait alors prolonger la courbe intégrale pour des valeurs de 
t2 T. Il n'est done pas possible que la courbe reste à l'intérieur de A’. 


IT. Supposons maintenant que l'on puisse étendre le prolongement 
de la courbe intégrale pour chaque valeur de / — /,, et que la courbe 
intégrale soit située à l'intérieur de A’ pour les valeurs de ¢ > ¢,. 
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Deux cas sont alors à distinguer, suivant que a(t), y(t) tendent 


vers des limites déterminées ou non. 


Si l'on a 
lim z(7) = 4; lim y(t) = 5; 


= = 
je dis que le point (a, b) est un point singulier du systeme (1). 
En effet supposons pour fixer les idées que 
X (nob) 10: 


On pourrait alors déterminer un nombre positif m suffisamment grand pour 
que lon eut 


pour > m; 


|X(v(6) , y(t) | > E ui 


ce qui nous donnerait 
| x(t) — c(m)| = |x , y)dt 


|X(a, b)| 


> (t — m) 
L| 
et on en concluerait que æ({) tend vers l'infini avec ¢, ce qui est con- 
traire à notre supposition. 


cou AC 


4. Afin de traiter le cas où æ(f) et y(f) ne tendent pas vers des 
limites déterminées quand ¢ tend vers l'infini, nous aurons besoin d'établir 
auparavant quelques théorémes simples. 

Nous désignerons dorénavant, avec M. Poincaré, par le nom de carac- 
téristiques les courbes que nous avons appelées jusqu'ici des courbes intégrales. 

Si la courbe intégrale tend vers le point singulier (a, b), quand # 
tend vers + co, nous dirons que la demi-caractéristique correspondant à 
( >t, aboutit au point (a, b). 

De méme, si æ(f),y(t) sont des fonctions telles que l'on ait 


lim 2(¢) — a; lim y(t) = b; 


t=—o = 
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nous dirons que la demi-caractéristique correspondant à /- f, aboutit au 
point singulier (a, 5). 


5. Nous démontrerons à présent le théoréme suivant: 
Théoréme I.  Soient 
(4) © = c(t—t,,9,,9) y = y(t —t,, %s%)s 


les équations d'une caractéristique qui pour t, — t « t, est située à l'intérieur 
de A, et soient 


(4’) Ta epu siue ites y = y(t — ty, Uys Y)s 


A . , ; " EN a © 715 - ons) ; ; 3 mna 
les équations d'une autre caractéristique qui pour t = t, passe par un point 
(2, ,9,) voisin de (x,, y,). Ayant choisi un nombre positif à. aussi petit que 
Von voudra, je dis qu'on peut toujours déterminer un nombre positif € suffi- 
samment petit pour que 

|e — x| <9, 

pour i£, <?t<t,, 

E " et 

[y — »| «9, 
pourvu que Von ait |x, —«,| € e, |y, — | € s- 


Je veux donner de ce théorème élémentaire une démonstration qui 
m'a été communiquée par M. LiInDELÖF. 7 
La caractéristique (4) étant pour f, <t<t, située à l'intérieur de A, 
on peut toujours déterminer une région A’ du plan, située à l'intérieur de 
A et telle que la caractéristique soit pour ces valeurs de / située à lin- 
térieur de A’. 
Désignons par o la distance minima d'un point de la caractéristique 
(4) (pour /, <t<t,) au contour de A’, et par N la valeur absolue maxima 
oX oX OY 9X 


: ,=—) , à l'intérieur et sur le contour de A’. 
Ox "Oy 9r OY 





des fonctions 
On aura 

T (¢— x) = X(r,y) — X(@, y) 
= @ — a) XE, + (y —») NE, 2) 


le point €, 7 étant situé sur la droite joignant le point (x, y) au point 
(x,y), et entre ces deux points. 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 29 décembre 1899. 
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Tant que 
(r— x) + (y — y)" < p° 


on est done sûr que 
ie re MT 
la: (a — a) | <N Il® — x] + [y — y] |, 


et on aura de la même manière 


d(y — v) AN ; 37 
|< le 2E 5 — nl]. 


Ces deux inégalités conduisent à la suivante 


qae = = = 
(5) lae — 2l et ly—ul)|< 2N||z — «| + |y—yl], 


et celle-ci aura done certainement leu tant que 
ER 


Soit maintenant 7 un nombre aussi petit que l'on voudra, et déterminons 
un nombre positif € tel que 


26g 6-9 << p. 
Si l'on détermine alors les valeurs x, , y, telles que 
IE. |y, = xs, 
je dis qu'on aura toujours 
[x — x] «29; ly—y|< 6; pour 4 — t t. 
En effet, sil n'en était pas ainsi, il existerait une valeur /' de £, située entre 
t, et ¢,, telle que la fonction [x — z| + |y — y|, serait égale à 9 pour 
t=t', mais serait < 9 pour 4, << t. 
L'inégalité (5) étant alors satisfaite pour /, <t<t’, on aurait 
Te M rx Ve art) 
[s — «| + |y —y| < | all allen 
Lace ta ips) pour EE 

ce qui est contraire à notre supposition que |r — z| + |y —»| = 9 pour 


t=t. Gorge T. di 
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6. Nous pouvons de la manière suivante énoncer ce théorème sous 
une forme plus géométrique. 


Soient (z,, y,) et (x, , y,) deux points du plan situés sur la méme carac- 
téristique, et entourons (z,, y,) par un cercle C, de rayon 6, aussi petit que 
Von voudra. On peut alors toujours entourer le point (x, , y,) par un cercle 

^ 


C de rayon 0 suffisamment petit, pour qu'une caractéristique, passant par un 
point quelconque de C, traverse toujours C,. 


Envisageons maintenant un point z,, y, d'une caractéristique, corres- 
pondant à / — f,, et menons en (r,, y, une normale N à cette courbe. 
Quand 7 en croissant dépasse /,, notre caractéristique traversera la normale 
en passant d'un côté à l'autre. Il nous sera plus tard nécessaire de di- 
stinguer l'un de l'autre les deux côtés de la normale. A cet effet nous 
désignerons par côté positif de la normale celui que traverse la caractéri- 
stique pour £ — £,, et par côté négatif celui qu'elle traverse pour ¢ < f,. 

Un corollaire qu'on obtient immédiatement est le suivant: 

»On peut toujours entourer le point z,, y, par un cercle C de rayon 
suffisamment petit, pour que chaque caractéristique passant par un point 
de C coupe la normale N de manière à passer du côté négatif au côté 
positif de cette normale, quand £ va en croissant. » 


7. Théoréme II. & 


sont les équations d'une caractéristique qui lorsque t croit de t, vers + co 
reste toujours à l'intérieur de A', sans approcher indéfiniment d'aucun point 
singulier, deux cas seulement sont possibles. Ou la caractéristique sera elle- 
méme une courbe fermée, ou elle sapprochera indéfiniment d'une caractéristique 
fermée. 


Observons d'abord que la caractéristique en question, laquelle nous 
désignerons par L, aura nécessairement plus d'un point limite quand / 
tend vers J-oc. Autrement elle aboutirait à un point singulier (voir page 
8) ce qui est contraire à notre hypothèse. 

Soit done P un point limite de L. Deux cas seront à distinguer, 
suivant que le point P est situó sur L ou non. 
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I. Si P est un point de L, la caractéristique L sera une courbe fermée. 


En effet, si L n'est pas une courbe fermée, elle doit nécessairement 
couper la normale en P une infinité de fois dans le voisinage de P. Suppo- 
sons que Z coupe la normale encore une fois en P, (pour é—4,). Si P, 
est un point suffisamment voisin de P, on sait que, en P,, L passe du 


côté négatif au côté positif de la dite normale. (Fig. I.) 





Envisageons maintenant la région C du plan, limitée par la courbe 
fermée qui est composée par la partie de Z située entre P et P, et par 
la normale PP. 

Si L entre à l'intérieur de C quand # dépasse la valeur /,, cette 
courbe ne peut plus sortir de C, sans traverser la normale dans le sens 
opposé à celui dans lequel il l'a traversée en P et P,, ce qui est impossible. 
Etant alors toujours située à l'intérieur de C pour / > £,, elle ne peut 
traverser ni la normale entre P et P,, ni le prolongement de la normale 
P,P situó à l'extérieur de C. On en conclut que P n'est pas un point 
limite de Z pour £ — + co. 

Si au contraire Z sort de C, quand ¢ dépasse la valeur ¢,, elle ne 
peut plus couper la normale entre P et P, sans passer du côté positif au 
côté négatif, ce qui est impossible. P ne peut donc pas être un point 
limite de L. 

Nous sommes done parvenus à une contradiction en supposant que L 
n'est pas une courbe fermée. 


Go ad 


II. Si P west pas un point de L, la caractéristique passant par P 
sera wne courbe fermée. 
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Soit en effet A la demi-caractéristique passant par le point P et cor- 
respondant à #>f,. On voit aisément que chaque point de K est un 
point limite de L. 

En effet, soit (a, , 6,) un point quelconque de A; entourons ce point 
par un cercle C, de rayon aussi petit que l'on voudra. Le théorème I 
nous apprend qu'on pourra entourer le point P par un cercle € de rayon 
suffisamment petit pour que chaque caractéristique passant par un point 
de C aille couper C,. Mais Z passera nécessairement par des points de C, 
et on en conclut que Z doit traverser C,. Or C, est un cercle de rayon 
aussi petit que l'on voudra, ce qui met en évidence que (a, , b,) est un 
point limite de L. 

On en conclut que A ne peut pas s'approcher indéfiniment d'un point 
singulier. 

La caractéristique AK ayant alors pour ¢ = + co des points limites 
qui ne sont pas des points singuliers, soit y = a,, y = b,, un tel point. 

Je veux prouver que le point (a,, b,) est nécessairement un point de X. 
Supposons en effet que (a,, b,) ne soit pas un point de A, et par le point 
(a,, b,) menons une normale à la caractéristique passant par (a, , 0,). 

Envisageons une partie suffisamment petite de cette normale, telle 
que chaque caractéristique rencontrant cette partie de la normale passe du 
côté négatif au côté positif, quand / va en croissant. Quand # croit vers 
l'infini, Æ doit nécessairement couper cette normale un nombre infini de 
fois. Soient P,, P,, P, trois points consécutifs où K coupe la normale, 
pour les valeurs /, <t, <t, de f£. On prouve alors de méme qu'au cas 
I que K ne peut pas couper la normale entre P, et P,, ni entre P, et P. 
Il s'ensuit que P, est situé entre P, et P,. 

Mais on s'assure aussi aisément que L ne peut couper la normale 
plus d'une fois entre P, et P,. 

Désignons en effet comme ci-dessus par C la rógion du plan limitée par 
la courbe fermée, composée par la partie de K comprise entre P, et P, et 
par la normale P,P,. Lorsque L traverse la normale, quand ¢ va en crois- 
sant, et entre dans C, elle n'en peut plus sortir sans traverser la normale 
entre P, et P, du côté positif au côté négatif, ce qui est impossible. .L 
restera done toujours à lintérieur de C et ne peut done pas couper la 
normale P,P, encore une fois. 


La courbe L ne peut donc pas couper la normale entre P, et P, 
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plus d'une fois. De la méme manière on s'assure que L ne peut pas 
couper la normale entre P, et P, plus d'une fois. 

Le point P, ne peut done pas être un point limite de L. 

La supposition que (a,, b,) mest pas un point de A nous a done 
conduit à une contradiction, et on peut donc conclure que (4, , b,) est un 
point de A, ou enfin que A est une courbe fermée, d'après ce que nous 


avons prouvé au cas I. 6c “Mi 


8. Notre théorème étant ainsi démontré, nous ferons quelques re- 
marques à l'égard des caractéristiques fermées. 

En un point P de la caractéristique fermée A nous menons une 
normale à A dune longueur suffisamment petite, pour qu'une caractéri- 
stique passant par un point de cette partie de la normale aille rencontrer 
encore une fois cette normale, quand ¢ va en croissant. (En vertu du 
théorème I cela est toujours possible). 





Fig. II. 


Soit L (Fig. II) une caractéristique s'approchant indéfiniment de X, et 
supposons pour fixer les idées que Z soit situé à l'extérieur de AK. On 
sassure alors aisément que Z doit couper la dite partie de la normale un 
nombre infini de fois, aux points consécutifs P., P,, ..., P,..., pour 


les valeurs ¢,, ¢ bass ( Sh Ss, Ode ES non 


dei CREER CM) y 
P, tendront alors vers P, quand » va en croissant, et la courbe Z aura la 


forme dune spirale se rapprochant de X.  Envisageons maintenant une 
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caractéristique ZL’ passant par un point P; de la normale située entre P, 
et P,. On sait que L’ rencontre nécessairement la normale encore une 
fois quand ¢ va en croissant. Je dis que le point consécutif Pi, où L/ 
rencontre la normale, est situé entre P, et P,. 

D'abord il est évident qu'au point P la caractéristique Z’ entre a 
l'intérieur de la partie du plan qui est limitée par L et par la normale 
P,P,, et comme elle ne peut plus en sortir, le point P; doit être situé 
entree, et P. 

On prouve de la même manière que L, qui rencontre la normale en 
P, entre P, et P;, doit rencontrer cette normale en un point consécutif 
P., situé entre Pj et P. 

P, sera donc situé entre P, et P.. 

En continuant ainsi on s'assure que ZL’ coupera la normale en des 
poms mp Pp pe tels, quel, soi) sıtue,rentrer 7, et E EE 
s'ensuit que Z sera aussi une spirale se rapprochant indéfiniment de A. 

Mais, en prenant un point quelconque (v, b) de L, on peut, d'après 
le théorème I, entourer le point (a,b) par un cercle C de rayon suffi- 
samment petit, pour que chaque caractéristique passant par C aille ren- 
contrer la normale entre P, et P. On obtient donc le corollaire suivant: 

Si (a, b) est un point régulier par lequel passe une caractéristique qui pour 
t= + co s'approche indéfiniment d'une caractéristique fermée K, n'aboutissant 
pas à un point singulier, on peut toujours entourer le point (a, b) par un 
cercle C de rayon suffisamment petit pour qu'une caractéristique, passant par 
un point quelconque de C, soit une spirale se rapprochant indéfiniment de K, 
quand t tend vers + co. 


Observons enfin que les considérations ci-dessus exposées mettent en 
évidence que, si LL est une spirale se rapprochant de A, quand ¢ va vers 
+ co, la caractéristique Z ne peut pas s'approcher de X, quand / tend 
vers — co. 

S'il existe des caractéristiques qui ont la caractéristique fermée X 
pour asymptote, nous dirons avec M. Poincaré que K est un cycle limite. 

S'il n'existe pas de caractéristique ayant A pour asymptote et située 
à l'extérieur de K, les considérations développées ici mettent en évidence 
que, dans toute région annulaire limitée par A et par une courbe fermée 
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quelconque extérieure a X, il y a nécessairement une infinité de carac- 
téristiques fermées. 

De méme sil n'existe pas de caractéristique ayant Æ pour asymptote 
et située à l'intérieur de X, il y a une infinité de caractéristiques fermées 
situées dans toute région annulaire limitée par A et par une courbe fermée 
quelconque située à l'intérieur de K. 

Dans le cas où X et Y sont des fonctions holomorphes, M. Poincaré 


a démontré le théoróme suivant: 


»Si une caractéristique fermée, qui ne passe par aucun point singulier, 
west pas un cycle limite, on peut Ventourer par une région annulaire telle 
que toutes les caractéristiques de cette région soient des caractéristiques fermées.» 


Pour la démonstration nous renvoyons le lecteur à l'ouvrage de M. 
PoINcARtE. 


9. Théorème IIL A l'intérieur d'une caractéristique fermée K, n'abou- 
tissant pas à un point singulier, il existe toujours au moins un point singulier. 


Supposons en effet qu'il n'existe pas à l'intérieur de A de point sin- 
gulier tel qu'une caractéristique issue d'un point régulier peut en approcher 
indéfiniment. Alors chaque caractéristique L passant par un point (x, , y, ), 
situé à l'intérieur de K ou bien sera fermée ou bien s'approchera indéfiniment 
de deux caractéristiques fermées, l'une pour {= +, l'autre pour = —. 

Je désignerai par A(x,,7,) une fonction qui sera égale à l'aire ren- 
fermée par la caractéristique L, si L est fermé, mais qui sera égale ou 
supérieure à l'aire B renfermée par A, chaque fois que (x, , y,) représente 
un point tel que la caractéristique Z n'est pas une courbe fermée. 

Les quantités 4(x,, y,) auront alors une certaine limite inférieure, 
quand le point (x, , y,) prendra toutes les positions possibles à l'intérieur de 
K 
férieure, et soit (a, b) un point choisi de manière que la limite inférieure de 


et cette limite inférieure sera inférieure à B. Soit g cette limite in- 


A(r,,w,) soit égale à g pour un entourage de (a, b) aussi petit que l'on 
voudra. 
Je dis que le point (a, b) est nécessairement un point singulier. 


En effet, sil était régulier, par (a, 6) passerait une caractéristique L’ qui 
serait fermée ou qui aurait pour asymptotes deux caractéristiques fermées. 
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Dans le premier cas il existerait une caractéristique fermée située à l’intérieur 
de L' et pour les points (x, , y,) situés sur cette dernière caractéristique la 
fonction 4 (x, , y,) prendrait évidemment une valeur inférieure à celles que l'on 
obtient dans le voisinage de (a, b), ce qui est contraire à notre supposition. 
Dans le second cas on aurait A(x, Ye B dans le voisinage du point (a, b). 


10. Nous étudierons à présent la nature des courbes intégrales dans 
le voisinage d'un point singulier, en nous bornant pourtant au cas où le 
point singulier P est un point singulier isolé, c'est à dire où on peut en- 
tourer le point P par un cercle à l'intérieur duquel ne se trouve aucun 
point singulier autre que P.  Désignons par C une région finie du plan 
des r,y, à l'intérieur et sur le contour de laquelle il n'existe aucun point 
singulier autre que P. Nous voulons alors démontrer le théorème suivant: 

Théorème IV. L étant une caractéristique qui pour t>t, est toujours 
située à l'intérieur de C, les seuls cas à distinguer sont les quatre suivants: 

1) L sera une caractéristique fermée entourant le point P. 

2) L sera une spirale se rapprochant indéfiniment d'une telle carac- 

téristique fermée. 

3) L aboutira au point singulier P. 

4) L sera une spirale se rapprochant indéfiniment d'une caractéristique 

fermée aboutissant au point P et pour t= + co et pour t — — ©. 


En effet, supposons d'abord que P ne soit pas un point limite de L, 
quand ¢ croît vers + co. Les théorèmes II et III nous apprennent alors, 
que l'un des eas 1) ou 2) aura lieu. 

Si au contraire P est le seul point limite de Z quand # eroit vers 
+ co, c'est le cas 3) qui aura lieu. 

Supposons enfin que P soit un point limite de Z quand ¢ eroit vers 
+ co, et que cette demi-caractéristique ait aussi d'autres points limites. 
Nous envisageons la caractéristique K passant par lun quelconque d'entre 
eux, en nous bornant d'abord à la demi-caractéristique correspondant à 
t>t,. On sait alors que tous les points de A sont des points limites 
de L, d'où l'on conclut que A ne peut pas sortir de C, quand / croit de 
t, vers + co. Or K ne peut pas être une courbe fermée entourant le 
point P, car alors L n'aurait pas P pour point limite. Et K ne pouvant 
non plus étre une spirale se rapprochant d'une telle caractéristique fermée, 
par la méme raison, il faut que A ait P pour point limite. 
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Supposons que A’ ait aussi pour point limite un point @ différent 
de P, et menons en ( la normale à la caractéristique passant par Q. On 
prouve alors de la même manière qu'au théorème II, que la demi-caractéristique 
K, correspondant à {> /,, qui ne peut évidemment pas étre une caractéristique 
fermée, doit rencontrer cette normale en trois points consécutifs P,, P,, P., 
très voisins de Q, et tels que P, soit situé entre P, et P,. D'où l'on conclut 
enfin que 7, ne peut pas être un point limite de L, cette courbe ne pouvant 
traverser la normale plus d'une fois ni entre et es, ni “entre P eb 

Il est done impossible que A ait un autre point limite que P, quand 
t va en croissant. : 

Envisageons maintenant la demi-caractéristique K correspondant à £ — f,. 
On s'assure aisément que tous les points de cette demi-caractéristique sont 
aussi des points limites de L, quand £ va en croissant. Soit en effet Q, 
un point de la dite demi-caractéristique, et £, — T' la valeur correspondante 
de ¢ (la valeur /, correspondant au point Q,). Si Z passe dans le voisinage 
de Q, CU (MN nn Meer) MM 


théorème I fait voir que Z passe dans le voisinage de @, pour les valeurs 


pour les valeurs # , 4 Eod: 
4 — T,t,— T,.... Cela posé, on démontre de la méme manière pour 
cette demi-caractéristique que pour l'autre, qu'elle a le point P pour seul 
point limite. La caractéristique A étant done une courbe fermée, on prouve 
comme à la page r4, que Z est une spirale se rapprochant de X. 

Observons enfin qu'il est nécessaire dans ce cas que Z soit situé à 
l'extérieur de A, car autrement la partie de L correspondant à ¢ « /, nous 
donnerait une demi-caractéristique, située à l'intérieur de A, et n'ayant pas 
le point P pour point limite, ce qui est impossible en vertu des théorèmes 
Een HE 


Notre théorème est ainsi démontré. 


11. A l'égard des caractéristiques fermées, aboutissant au même point 
singulier, et pour {= + oo, et pour / — — co, nous ferons la remarque 
suivante. 

Si L est une caractéristique fermée aboutissant au point singulier P 
pour / — + co ainsi que pour ¢ — — ©, et ne comprenant à son in- 
térieur aucun point singulier, par chaque point du plan des r,y, situé à 
l'intérieur de L, passe une caractéristique. fermée aboutissant à P, et pour 
t= + co, et pour { = — ©. 
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Une demi-caractéristique passant par un tel point est en effet toujours 
située à l'intérieur de L, et doit alors être telle que nous l'avons énoncé 
au théorème IV. Mais les eas 1), 2), 4) sont évidemment exclus, ce qui 
fait voir que la demi-caractéristique doit aboutir à P. 

Nous désignerons par le nom de »région nodale fermée» appartenant à 
P une pareille région du plan des x, y, où toutes les caractéristiques sont des 
courbes fermées aboutissant à P pour ¢= + co ainsi que pour í = — co. 


12. Nous démontrerons à présent un théorème trés important. 


Théorème V. Soient L et L' deux caractéristiques aboutissant au point 
singulier isolé P, et telles qu'il n'existe pas de caractéristique aboutissant à 
P qui soit située entre L et L'. Soit Q un point de L et Q un point de 
L'; entourons Q' d'un cercle C' de rayon aussi petit que Von voudra. On peut 
alors entourer Q d'un cercle C de rayon suffisamment petit pour que chaque 
caractéristique passant par un point de C, situé entre L et L', traverse la 
partie de C' qui est située entre L et L'. 


A cause du théorème I, il nous suffit de démontrer notre théorème 
pour des points @ et @ situés dans le voisinage de P. Nous supposerons 
done que ces deux points sont situés à l'intérieur d'un cercle € où n'existe 
aucun point singulier autre que P. 

Menons en Q une normale QN à L, et en Q' une normale Q'N' à L’, 
et prenons ces normales suffisamment petites pour que chaque caractéristique, 
passant par un point de QN ou de Q'N’, passe du côté négatif au côté 
positif de la normale, quand £ va en croissant. 

Joignons enfin N et N’ par une courbe NN’, située toute entière à 
l'intérieur de © (Fig. III). 

Désignons par B la région du plan limitée par la courbe fermée 
PQNN'Q'P, et supposons, pour fixer les idées, que la caractéristique L 
aboutisse à P, quand ¢ tend vers + co. 

Envisageons maintenant une caractéristique Z, passant par un point 
quelconque de (QN. Cette caractéristique entre à l'intérieur de B au point 
P,, quand ¢ va en croissant. Je dis qu'elle finira par sortir de D en un 
point P, situé sur la courbe P, NN'Q'. 

En effet, sil n'en était pas ainsi, Z, resterait toujours à l'intérieur de 
B, quand # va en croissant, et le théorème IV serait alors applicable. Mais 
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les cas 1) et 2) sont évidemment exclus, car s'il existait une courbe intégrale 
fermée entourant le point P, cette courbe devait rencontrer les courbes L et 
L', et on aurait alors des points singuliers autres que P à l'intérieur de C- 





Fig. III. 


Le cas 3 est exclus à cause de notre supposition concernant les courbes 
L et L'. 

Le cas 4 est aussi exclus, car dans ce cas L, serait une spirale entourant 
le point P, et cette spirale rencontrerait les courbes Z et L/ à l'intérieur de €. 

Mais tous les cas du théorème IV. étant exclus, il est nécessaire que 
L, sorte de B quand ¢ va en croissant. Nous désignerons par Pj le pre- 
mier point où L, traverse le contour P, NN'Q'. 

Lorsque P, s'approche de Q, le point P; s'éloigne de plus en plus 
de P, sur le contour de B. Il s'ensuit que le point P; s'approche de plus 
en plus d'un point déterminé S, quand P, tend vers Q. Je dis mainte- 
nant que ce point S coincide avec Q’. 

Envisageons, en effet, la caractéristique A passant par le point S pour 
t= t,, et supposons en outre que S soit différent de Q'. 

Quand / décroit à partir de £,, K ne peut pas être situé à l'extérieur 
de B, car une caractéristique passant par un. point du contour P,NS 
suffisamment voisin de S sortirait alors de B quand ¢ va en décroissant, 
au lieu d'en sortir quand ¢ va en croissant, comme nous l'avons démontré. 
La caractéristique A est done située à l'intérieur de B pour des valeurs 
de £<t,, voisines de f,, et, de méme que L,, et pour la méme raison, 


elle doit évidemment sortir de B, cette fois quand ¢ va en décroissant, 
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Soit S' le point où la courbe X sort de B. Il est évident que S’ est 
situé entre S et ('. Mais les caractéristiques passant par des points voisins 
de S, et situés entre Q et S, sortiraient alors de D entre S et Q', quand 
t va en décroissant, au lieu d'en sortir entre 7, et Q9, comme nous l'avons 
supposé. 

Il est done nécessaire que le point P; tende de plus en plus vers QJ, 
quand P, tend vers Q, ce qui établit notre théorème. 


13. A cause de la propriété ainsi démontrée des deux demi-carac- 
téristiques Z et L', nous n'arréterons pas la caractéristique L en P, mais 
nous regarderons L/ comme le prolongement de L, c'est à dire nous re- 
garderons les deux caractéristiques Z, L' comme une seule courbe, et nous 
dirons qu'une pareille caractéristique (LL') traverse le point singulier P. 
Observons de plus que la démonstration donnée nous permet de dire: 
Si (LL') traverse le point singulier, l'une des demi-caractéristiques L et L’ 
aboutira à P quand t va en croissant, l'autre quand t va en décroissant. 

On doit observer enfin que la méme caractéristique Z peut donner 
naissance à deux caractéristiques DL’ et DL” traversant le point singulier 
P, si L' et L” sont des caractéristiques situées, l'une à gauche, l'autre à 
droite de LL. C'est ainsi qu'un col est traversé par 4 caractéristiques à 


savoir (LL'),(L'L), (D,L)) , (LL) (Fig. IV). 





2 Fig. IV. 


14. Mais il y a aussi un autre cas, où de deux caractéristiques Z 
et L', aboutissant à un point singulier, l'une doit être regardée comme le 
prolongement de l'autre. 

Soient en effet Q un point de L et Q' un point de L’. Supposons 


quil soit possible de joindre Q et (^ par une courbe C telle qu'il n'y ait 
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pas de point singulier à l'intérieur de la courbe fermée PQQ'P, et qu'aucune 
caractéristique passant par un point quelconque de C n’aboutisse à P. 
Les caractéristiques entrant à l'intérieur de PQQ'P en un point voisin 
de Q, sortiront alors de cette région du plan en un point voisin de @', 
ce que l'on établit exactement de la méme manière que pour le théorème 
V, et nous regarderons alors la courbe Z’ comme le prolongement de L, 
bien qu'il puisse exister aussi des caractéristiques aboutissant à P et si- 
tuées entre L et L’. 

En effet il peut très bien se faire quil y ait une ou plusieurs ré- 
gions nodales fermées situées entre L et L', comme le met en évidence 
la Fig. V. 





C 


Fig. V. 


Si le nombre de ces régions nodales fermées est fini, il est évident qu'il 
existe toujours une certaine caractéristique L’’ située entre L et L' et telle 
que LL” soit une caractéristique traversant le point singulier P. C'est ce 
qui aura lieu dans le cas où les fonctions X et Y de l'équation (1) sont 
des fonctions holomorphes dans le voisinage de 7, comme nous le prouve- 
rons dans le chapitre suivant. 

Mais dans le cas général il faut compter avec l'éventualité d'un 
nombre infini de régions nodales fermées situées entre L et L’, et alors 
il pourrait bien se faire qu'il n'y eut pas de caractéristique L”, située entre 
L et L', et telle que (L, L') traversât le point P. 

Dans ce cas on peut regarder le prolongement L’ de L comme dé- 
pendant du contour C, de sorte que lon obtient une infinité de difie- 
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rents prolongements Z’, en déformant la courbe C, de manière à lui faire 
traverser les régions nodales en question. 


15. Envisageons maintenant une caractéristique Z aboutissant à P, 
et soit C un contour fermé coupant la caractéristique Z, entourant P, et 
à l'intérieur duquel ne se trouve aucun point singulier autre que P. Soit 
(J le dernier point de rencontre entre L et C. Les seuls cas à distinguer 
alors sont les deux suivants: 

1) Il existe une demi-caractéristique L' passant par un point de C et 
aboutissant à P qui est toujours situé à l'intérieur de C et qui est 
telle que par aucun point de C, situé entre L et L', il ne passe 
aucune demi-caractéristique aboutissant à P et étant toujours située 
à l’intérieur de C. La courbe L’ est donc le prolongement de L 
par rapport a C. 

2) On peut entourer le point Q par un cercle suffisamment petit pour 
que la caractéristique passant par un point quelconque de ce cercle 
aboutisse au point P. 

Nous dirons dans ce dernier cas que L s'arrête ou finit en P. 


Supposons en effet pour fixer les idées que Z aboutisse à P pour 
t— + co, et soit Q un point de L situé entre Q et P. Menons en Q 
une normale Q,QQ, à Z,@, étant situé d'un côté de Z et Q, de l'autre 
côté. Nous supposons en outre que les points Q, et Q, soient choisis de 
telle manière que chaque caractéristique passant par Q,Q, passe du côté 
négatif de la normale au côté positif quand ¢ va en croissant. 

Envisageons maintenant les caractéristiques passant par les points de 
Q@,, et supposons d'abord qu'il existe un point P, de Q@@Q, par lequel 
passe une demi-caractéristique L, aboutissant à P et située tout entière à 
l'intérieur de C. On s'assure alors aisément que Z, ne peut pas couper 
QQ, encore une fois en un point P,, car dans la région du plan limitée 
par la normale P,P, et la partie de Z, située entre P, et P, serait alors 
situé un point singulier. 

En vertu du théorème IV il est alors évident que toute demi-carac- 
téristique passant par un point quelconque de QP, et correspondant à des 
valeurs croissantes de ¢ doit aboutir à P, car ne pouvant pas traverser la 
normale P,Q du côté positif au côté négatif elle doit toujours être située 


dans la partie du plan limitée par L, par L, et par la normale P,Q. 
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Supposons maintenant qu'il n'existe entre Q et @, aucun point de la 
normale par lequel passe une demi-caractéristique aboutissant a P et située 
tout entière à l'intérieur de C. Soit alors P 


, un point queleonque de la 


normale Q@,, le théorème IV nous apprend que la caractéristique L, 
passant par P, doit nécessairement sortir de la région limitée par C, quand 
( va en croissant. 

Soit P; le point de C où cela a lieu, on s'assure de la méme ma- 
niere qu'au théorème .V que P; tend vers un point déterminé S, quand 
P, tend vers Q. 

Il est d'ailleurs évident que L, doit sortir de la région limitée par 
C, aussi pour { décroissant. 

Par aucun point de C situé entre Q et S ne peut alors passer une 
demi-caractéristique aboutissant à P et située tout entière à l'intérieur de 
C. En effet si L, était une pareille caractéristique, toutes les carac- 
téristiques passant par des points de la normale situés entre Q et Q, se- 
raient situées dans la partie du plan limité par L, par L, et par C et 
aucune d'entre elles ne pourrait sortir de la région limitée par C dans le 
voisinage de #. 

Envisageons maintenant la demi-caractéristique Z’ passant par S et 
correspondant à des valeurs décroissantes de /; nous voulons prouver que 
L' aboutit à P. 

Entourons à cet effet S par un cercle B suffisamment petit pour que 
B ne coupe pas la normale @@, entre @ et @,, et envisageons la partie 
de Z’ qui est située à l'intérieur de B. Je dis que cette partie de Z' ne 
passe par aucun point situé à l'extérieur de C. 

En effet, si S’ était un point de Z' situé à l'extérieur de C et tel 
que la partie SS’ de L était tout entière située à l’intérieur de B, les 
demi-caractéristiques correspondant à des valeurs décroissantes de ¢ et passant 
par des points trés voisins de S sortiraient toutes de la région limitée par 
C, avant d'avoir atteint le contour B, et il n'y aurait alors aucune carac- 
téristique L, passant par un point Pj voisin de. S qui couperait la nor- 
male @@, en P, avant de sortir de C quand ¢ va en décroissant. 

L' est done situé à l'intérieur de C dans le voisinage de S, et on 
établit aisément que Z/ ne peut jamais sortir de la région limitée par C. 

En effet Z' ne peut pas couper la normale Q@, avant de sortir de 
cette région, Si L' sortait done de la dite région en S’, une demi-carae- 


, 
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téristique passant par un point quelconque très voisin de S et corres- 
pondant à £ «f, sortirait done aussi de la région limitée par C dans le 
voisinage de S’ sans avoir rencontré la normale entre Q et (4, ce qui est 
contraire à notre hypothèse. 

Or Z' étant par conséquent toujours situó à l'intérieur de C, le 
théorème IV nous apprend que L’ aboutit à P, ce qui fait voir que L’ 
est le prolongement de L. 

En appliquant le méme raisonnement aux points de Q@,, on s'assure 
que le seul cas où il n'existe pas de prolongement de Z sera quand il 
existe et sur QQ,, et sur QQ,, des points par lesquels passent des carac- 
téristiques aboutissant à P, et il est alors évident que l'on peut entourer 
Q par un cercle tel que par chaque point de ce cercle passe une carac- 
téristique aboutissant à P. Par conséquent on peut aussi entourer Q par 
un cercle jouissant de la même propriété. exa duis ds 


16. Nous désignerons dorénavant par le nom de région modale ap- 
partenant au point singulier P, une pareille région du plan oü toutes les 
caractéristiques aboutissent à P. Quand les caractéristiques d'une région 
nodale n'aboutissent à P que pour = + co (ou {= — co), nous dirons 
qu'elle est ouverte. Envisageons maintenant un point singulier isolé P, 
que nous entourerons par une courbe fermée C, ne comprenant à son in- 
térieur aucun point singulier autre que P. 


Je dis qu'il n'existe qu'un nombre fini de caractéristiques coupant C et 
aboutissant à P d'une manière telle qu'elles aient des prolongements par rap- 
port à C. 


Supposons en effet quil y ait un nombre infini de pareilles carac- 
téristiques qui puissent être prolongées par rapport à C. On peut alors 
supposer que celles qui aboutissent à P, quand ¢ va en croissant, sont en 
nombre infini. Designons-les par JL, , dos, OR JAM 

Si L, aboutissait à P, comme nous l'avons supposé, il existerait un point 
P, qui serait le dernier point où L, rencontrerait C, quand £ va en croissant, 
de sorte que L, serait toujours situé à l'intérieur de C entre Dota P. 

JUS inus en qat auraient alors au moins un point limite 2” 
situé sur C. Il est alors évident que la caractéristique L’, passant par P’, 
aboutirait à P quand ¢ va en croissant. En effet, sil n'en était pas ainsi, 
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la courbe L’ sortirait de C quand ¢ va en croissant, et on en concluerait 
que les caractéristiques passant par des points très voisins de P", en sor- 
tiraient aussi quand ¢ va en croissant. Mais en prenant des valeurs con- 
venables de y, suffisamment grandes, on pourrait faire en sorte que les 
points P, correspondants fussent situés aussi près de 7" que l'on voudra. 
On en conclut done qu'il existerait des courbes Z, qui ne resteraient pas 
à l'intérieur de C entre P, et P, ce qui est contraire à notre hypothèse. 

On conclut de cela que Z/ doit nécessairement aboutir à P, ainsi que 
L,. En prenant alors P, suffisamment voisin de P’, le théorème que nous 
venons de démontrer met en évidence, que toute la région du plan, com- 
prise entre L’, L, et C, formerait une seule région nodale, où toutes les 
caractéristiques s'arrêteraient en P, ce qui est contraire à notre supposi- 
tion quil passe dans le voisinage de 7" une infinité de caractéristiques 
L, qui peuvent étre prolongées par rapport à C. 

Nous sommes ainsi parvenus à une contradiction en supposant quil 
existe une infinité de courbes telles que L,. & dde 


17. A l'égard des points singuliers isolés nous distinguerons les deux 
classes suivantes. 

Il peut arriver, qu'ayant entouré le point singulier par un cercle C 
de rayon aussi petit que l'on voudra, il existe toujours à l'intérieur de € 
une infinité de caractéristiques fermées entourant P. 

Dans ce cas nous dirons que le point singulier est un Centre.” 

Mais il peut évidemment aussi arriver qu'il y ait des caractéristiques 
aboutissant au point singulier. Nous prouverons dans le théoréme sui- 
vant que ce sont les deux seuls cas à distinguer. 


Théorème VI. Si le point singulier isolé P west pas wn centre, il 
existe toujours au moins une caractéristique aboutissant à P. Ayant entouré 
un pareil point singulier par une courbe fermée C, ne comprenant à son 
intérieur aucun point singulier autre que P, il n'existe qu'un nombre fini de 





' On doit observer que cette définition diffère de celle de M. PorxcanÉ. Dans le 


cas étudié par l'illustre géomètre le centre est en effet toujours tel que toutes les 
caractéristiques qui passent par des points suffisamment voisins du point singulier sont 


des caractéristiques fermées. Comparer les travaux cités de M. PorNCARÉ. 
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caractéristiques coupant C et aboutissant à P de manière qu'elles puissent 
étre prolongées par rapport à C. 

En effet, soit P un point singulier qui n'est pas un centre; entourons 
P par une courbe fermée C, à l'intérieur de laquelle ne se trouve aucun 
point singulier autre que P, ni aucune caractéristique fermée entourant P. 
Soient C' un cercle ayant P pour centre et situé à l'intérieur de C, Q un 
point quelconque du contour de €”, et L la caractéristique passant par Q. 

Nous voulons d'abord prouver qu'il existe au moins une caractéristique 
aboutissant à P. 

Si L reste à l'intérieur de C, soit quand / va en croissant, soit quand 
t va en décroissant, le théorème IV nous fait voir qu'il existe une carac- 
téristique aboutissant à P, car les cas 1) et 2) sont exclus, à cause de 
notre supposition qu'il n'existe pas à l'intérieur de C de caractéristique 
fermée entourant l'origine. 

Désignons maintenant par o la distance minima de P à la partie de 
L comprise à l'intérieur de C. 

Quand @ parcourt le contour C', les valeurs de o auront une limite 
inférieure, laquelle nous désignerons par g. Il existe alors sur le contour 
de C' au moins un point Q' tel que la limite inférieure de p soit égale à 
g pour les caractéristiques passant par les points situés dans le voisinage 
de Q'. Si L' désigne la caractéristique passant par @’, il ne peut pas 
arriver que Z/ sort de C, et quand ¢ va en croissant, et quand ¢ va en dé- 
croissant. En effet s'il en était ainsi, le théorème I nous apprend que la 
distance minima de P à L’ ne pourrait être plus grande que g. Or on 
s'assure de la méme manière que cette distance minima ne peut pas être 
égale à g, car par un point trés voisin de L’, et situé entre Pet, 
passerait alors une caractéristique qui sortirait de C et, quand / va en 
croissant, et quand ¢ va en décroissant. La distance minima de cette ca- 
ractéristique a P serait évidemment < 9g, ce qui est impossible, 9 étant 
par supposition la limite inférieure de p. Or si l'une des demi-caractéri- 
stiques passant par Q' reste toujours à l'intérieur de C, le théorème IV 
fait voir qu'il existe toujours au moins une caractéristique aboutissaant à 7. 


CHE NL 


Quant à la seconde partie du théorème, nous l'avons déjà démontrée. 


Supposons maintenant qu'il existe une caractéristique isolée aboutissant 
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à P pour {= -- co. Il n'est pas difficile de s'assurer qu'il en existe alors 
aussi une, aboutissant à P pour / = — co. 

En effet sil n'y avait que la seule demi-caractéristique Z aboutissant 
à P, on prouverait de la méme manière qu'au théorème V, qu'une carac- 
téristique passant par un point trés voisin de L entre en C par un point 
situé d'un côté de L et sort de cette aire par un point trés voisin, situé 
de l'autre cóté de L. . Mais il s'en suivrait que les caractéristiques passant 
d'un côté de Z traverseraient une normale à cette courbe du côté positif 
au côté négatif, et celles situées de l'autre côté traverseraient la méme 
normale du côté négatif au côté positif, ce qui est impossible. 


Le nombre de caractéristiques aboutissant à P sera donc supérieur ou 
égal à deux. 


18. Observons enfin que, sil n'existe qu'un nombre fini m de carac- 
téristiques aboutissant à un point singulier P, le nombre m est un nombre 
pair, et il existe autant de caractéristiques aboutissant à P pour t = + co 
que pour i = — co. 


Solent en effet L,, L,,..., L, les caractéristiques aboutissant à P, 
rangées de telle manière que (L,, L,,,) traverse P, pour» — 1,2, ..., m 


(L,,, étant identique à Z,), et supposons, pour fixer les idées, que L, 
aboutisse à P pour [A seo 

Il s'ensuit que L, aboutira à P pour ( = — co, que L 
P pour { — + co, et ainsi de suite. 

Si m était un nombre impair, L,,; = L, devrait donc aboutir à P 
pour / — — co, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


, aboutira à 


Dans le cas, où il n'existe pas plus de deux caractéristiques aboutissant 
au point singulier, celui-ci peut être assimilé à un point régulier, car il 
n'existe alors qu'une seule caractéristique passant par ce point, de méme 
que pour les points réguliers. L'origine par exemple est un tel point 
pour l'équation 


, dy QO; 
n+3 % a ar > 
A c sls by”; és 


car il n'existe aucune caractéristique autre que z — o, qui aboutit à l'origine.” 





* Voir mon mémoire Sur les points singuliers des équations différentielles, Ofversigt 


af Kongl. Vet. Akad. Fórh. 1898, page 186. 
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Si lon veut étudier les caractéristiques dans le voisinage d'un point 
singulier P, on doit done entourer P par un contour C ne contenant à 
son intérieur aucun point singulier autre que P. Il faudra avant tout dé- 
terminer les courbes intégrales passant par des points de C et aboutissant 
à P d'une manière telle qu'elles puissent être prolongées par rapport à C. 
Ces courbes une fois déterminées, limiteront un certain nombre de régions 
nodales, à l'intérieur desquelles chaque caractéristique finit en P. Une ca- 
ractéristique qui n'appartient pas à l'une de ces régions nodales, traversera 
toujours la courbe fermée. 

S'il n'existe pas de caractéristique qui puisse être prolongée au delà de 
P, le point P sera un Noeud ou un Centre. 


19. Nous voulons maintenant prouver le théorème suivant. 


Théorème VII. Si une demi-caractéristique L, convenablement prolongée par 
rapport aux points singuliers auxquels elle aboutit, est toujours située à l'intérieur 
d'une région finie À ne renfermant qu'un nombre fini m de points singuliers, l'un 
des trois cas suivants aura lieu: La caractéristique sera ou une courbe fermée, ou 
elle s’approchera indéfiniment d'une courbe fermée, (qui sera composée d'une 
caractéristique et de ses prolongements) ou enfin elle s'arrétera en un point 
singulier. 


Soient en effet P,, P,,..., P, les points singuliers.  Entourons 
chacun de ces points P, par un cercle C,, à l'intérieur duquel ne se 
trouve d'autre point singulier que P,, tous les cercles C, étant en outre 
situés lun à l'extérieur de l'autre, et envisageons une caractéristiqne L 
passant par un point P de À, situé à l'extérieur de tous les C,. 

Supposons de plus que Z ne finisse pas en un point singulier, quand ¢ 
croit vers + oo. Si alors L n'a aucun des points P, pour point limite 
quand £ croit vers + co, le théorème se réduit au théorème II. Si L a un 
seul des points P, pour point limite, le théoréme se réduit ou au théoréme 
IV ou il existe un point limite de Z, situé à l'extérieur de tous les C,; 
nous traiterons ce cas tout à l'heure. 

Supposons enfin que JL, ab PL; Bau. P, pour points limites. Il 


s'ensuit que L a un point limite Q, situé à l'extérieur de tous les C,. 
Soit K la caractéristique passant par Q. On prouve alors aisément que 


K doit nécessairement aboutir à un point singulier, car s'il n'en était 
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pas ainsi, le même raisonnement qu'au théorème II mettrait en évidence 
que A serait une courbe fermée n'aboutissant pas à un point singulier, et 
L ne pourrait avoir alors pour point limite un point singulier. 

Or K ne peut pas finir en un point singulier, sans que L y finisse 
aussi. Si À aboutit à P,, cette courbe doit done pouvoir être prolongée au 
delà de P,. Soit A, le prolongement de Æ par rapport à C,, il est évident 
que tous les points de A, sont des points limites de Z. Si au contraire 
K a deux prolongements X, et A; par rapport à C, dont l'un sera situé 
à gauche, l'autre a droite de A, l'une de ces caractéristiques sera alors 
telle que tous ses points seront des points limites de L. En prenant cette 
caractéristique A, pour prolongement de A, on s'assure de la méme ma- 
niere que pour À, que A, ira à un point singulier P, au delà duquel cette 
aractéristique pourra être prolongée par une courbe X, qui sortira de C, . 
En continuant ainsi on reviendra toujours finalement à la premiére carac- 
téristique A, car il n'existe qu'un nombre fini de caractéristiques aboutissant 
aux points singuliers de telle manière qu'elles puissent être prolongées en 
dehors ‘des cercles C,. On en conclut enfin que la courbe limite ainsi dé- 
crite est une courbe fermée, composée d'une caractéristique et de ses pro- 
longements, (KT S 


CHA PITRE AL 


Théoremes généraux relatifs au cas où X et Y sont des 
fonetions holomorphes. 


20. Nous supposerons toujours dans les chapitres suivants que X et 
Y sont des fonctions holomorphes dans le voisinage de chaque point de 
A, et qu'elles ne possèdent pas de diviseur commun. On sait qu'alors chaque 
point singulier est un point singulier isolé, et tous les théorèmes du cha- 
pitre I ont alors lieu. 

Supposons que le point x — o, y=o soit le point singulier que nous 
voulons étudier. Il est évident alors que l'on peut toujours supposer que 
les termes de la plus petite dimension dans les développements de X 
et de Y en série de Tavron sont de même ordre m. En effet, s'il n'en 
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était pas ainsi, on pourrait toujours à l'aide d'une substitution linéaire 
convenable faire en sorte que cela ait lieu. 


Eerivons done nos équations différentielles de la manière suivante: 


CA 


da 


dt = XS + Xe ib 


(6) 


dy x = 
zn un VE Ir D'ARTS 


X, et Y, désignant des polynomes en x et en y de dimension m, et 
Xarı, Yngi désignant des séries de "ll'AyroR ne contenant que des termes 
de dimension plus grande que m, et eonvergentes pour |x| € 2, I» < Ô. 
Nous supposerons en outre que 9 soit suffisamment petit pour que le point 
x — O0, y — O, soit le seul point singulier du systeme, situé à l'intérieur 
du cercle C, x? + y^ < 9. 


2I. Je veux d'abord démontrer le théorème suivant: 


Théorème VIII. Le système d'équations différentielles (6) possède au 
plus 2m régions nodales fermées aboutissant à l'origine. 


Envisageons en effet une caractéristique Z appartenant à une région 
nodale fermée, et soit 


l'équation de cette caractéristique. 

Comme z(f) s'annule pour f= + co, ainsi que pour / = — ©, cette 
fonetion atteindra nécessairement sa valeur maxima pour une certaine va- 
leur ¢, de ¢, pour laquelle on aura 


C'est à dire quil existe sur Z un point tel que l'on ait 


(7) Ae. + A = O. 


On en conclut que l'une des courbes satisfaisant à l'équation (7) traverse 
la région nodale en question. 


Or on sait qu'il existe au plus 2m branches de courbes satisfaisant à 
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(7) et aboutissant à l'origine, ce qui met en évidence que le nombre de 


régions nodales fermées est égale au plus a 2m. codés 


On peut tirer de “ce théorème la conséquence suivante: 


Si L est une caractéristique aboutissant à l'origine et qui peut étre 
prolongée au dela de l'origine, il existe nécessairement une caractéristique .L' 
aboutissant à l'origine et telle que (L, L') soit une caractéristique traversant 
l'origine. 

Dans le cas où X et Y sont des fonctions holomorphes, nous pouvons 
done affirmer qu'une caractéristique aboutissant à un point singulier P, 
ou bien finit en P, ou bien traverse P. 


22. Revenons maintenant au système d'équations (6); nous pouvons 
énoncer le théoréme suivant. 


Théorème IX. Le système d'équations différentielles (6) possède au plus 
2(m + 1) caractéristiques traversant l'origine. 


Soit en effet (LL') une pareille caractéristique, et envisageons la carac- 
téristique K passant par un point (z,, y,) trés voisin de L et situé entre 
L et L'. Un point de cette caractéristique entrera alors en C pour une 
certaine valeur £, de ¢ et en sortira pour une autre valeur £, de cette va- 
riable. On en conclut que la fonction 


ax? + by’, 12. 0: DO: 


prendra une valeur minima à l’intérieur de C, quand le point parcourt 
la caractéristique A. Il existe done sur une pareille caractéristique A au 
moins un point satisfaisant à 


ac X, E by Ke ar az X, ar by Y = O, 


et on en conclut, de la même manière qu'au théorème VIII, que le nombre 
de caractéristiques traversant l'origine est égal au plus à 2(m-+ 1). En 
général il suffit de prendre a — 0 — 1, mais pour le cas où æX, + yY,, 
s'annule identiquement on doit donner à ces quantités d'autres valeurs 


convenables. 
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I n'est pas difficile de s'assurer. qu'il existe des cas où le nombre 
des caractéristiques traversant l'origine est égal à 2(m + 1). Cela sera 
par exemple le cas, si l’origine est un Col. 

Si X et Y sont des fonctions holomorphes, un point singulier sera 
done traversé par un certain nombre € de caractéristiques, qui limiteront 
un certain nombre » de régions nodales. 

Pour l'étude des points singuliers, il nous sera d’abord nécessaire de 
déterminer ces deux nombres c et n. 

Si ¢ =o, chaque caractéristique qui aboutit au point singulier s'y ar- 
rétera. Si au contraire 4» — o, chaque caractéristique qui aboutit au point 
singulier traversera ce point. 

Quant aux régions nodales nous aurons à distinguer les régions nodales 
fermées des régions nodales ouvertes. On doit observer enfin qu'une région 
nodale peut être composée de plusieurs régions nodales fermées et d'un 
certain nombre de régions nodales ouvertes. On établit aisément à l'égard 
de ces régions nodales les résultats suivants: 


Une région nodale fermée appartenant au point singulier P, sera limitée 
par une caractéristique L qui traverse un point singulier. 


En effet, si L ne traverse aucun point singulier, cette courbe doit finir 
en P pour / — + co, ainsi que pour é = — co, et les courbes voisines y 
finissant aussi, il est évident que Z serait situé à l'intérieur de la région 
nodale fermée. 

En général les demi-caractéristiques L, et L dont L est composé tra- 
verseront toutes les deux P. Mais si l'une d'entre elles, par exemple L,, 
finit en P, L traversera nécessairement P ou un autre point singulier P,, et 
on aura alors une région nodale, limitée par L, et située à l'extérieur de 
la région nodale fermée que nous avons envisagée. Cette nouvelle région 
nodale peut évidemment être ou une région nodale fermée ou une région 
nodale ouverte. . 

On établit de la méme manière le résultat suivant: 

Une caractéristique, limitant une région nodale ouverte appartenant à 
P, traversera toujours un point singulier. , 

En effet il est évident qu'une pareille caractéristique sera ou une 
courbe intégrale qui traverse P, ou une caractéristique limitant une région 
nodale fermée. 
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23. Nous voulons maintenant démontrer le théorème suivant. 


Théorème X. Une caractéristique du système d'équations différentielles (6), 
aboutissant à l'origine, sera une spirale se rapprochant indéfiniment de l'origine, 
ou bien elle aura à l'origine une tangente déterminée satisfaisant à l'équation ! 


(8) £Y,, — YA. 9: 


Deux cas seront ici à distinguer, suivant que le membre gauche de 
l'équation (8) s'annule identiquement ou non. 

Dans le second cas, les seules tangentes à l’origine possibles seront 
données par l'équation (8). Dans le premier cas au contraire, à chaque 
demi-droite tirée de l’origine correspond en général une et une seule carac- 
téristique qui parvient à l'origine de telle manière qu'elle y est tangente 
à cette demi-droite. 

1) Supposons d'abord que l'équation (8) ne soit pas identiquement 
satisfaite et faisons la substitution 


2-— 0 cos 0: do. sin; 0; 
On obtient alors 


de. = p(cos 0 X, (cos 0, sin 0) + sin 0 Y, (cos 0, sin 0) + oX(p, cos 0, sin 6)], 


(9) 
—- = cos 8 Y, (cos 0, sin 6) — sin 6X, (cos 0, sin 0 + oY (o, cos @, sin 6) 


où X et Y sont des fonctions développables en séries de 'Avron pour tout 
système de valeurs o, 0, telles que 


O € p < à, — © < 0 < + ©, 
N pe . “Je dt, m—1 
et où /, désigne une variable auxiliaire telle que qoa mon 
€ 


Soit maintenant Z une caractéristique du système (6) aboutissant à 
l'origine, quand ¢ tend vers + co, on peut alors toujours déterminer un 
nombre positif m tel que le point, parcourant la courbe Z, reste à l'in- 
térieur de C, tant que £ > m. 





' J'ai donné une démonstration de ce théorème dans le dernier de mes mémoires: 
Sur les points singuliers des équations différentielles. Ofversigt af Kongl. Vet. Akad. 
Förh. 1898. 
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A la courbe L du plan des r, y correspond alors une caractéristique 
L, du plan des o, 8, satisfaisant aux équations (9), et telle que L 
toujours entre les deux droites 


, reste 


DO) MEN 0 — 10), 


tant que /, > m,, où m, est la valeur de ¢, correspondant à la valeur m 
de ¢. Observons de plus que la première des équations (9) nous montre 
que /, = co, quand o = o; d'où l'on conclut que /, tend vers l'infini en 
méme temps que /. 

Done /, tendant vers l'infini, L, tendra vers un ou plusieurs points 
limites. La seconde hypothése n'est pas admissible. En effet, supposons que 
les points o — 0; 0 — a; et p —0; 0 — ba; soient de tels points limites 
de L,, et envisageons un point o = 0; 0 — a; de l'intervalle a... qui 
ne soit pas un point singulier. Supposons pour fixer les idées que 


cos a Y, 


m(COS @, sin a) — sin a X, (cos a, sin a) > O 


m 
et assujettissons en outre la quantité 9 à la condition 


1 

E: 20 pour 0 — a, tant que |p| € 0. 
1 

dp 

droites o = d et p — 0, traverser la droite 6 — à plus d'une fois, car elle 


L'inégalité > o nous apprend alors que la courbe Z, ne peut entre les 
doit toujours traverser cette droite du côté du plan des p, 0, où 0 <a au 
côté où 0 > à, quand ¢, va en croissant, et les deux points a,b ne peuvent 
done pas être des points limites de Z,. 

Il y a done un seul point limite qui est ou bien l'infini, ou bien un 
point singulier p = o, 0 = f. 

Dans le premier cas L sera une spirale, dans le second Z aboutira à 
l'origine avec la tangente déterminée 

y cos B — x sin. = o, 

satisfaisant à l'équation (8). 
2) Si au contraire l'équation (8) est identiquement satisfaite, on aura 


RU Fr. == yX = vy Qi ? 


m 


Qui désignant un polynome en x et en y de dimension m — 1. 
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La substitution 
% =p cos 0; y = p Sin 6; 


nous donne alors 


d : : = £ 
: = Q,_(cos 0, sin 0) + pX(p, cos 0, sin 6), 

(9) | le), 
E = p'(Zn4+42(cos 8, sin 4) + oY(p, cos, sin 6)], 


1 


2,17,» désignant un polynome en cos@, sin @ de dimension m + r + 2, 


X et Y désignant des fonctions développables en séries de Tavron pour 

O<p<0, —ococ«0--rFco; et f, étant une variable auxiliaire telle 
dt, nm 

que 4: — 9 

Ane at : 


Soit 0=a, o=0, un point régulier de ce système, il existe une caractéri- 
stique et une seule passant par le point 9=a, o—0. Si Q,, ,(cosa, sina)2- o, 
on en conclut qu'il existe une caractéristique et une seule du systéme (6) 
aboutissant à l'origine avec la tangente déterminée 


“= pcosa; y = p SIN a; 10177405 
Désignons maintenant par LZ’ et Z" les deux caractéristiques du systeme 
(9’) passant par les points p = 0, 0 = a, et o = 0, 0— a + 27. 


A une caractéristique Z du système (6), aboutissant à l'origine, corres- 
pond alors une caractéristique Z, du système (9' qui sera, pour des va- 
leurs suffisamment grandes de ¢, située entre Z/, L',et les deux droites 
D — 10, 2 —10- 

Quant ¢ croit vers l'infini, ¢, tendra vers une limite déterminée, finie 
ou infinie. 

Si cette limite est une quantité finie 7, Z, tendra vers un point ré- 
gulier p — o, 6 — fj, et on en conclut que Z aboutira à l'origine avec la tan- 
gente déterminée 

y cos B — c sin B = o. 


Si la limite de ( est infinie, Z, doit aboutir à un point singulier 5 — 0, 
0 = f, car autrement elle tendrait vers plusieurs points limites situés entre 
L' et L'", et on s'assure aussi aisément que dans le premier cas, que cela 
est impossible. 
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On en conclut enfin que Z aboutira à l'origine avec la tangente dé- 
terminée 
y cos B — x sin f = o. 


24. Le théorème X étant ainsi demontré, nous en tirons le corollaire 
sulvant: 


Corollaire. S'il existe une caractéristique L du système (6) aboutissant 
à l'origine avec une tangente déterminée, toute caractéristique, aboutissant à 
l'origine, y aura en ce point une tangente déterminée. 


En effet, s’il existait une caractéristique qui fut une spirale, cette spi- 
rale rencontrerait nécessairement la courbe Z à l'intérieur de C, ce qui est 
impossible à cause de notre supposition que l'origine est le seul point 
singulier situé à l'intérieur de C. 


25. Supposons maintenant qu'il existe une caractéristique Z qui soit 
une spirale se rapprochant indéfiniment de l'origine. Il s'ensuit que l'iden- 
tité (8) n'est pas satisfaite. Le système (9) possède alors une caractéristique 
tendant vers l'infini de telle manière que 


p=o pour Q — co. 


Soit alors o — o, 6 — a, un point régulier du système (9), et supposons pour 
fixer les idées que 


cos a Y, (cos a, sin a) — sin a X,, (cos a, sin a) > 0, 
et que l'on ait choisi ö de telle manière que 


dé 
mm >o pour 0 — a, tant que p < 9. 
1 
On peut alors déterminer un nombre n suffisamment grand pour que le 
point où la caractéristique correspondante Z, du plan des p, # rencontre la 
droite 0 — a + 2nz soit situé entre les droites o — o et o — 0 du plan des 9,0. 
Envisageons maintenant une caractéristique passant par un point quel- 
conque de la droite 0 — a + 2nz, situé entre Z, et la droite o =o. 
Quand /, va en eroissant, cette 'araetéristique sera toujours située entre 
L, 


0 —a-- 2(n--v»)z plus d'une fois, il est évident qu'une pareille carac- 


et la droite o — o, et ne pouvant pas rencontrer l'une des droites 
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téristique, qui ne peut pas aboutir à un point singulier situé sur la droite 
p=0, à cause du corollaire que nous venons de démontrer, doit nécessaire- 
ment s'éloigner vers l'infini. 

Comme on a o -— Oo pour 0 — co sur cette caractéristique, on en 
conclut enfin que la caractéristique correspondante du plan des x,y, sera 
une spirale se rapprochant de l'origine. 

Nous pouvons done énoncer le théorème suivant: 


S'il existe une caractéristique qui est une spirale se rapprochant indé- 
finiment de l'origine, on peut entourer l'origine par un cercle C de rayon 
suffisamment petit pour qu'une caractéristique, passant par un point quelconque 
de C, soit toujours une spirale se rapprochant indéfiniment de l'origine. 


Nous dirons dans ce cas avec M. Poincaré que l'origine est un Foyer. 

On conclut enfin que chaque branche d'une caractéristique traversant 
lorigine sera une courbe qui aboutit à l'origine avec une tangente dé- 
terminée. 


26. Rappellons enfin une notion importante introduite par M. Poix- 


CARE, à savoir celle de l'indice d'une courbe fermée et d'un point singulier. 
Supposons qu'un point parcourt une courbe fermée dans le sens positif, 


+ S : 5 : Y : 
et considérons les variations de signe de l'expression —. Soit h le nombre 





X 
de fois que cette expression saute de — co à + co, et À le nombre de 
fois que l'expression saute de + co à — co. Soit 
h—k 
— 2 , 


le nombre i s'appelle, d'après M. Poincaré, l'indice de la courbe fermée. 


Par indice d'un point singulier on entend alors l'indice d'une courbe 
fermée infiniment petite entourant le point singulier, 
et on établit aisément le théoréme suivant: 


L'indice d'une courbe fermée est égale à la somme des indices de tous 
les points singuliers situés à l'intérieur de la courbe fermée. 





' Voir Poincaré: Sur les courbes définies par des équations différentielles. Journal 
de Math., 1881, pages 400 et suivantes. 
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A l'égard de l'indice d'un point singulier nous démontrerons iei un 
théorème important: 


Théorème XI. Soit c le nombre de caractéristiques traversant un point 
singulier, n; le nombre de régions nodales fermées appartenant à ce point, et 
i son indice, om aura toujours 


(10) e — n, = 2(i + 1). 


Nous commencerons par établir que l'indice d'un point singulier n'est 
pas changé, si l'on effectue sur les variables une substitution linéaire à dé- 
terminant positif. 


27. Envisageons à cet effet le système d'équations différentielles 


da 

du 9: 
(11) a5 - 

EN , 


où X et Y sont des fonctions holomorphes de x et de y, s'annulant pour 
æ — O, y = O, et faisons la substitution linéaire 


x, == ac + By, 
x OU ad — 5127409: 
y, = JE + 0%, 


Je dis que l'indice d'une courbe fermée C ne sera pas changé par cette 
substitution. Aprés la substitution nous devons en effet chercher le nombre 
de fois que la fonction 








7X L0Y 
aX + BY 
saute de — co à + co, ainsi que le nombre de fois que cette fonction 
saute de + co à — co, quand le point x, y parcourt le contour C. 
Soit i lindice de l'expressiion y sur C, et à l'indice de l'expression 
X + 0Y - 
ARCS sur le même contour. 
aX + BY 
Dans le voisinage des points ot aX + £Y — o, on aura sensiblement 
TX + 0Y ao — By 
aX +. Rx T ze Bie, 3 
ea ERS 
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Nous n'avons done a étudier que la maniere dont la fonction 


saute par l'infini. B 


: : : MEN: JAY 
Soient P,, P,, ..., P, les points consécutifs du contour €, où x passe 


par l'infini, et désignons par ¢,, $,, ..., €,, des quantités qui sont égales 
à 1, s x saute de — oo à +o, mais égales à — 1, si l'expression en 
question saute de + co à — co. 
Envisageons deux points consécutifs P, et P,,,, et désignons par 7; la 
, s Skye : X + OY 
valeur qu'on obtient pour l'indice de la fonction fee d en parcourant 
aX + BX 
la partie de C, située entre P, et P,,,. L'on devra distinguer les cas suivants: 
cme eye Pa Ye I er ^ i 
Si &,+ 5, — 0, l'expression +, ainsi que =——>, aura le méme signe 
= + E 
BOX: 


pour des points de C trés voisins de P, et P,,, (et situés entre P, et p 


à I ) s 
La fonction —- - — ne pouvant changer de signe qu'en passant par co, 
pr 
doit done sauter autant de fois de — co à + co que de + co à — co, 
et on en conclut que 7; = 0. 
AS ; : Re I : 
Si e, + ¢,,, = 2, l'expression yo ainsi que ——— y, aura le signe + 
5 : 
= + — 
gi XC 
pour des points de C très voisins de P, et le signe — pour des points 
très voisins de P,,,. En parcourant la partie de C, située entre P, et 
: 1 : x 
P,,,, la fonction AT sautera une fois plus de — co a + co que de 
= + = 
Bix 
+ co à — co, ce qui nous donne 2i, = 1. 
Si & -- €,,1 — — 2, on prouve de méme que 2i, = — 1. 
On aura done toujours 
£y Te e. ai! 


Or on a évidemment 


n 
: €, + S41 
2i — ) ——— + (ee — #6) 
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et 


y= 


^" 
21/80» 208 
1 
ce qui nous permet d'affirmer que à = i. 


Le nombre i est donc invariant pour une substitution linéaire à dé- 
terminant positif. 


Ce point étant établi, nous pouvons toujours supposer que Y n'est pas 
divisible par x, ni X par y, car sil en était autrement, on pourrait au 
moyen d'une substitution linéaire convenable faire que cela ait lieu. 


28. Afin d'établir la relation (10), nous envisagerons l'indiee ; sous 
un point de vue nouveau. 
Posons à cet effet 


x = p cos 0; y = p Sin 6; 
On obtient alors 


do aX + yY 
(12) bn Sr 


Entourons maintenant l'origine par un cercle p = 2, et supposons qu'un 
point pareourre le contour de ce cercle dans le sens positif (c'est à dire de 
telle manière que 6 aille en croissant). Soit / le nombre de fois que l'ex- 
eX + yY 

ar yX Bp 
soit k le nombre de fois que cette expression passe par zéro, en passant du 





pression asse par zéro, en passant du signe au signe +, et 


signe + au signe —; je dis que 


2(i 4- 1) —h-—k. 


Chaque fois que le second membre de l'équation (12) passe par zéro, on 
aura 

ve —X cY-—yX 

4 equi Cage gam 
en effet, à cause des suppositions faites sur X et Y, la fonction vX +yV 
ne s'annule, ni pour # = O, ni pour y = O 


Acla mathematica. 24. Imprimé le 10 février 1900. S 
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; Le + yY j 7 ; A 
L'expression y x passera donc par zéro exactement de la méme 
xY — y2 
manière que l'expression 
aX + yY 
CAE 


c'est à dire de là méme maniére que 





n Ya 
y Xe 

Désignons par # le nombre de fois que cette dernière expression saute 

de —co a + co, et par k’ le nombre de fois que cette expression saute 
de +c à — co. On aura évidemment 

h—k = — (h — fF’). 
nl re en s : a Mf ( ^ " 5 
Mais as est l'indice de la fonction — - — x» qui sera égal à —i— r. 
DO E 


On aura donc 


h — k = 2(i+ 1). 


29. Soit maintenant (Z,, L;) (voir Fig. VI) une caractéristique tra- 
versant l'origine, et soit P, le point où Z, sort du cercle p — à, et P; le 





Iur Val: 


point où Z; sort du méme cercle. Supposons pour fixer les idées qu'on 
parcourre lare de cercle P,P! dans le sens positif, en allant de P, à P, 
et envisageons une caractéristique Z, passant par un point P, trés voisin 
de P.. .L, entrera done dans le cercle par P, et en sortira par un point 


Sur les courbes définies par des équations différentielles. 43 


P. très voisin de P’. La distance o de l'origine aura done un certain 
nombre de valeurs minima, quand on parcourt Z, de P, à P;, et il est 
évident que 9 passera par une valeur minima une fois de plus que par 
une valeur maxima, si l'on parcourt Z, de P, à P. 

La valeur de h—k sur Z, sera done égale à + I, et on en conclut 
que la valeur de 5 — £ sur lare de cercle P,P, sera aussi égale à + 1. 
L'are de cercle en question et la caractéristique Z, forment en effet une 
courbe fermée à l'intérieur de laquelle il n'existe pas de point, où les deux 
fonctions «X + y Y et «Y — yX s'annulent simultanément, et le théorème 


nee 28 nous apfrend. que lindies’de expression) > eure 
de la page 3 nous apprenc que indice de expr ssıon ous yY sur ce 


contour fermé est alors égal à zéro. 

On en conclut enfin que la valeur de 4 — & sur l'are de cercle P, P; 
est égal à + 1. 

30.  Envisageons maintenant une région nodale ouverte, et soit P, le 
point par où on entre dans cette région, si on parcourt le contour du cercle 
9 — à dans le sens positif, et P; le point par oü l'on sort de cette ré- 


gion nodale. 
Soit P, le premier point sur l'arc de cercle P,P’ où la fonction 





== 5 passe par zéro en changeant de signe, et supposons pour fixer les 
E — 

idées qu'elle passe en ce point de + à —. Soit enfin Z la caractéristique 
passant par P,. Les deux demi-caractéristiques seront alors situées à 
l'intérieur du cercle dans le voisinage de P,, car p aura en P, une valeur 
maxima. Or lune de ces demi-caractéristiques sortira nécessairement du 
cercle o — 9, autrement Z appartiendrait à une région nodale fermée. 
Soit Pi le point où Z sort du cercle. Quand un point parcourt la ca- 
ractéristique Z de P, à Pi, sa distance de l'origine passera nécessaire- 
ment par un certain nombre de valeurs minima, ce qui met en évidence 


que Pi est situé entre P, et P!, et, comme le point commence par 


s'approcher de l'origine et finit par s'en éloigner, il passe par une valeur 
minima une fois de plus que par une valeur maxima. On en conclut que 
la valeur de 4 — que l'on obtient en parcourant Z entre P, et Pi est 
égal à +1. Elle sera done égale à +1 entre P, et Pj sur le cercle, et, 
comme la valeur de À — & est égale à — 1 en passant par P,, on en conclut 
que la valeur de h—k sur lare de cercle P,P, est égale à zéro. 
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Soit maintenant P, le premier point sur l'are de cercle P,P; où la 
aX + yY - 


fonction - Yo x passe par zéro en changeant de signe, et supposons dans 
zY -— y2 
ce eas qu'elle passe en ce point de — à +. Soit enfin Z la caractéristique 


passant par P,. Les deux demi-caractéristiques passant par P, seront done 
situées à l'extérieur du cerele dans le voisinage de P,, mais l’une d'entre 
elles aboutira à l'origine, d’où l'on conclut que l'une d'entre elles entrera 
à l'intérieur du cercle par un point P;. On prouve alors de la méme ma- 
nière que ci-dessus que ?, est situé entre P, et P,, et que la valeur de 
h —k sur l'are de cercle P; P, est égale à zéro. 

L'are de cercle P,P, sera de cette manière divisé en plusieurs parties 
telles que la valeur de 7 — & sur chacune de ces parties sera égale à zéro. 
La valeur de h — k sur lare de cercle P,P, sera alors égale à zéro. 


31. Envisageons enfin une région nodale fermée, et soit P, le point 


nf 


par où un point qui parcourant le cercle p — 9 dans le sens positif entre 
, 
nf 


Il existe alors certainement une courbe intégrale Z, appartenant à cette 


en cette région nodale, et soit P/, le point par où il en sort. 


région nodale fermée, qui est tangente au cercle p = 0 et qui ne sort 
jamais de ce cercle. Soit P le point où Z rencontre le cercle o — 0. On 
démontre alors, de la même manière que pour une région nodale ouverte, 
que la valeur de h—k qu'on obtient en parcourant l'are de cercle de 
P, jusqu'à un point très voisin de P sera égale à zéro. En parcourant 
lare de cercle situó entre un point trés voisin de P (situé entre P et E 


et P, h — k aura aussi la valeur zéro. En parcourant l'are de cercle in- 
finiment petit passant par P, la valeur de 4 — X sera égale à — I, ce qui 


met en évidence que la valeur de 4 — k sur P, P, sera égale à — r. 


ny 


32. Nous sommes donc parvenus au résultat suivant. 

La valeur de h — k sera égale à -- 1, 0, ow — 1, suivant que l'arc de 
cercle correspondant est limité par deux branches de caractéristiques. tra- 
versant l'origine, ow par les deux caractéristiques limitant une région nodale 
ouverte ow enfin par la caractéristique limitant une région nodale fermée. 

En parcourant tout le cercle, on aura done comme conséquence immé- 
diate que ^ —k — c— n, ou enfin que 


€ — n, = 2(i + 1). cg ut. d 
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CHAPITRE III. 


Les termes de la plus petite dimension sont d'ordre 1. 


33. Nous traiterons d'abord l'équation différentielle 
m du " 
(13) a + dx + B(x, y), 


$ désignant une série de "lTAvroR ne contenant que des termes d'une 
dimension > 2, et a une quantité différente de zéro. 

Cette équation joue un rôle capital dans les recherches qui suivent. 
On peut en effet réduire l'étude d'un point singulier quelconque à celle 
de diverses équations de la forme (13). 

Nous voulons donc étudier le point x — 0, y = 0, de cette dernière 
équation.' 

Observons d'abord qu'il n'existe pas de région nodale fermée apparte- 
nant à l'origine de cette équation, car, sur une courbe fermée d'une pareille 

: : : a La: ; AT N 

region nodale, on aurait un point où qm O, c'est à dire où x — Oo, ce 
qui est impossible, aucune caractéristique ne pouvant couper la caracteristique 
z —O, dans le voisinage de l'origine en un point autre que le point x — o, 
VELO! 

L'équation (10) nous donne dans ce cas 


C — 2 -I- T) 


et le nombre de caractéristiques traversant l'origine sera ainsi déterminé. 
Pour étudier de plus prés la nature de ces caractéristiques, nous en- 

tourons l'origine par un cercle C de rayon suffisamment petit 2 pour qu'il 

n'existe à l'intérieur de C aucun point singulier autre que l'origine. 





! Comparer à ce sujet mon mémoire: Sur les points singuliers des équations diffe- 
rentielles. Ofversigt af Kongl. Vet. Akad. Fórh. Febr. 9, 1898, où j'ai donné 
une méthode pour caleuler par des approximations successives les caractéristiques de cette 


équation passant par l'origine. 
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; : dy A EU RUM HESSE > 
L'expression zs ne devenant jamais infinie à l'intérieur de C, excepté 
aa ^ 


sur la caractéristique «=o, il est évident que la partie d'une caractéristique 
quelconque, qui est située à l’intérieur de C, peut être décrite de telle 


manière que || aille toujours en 


34. 


I a>o;m 


Déterminons 


On peut alors déterminer un nombre positif 


pour que 


Il faut 


alors distinguer 


alors 0, < 9 de 


décroissant. 


nombre pair. 


ao, + Po, d)>0o, 


— ad, + P(o, — 0) <o. 


ao, + bx + x, 0) > o, 
— ad, + bx + Pr, d,) < o, 


telle manière que 


[2i 
= 


les quatre cas suivants: 


suffisamment petit 


pour |x| SE 


Envisageons enfin le rectangle À, formé par les quatre droites 


y 


O; y = — 0); 


X 


— i2 
= 


On sait qu'il n'y a pas de point singulier à l'intérieur de À, 


d 
La valeur de — 
da 


Howe YE oe 
— étant alors partout positive sur le côté y—9, de ce 


rectangle, on en conclut qu'une caractéristique, passant par un point quel- 
conque de ce côté, entrera à l'intérieur de À, quand x va en décroissant. 


De la même manière on s'assure qu'une caractéristique, passant par un 


point quelconque du côté y = — 0, entrera à l’intérieur de A, quand x 


va en décroissant. 


Une caractéristique Z, passant par un point quelconque de À, ne peut 
donc pas sortir de A, quand x va en décroissant, car elle ne peut pas 
traverser ni le côté y — 0, ni le côté y = — 9, ni enfin le côté x — o qui 


est une caractéristique. 


On en conclut que Z doit aboutir à l'origine, ear 


autrement il existerait une caractéristique fermée située à l'intérieur de R, 


ce qui est contraire au théorème III. 
Le rectangle R en question constitue done une région nodale. 


* 
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Envisageons maintenant le rectangle R,, limité par les quatre droites 


Ô z 


AN 
POs 1? 


| 
io 
| 
| 


Une caractéristique passant par un point quelconque du côté y = 90, de 


1 
ce rectangle sortira alors de R, quand |x| va en décroissant, car en un 
ci dy , d : 

tel point on a 429 On s'assure aussi de la méme maniére qu'une 
caractéristique passant par un point du côté Opposé, sortira aussi de R,, 
quand [x] va en décroissant. 

La caractéristique Z, passant par un point P, situé sur la droite 
doit done, quand [x] va en croissant, traverser le côté x = — 


y = 6), 


en un point P’. Si P tend vers le point z = 


(0) 





O, y — à,, P' tendra vers 
un point déterminé 5, situé sur le côté x — — +, et on prouve aisément 
que la caractéristique A, passant par S, aboutit aussi à l'origine, et qu'elle 
sera le prolongement de l'axe des y positifs. 

A gauche de laxe des y, il existe done au moins une caractéristique 
aboutissant à l'origine. Je veux maintenant prouver qu'il n'existe certaine- 
ment pas plus d'une seule caractéristique aboutissant à l'origine et située 
à gauche de l'axe des y. 

Supposons en effet qu'il en existe deux, et soient 


y = yx); y = y (x); 
leurs équations (on sait en effet qu'à chaque valeur de x correspond une 
dy 


seule valeur de y, da étant toujours fini. On aura alors 
E dia : 





d (y, — 
qm ES za) = (y, = y, [a A x (x)], 


da: 


is B(x , y,) — Bw, y.) A 
zx) = $ > Va) : \ u B(x, Y, 6 Y,), 


Ya du 





$$, désignant une série de Tavrom en 7, y, ‚Y,, et qui s'annule pour z — 0, 
y, = 0, y, =o. On-aura done y(o) = o. 

Cela posé, on peut déterminer un nombre positif o suffisamment petit 
pour que 


2 AN d - 
Ix(z)| <=, pour |z| € c. 
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On en conclut alors que 


y. = (y, — 1, )e% ; 
ÿ, et 7, désignant les valeurs y,(x,) et y,(x,), et x, une valeur négative 
de x dont la valeur absolue est < oe. 
Pour les valeurs de x situées entre x, et o on aura alors 


0 
r 
> 
1 «a 
— [ — dr 
gm 


t 


o o = 
I» —%1> lt —Ale * 
7 1% al, 

ce qui est contraire a notre supposition que ces caractéristiques vont toutes 
deux à l’origine. 

Il n'existe done qu'une seule caractéristique aboutissant à l’origine et 
située à gauche de l'axe des y. 

Les nombres » et c seront done dans ce cas 


C = 2; 


et l'axe des y positifs ainsi que l'axe des y négatifs pourra être prolongé 


au delà de l'origine, à gauche de l'axe des y (voir Fig. VII). 





2) a< 0; m = nombre pair. 
Ce cas se réduit au précédent par la substitution x = — £, ce qui 


nous donne 
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, 


et l'axe des y positifs, ainsi que l'axe des y négatifs, pourra être prolongé, 
à droite de l'axe des y, au delà de l'origine. 

3) a > 0; m = nombre impair. 

Pour la partie du plan, située à droite de l'axe des y, on démontre 
qu'elle forme une région nodale de la même manière qu'au cas (1). Au 
moyen de la substitution z — — £, on s'assure que la partie du plan, située 
à gauche de cet axe, forme aussi une région nodale. On aura donc 


Dans ce cas l'origine est un Ned. 

4) a<o; m = nombre impair. 

Pour x 0 la discussion est la méme que pour le cas 2), et pour 
x « o elle est la méme que pour le cas 1). On en conclut que 


Ges DE. 
L'origine dans ce cas sera done un Col. 


35. Envisageons maintenant un système d'équations différentielles 


or = ae + fy + X, 
(14) ; 

dy S 

Ji OUEN 


Meet E, désignant des séries de Tayntor dont tous les termes sont de 
dimension > 1, et désignons par y, et y, les racines de l'équation 


Ne Je 


(15) | Te 


e mr 
| a RCM 


36. Les différents cas qui peuvent se présenter sont les suivants: 


I y, et p, sont réels et de méme signe. 
4 2 u 
Pour fixer les idées nous supposerons que y, et y, soient tous les 
deux > oO. 


Au moyen d'une substitution linéaire convenable 


& — ax + by; PCR dy; 


Acta mathematica, 24. Imprimé le 10 février 1900. 
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on obtient alors 


dé UE 

noci is A Ao; 
(16) 

2 = up + Y 

dt = {7 2) 


X, et Y, désignant des séries de Tartor dont tous les termes sont de 
dimension > 2. 


On aura done 


„ds dy =2 2 Eve = 
ae a ap ai H3?) nr en 


ce qui met en évidence que 


go ys o, pour |&é| < 0, || < 6, 


quand 9 est un nombre positif suffisamment petit. 

Une caractéristique, passant par un point du cercle &° + 7° = 4^, 
entrera done à l’intérieur de ce cercle, quand ¢ ira en décroissant, et n'en 
pourra done plus sortir, quand ¢ ira en décroissant. Mais à l'intérieur de ce 
cercle il n'existe pas de caractéristique fermée, car sur une pareille caractéri- 


| 5 d 


: ë : 5 RER £ dn 
stique Et 7” aurait une valeur maxima ce qui conduirait à oF +7 | — 
€ 


: dt — 
Il est done évident que la caractéristique aboutira à l'origine, qui dans ce 
cas sera un Noeud. 

Le seul cas où on ne parvient pas à un système de la forme (16) 
est celui où y, et y, sont égaux, et alors au moyen d'une substitution h- 


néaire convenable on aura 


dey a, bide 
di (TS sis X5, 

dy _ 38 T7 
UNES AG ar Tete Ya 


Soit maintenant x une quantité positive suffisamment grande pour que 


xp, e. gis À£» zi n 
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soit une forme quadratique définie, on aura 


ET + 17 > o tant que [8| € 2, |y| € ?, 


9 désignant une quantité positive suffisamment petite. 
Soit 
xw + 7? = 0; 
une ellipse suffisamment voisine de l'origine; on prouve, de la méme manière 
que ci-dessus, que par chaque point de cette ellipse passe une caractéristique 
aboutissant à l'origine. 


Dans ce cas on aura done toujours 
€ = 0; n= 1; NO} 
37. Il. y, et m, sont réels et de signes contraires. 


Posons alors 
Lie 2:05 fp = —b <0; 


Une substitution linéaire convenable nous donnera alors 


dé fo E 

dms US. SP A 
(17) dy = 

= Mt, 


ou X, et Y, ne contiennent que des termes au moins de la seconde dimension. 
La substitution 





hem 
nous donnera alors 
dy, — —(b + a), + Sy 
ae a + &p 


€ et d désignant des fonctions holomorphes. Les développements du n° 34 
nous apprennent alors que cette dernière équation possède exactement quatre 
branches de caractéristiques aboutissant à l'origine. Deux de ces branches 
seront données par € — 0, à laquelle correspond le point £— 0, 7 = 0 
des équations (17). 

Il existe done deux, et pas plus de deux, branches de caractéristiques des 
équations (17), qui aboutissent à l'origine et y ont pour tangente 7 — O. 
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On prouve de la même manière qu'il existe deux, et pas plus de deux, 
branches de caractéristiques du système (17) aboutissant à l'origine et 
ayant € = O pour tangente. 

Mais toutes les caractéristiques du système (17) qui aboutissent à 
l'origine devant y avoir une tangente déterminée, aussitôt qu'il en existe 
une seule aboutissant à l'origine avec une tangente déterminée, on voit 
que les caractéristiques aboutissant à l'origine doivent y avoir des tangentes 
dont la direetion est déterminée par l'équation 


= 


£y — ©. 


On en conclut enfin qu'il n'existe pas plus de quatre branches de carac- 
téristiques du système (17) qui aboutissent à l'origine. 
On aura done toujours dans ce cas 


CR AE NRC 


38 IT a =A os A I RE 
Pour fixer les idées nous supposerons en outre que À > Oo. 


Une substitution linéaire réelle convenable nous donnera alors 


dé 


"m 16 — À, ste x, 


d a E 
qi AE Am dX. 


L'équation déterminant les tangentes possibles à l'origine ser: 
À [4* ae 7] 0 
d'où l'on conclut que l'origine dans ce eas est un Foyer ou un Centre. 


SIA >40, On aura 


us dy PD) 2 = = 
Sai RES S +47 ER 73 
cest à dire 
E dy h de ^ N 
ne pour |é| < 2, Ix| s 2, 
si ö est une valeur positive suffisamment petite; on prouve alors, comme 
au eas I, qu'une caractéristique, passant par un point suffisamment voisin 


de l'origine, aboutira à l'origine. 
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On aura done dans ce cas 





€ — O; DNS A, = O; 


et l'origine sera un Foyer. 
Pour le cas où A, = 0, cas qui sera traité dans le chapitre suivant, 
nous renvoyons le lecteur à l'intéressante discussion de M. Pomcart.' 


39. IV. y, — 0, mais p, est différent de zéro. 
Au moyen d'une substitution linéaire convenable 


x — az, + by,; y — cz, + dy, ; 


on obtient alors 





da: 
pes 73 
dt = ^s + Xx 
1 
(18) 
dy, 7 
d y, — km, +%,, 
X,+ et Y, désignant des séries de Tayror ne contenant que des termes 


de dimensions plus grandes que q, et 1, et X, un polynome de di- 
mension 4, > 1. La variable auxiliaire /, est liée à l’ancienne variable 
( par la relation dt, — dt. L'équation déterminant les tangentes possibles 
à l'origine sera alors 

2, (y, — ka) e: 


Nous prouverons d'abord qu'il existe deux, et pas plus de deux, branches 


de caractéristiques du système (18) aboutissant à l'origine et ayant 7, =o 


pour tangente. 
Mettons à cet effet 


py, = Ey, 
on obtient 
d = — §1—ki + ug] + 59; 
deo À 
dy NE X 
dt, PR VAR: mn or x) 





! Voir PorxcARÉ, Sur les courbes définies par des équations différentielles, Journal 


de Math. 1885, pages 172—193. 
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€,d et y désignant des séries de TayLor convergentes pour des valeurs 
suffisamment petites de & et de y,. Or pour ce système l'équation (15) devient 


e Ds 


ce qui fait voir qu'il passe 4, et pas plus de 4, branches de caractéristiques 
par le point £— 0, y, =o, dont deux sont données par l'équation y, —0, 
à laquelle correspond le point x, — o, y, — O du systeme (18). Il existe 
done deux, et pas plus de deux, branches de caractéristiques du système 
(18) aboutissant à l'origine et ayant x, — © pour tangente, l'une étant 
située au-dessus et l'autre au-dessous de l'axe des x.. 

On en conclut done que toutes les autres caractéristiques qui abontis- 
sent à l’origine ont la tangente déterminée 


y, — hz, =. 
Posons done 

y — (k, YA) 
ce qui donne 


on Ts y, — ke, + Y. 


N x — E yn} - 
(19) ur da, ASA 5 ( T Ys); 





X,, désignant les termes de la plus petite dimension dans le dénominateur. 

Si g, = 0, cette équation se réduit à une équation pareille à celle 
que nous avons traitée au n° 33. 

Si au contraire g, > ©, on doit observer qu'il nous suffit d'étudier les 
aractéristiques aboutissant à l'origine et ayant y, —k,x, — o pour tangente. 
On prouve en effet, de la méme manière que ci-dessus, que l'équation (19) ne 
possède pas plus de deux branches de caractéristiques aboutissant à l'origine et 
ayant æ, — O pour tangente, d'où l'on conclut que la droite x, — o est la seule 
caractéristique aboutissant à l’origine avec cette tangente. La substitution 


OR RTI) e 
donnera alors une équation de la forme 


qnot dy, EUREN ka, d ER ph! 


AE = AX EE EGET cm . €, 





où X, désigne un polynome de dimension g, et Y;, X,,, et ¢ des séries 
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Ses BR : : 
de Taytor dont les deux premières ne contiennent que des termes des di- 
mensions respectives > 2 et q, + 1. 

Si q, > O, nous ferons la substitution 


Yo 


3 


= (k, + y,)2,- 
En continuant ainsi, au moyen de la substitution 


Via = (ya + Y) Ti 


on parviendra à l'équation 





7(A—1) 
(1 3 qot ca di; S CU Ed kao, + Y 2 "iesu m 
9 a; Eur M no coe WE Le 
de, Xa, + Xp 


où X, est un polynome de dimension g, en x, et en y,, et e une série 
de Tayıor. Il nous suffira d'étudier les caractéristiques de cette équation 
aboutissant à l'origine et ayant y, — k,z, = O pour tangente. 

Je dis qu'en prenant À suffisamment grand, on parviendra toujours à 
une pareille équation (19’), où g, = o. 

On aura en effet 


(20) Y —y—h,z, + Y,— x, [y — hot + Y,]=...= DAE [y; — 5, + Vere |i 
20 
Bs Ne En Ne ee a ee ee So Xe Eh 
Mais en faisant 
ax, + Ph = &, yt + 95 = 9, 

les constantes a, 8,7, 9 étant des constantes convenables, on aura ' 

Y — [jy — e (8e? 

X = [y^ + (Ely +... 4), 


¢,¢,,---,%,,, Bet P, désignant des fonctions holomorphes des variables. 


We c fob Are PAC De ita 2 
ae a 7 — e(«) 





, 





1 Voir Wererstrass, Zinige auf die Theorie der analytischen Functionen sich be- 
viehende Sülxc. Math. Werke, Tome II. 
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on aura 
9 h (Ey = = E E \ — gg 
7^ + PE) +... + da — la — PILE, 9) = te 

où P(£) est une série de TayLor et s un nombre entier. 


En exprimant les variables €, 7 en y,,#,, les équations (20) et (21) 





nous apprennent que le premier membre de cette dernière équation est di- 
visible par aj’. Or le second membre ne sera divisible que par x), si 


a ak ph, #0, car on a 
& — (a + fk, + By,)v, 
— (a+ Bhj)z, + Bhat + fad 


Aprés un nombre A> s + 1 de substitutions on parviendra done nécessaire- 
ment à une équation différentielle (19’) telle que X,, soit une constante. 

On distinguera alors les trois cas suivants: 

I. Silona X, > 0, q, +9, +... +91 — nombre impair. 

Il n'existe pas de caractéristique de l'équation (19') traversant l'origine, 
et on en conclut que le système (18) ne possède pas de caractéristique 
traversant l'origine. 

On aura donc 


II. Si X, «0, 9 79 egi nombre pair 

Alors il existe seulement deux caractéristiques de l'équation (19’) abou- 
tissant l'origine, si l'on ne compte pas la caractéristique x, — o à laquelle 
correspond le point #, = 0, y, — O du systeme (18). 

Nous avons done 4, et pas plus de 4, caractéristiques du systéme 
(18) aboutissant l'origine, ce qui nous donne 

qm DES Op 

II. Si enfin X, +0; qd, + q + :..+ %-ı = nombre pair. 

Il existe alors deux caractéristiques de l'équation (19’) traversant 
l'origine. Ces deux caractéristiques correspondront évidemment à deux ca- 
ractéristiques du système (18) traversant l'origine de telle sorte que l'une des 
branches de chacune de ces caractéristiques aboutira à l'origine et y aura 
æ, — o pour tangente, tandis que l'autre y aura y, —k,x, — o pour tangente. 
Nous aurons alors 


7 
{ 
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40. On s'assure enfin aisément que le système (18) ne possède jamais 
de région nodale fermée appartenant à l'origine. 

En effet, sil y avait une pareille région nodale fermée, il existerait 
toujours une infinité de caractéristiques aboutissant à l'origine avec la tan- 


gente déterminée y, — k,x, = o et pour À, = + © et pour /, = — cc. 
A la tangente 7, = © ne correspond en effet pas plus de deux branches 


de caractéristiques. 


On en concluerait que le système 


an == Ya Ky, + Y; FE at 7 (hy x Yo)[ Xz, sls X, a] 


aurait une infinité de demi-caractéristiques aboutissant à l'origine pour 
t, = + ainsi qu'une infinité, y aboutissant pour = — 00. De la même 
manière on s'assurerait qu'il existerait une infinité de demi-caractéristiques 


du systéme 


dæ 
1 G+ dat +) a 73 
SUA Uere ESTA. X 
dt, ; [Xs ar nil 
dy; os TÀ—1l h—1 7 € 
di 5 mse du g[X,, nis X a] 
1 
aboutissant à l'origine pour /, = + co, ainsi q'une infinité y aboutissant 
pour ii = — co. 


Or ce dernier système possède tout au plus une région nodale et pas 
de région nodale fermée. Les caractéristiques de cette région nodale abou- 


tissent done toutes à l'origine pour 4 = + co, s'il y a une seule d'entre 
elles y aboutissant pour 4 = + co, et on en conclut qu'il n'existe pas 
une infinité de caractéristiques aboutissant à l'origine pour f£, = — co. 


Nous pouvons réunir dans le théoréme suivant les résultats obtenus 
pour tous les cas traités jusqu'ici. 


Quand les racines de l'équation (15) ne sont pas toutes les deux égales 
à zéro, la mature du point singulier x = Oo, y — o, du systeme (14) sera 
complétement déterminée par la valeur de i, et on aura 


eol acis an —(1:-—i(2--3); | m=O. 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 12 février 1900, 8 
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Dans le cas, au contraire, où les deux racines de l'équation (15) sont 
égales a zéro, on voit aisément qu'il ne suffit pas de connaître la valeur 


de i pour savoir déterminer la nature du point singulier. 


Supposons enfin que les deux racines de l'équation 


41. 
ap, P 
=O 


| or »9—a 


soient toutes les deux égales à zéro. 
Au moyen d'une substitution linéaire convenable on peut alors réduire 


le système d'équations différentielles à la forme suivante 





dæ = 
Um 25 X, ls Xr 


dy, 


dp EN 


í, étant une nouvelle variable auxiliaire convenable. 


En faisant 


on obtient 


dE = 
d m E 
(22) 
dp _ DRE Y 
lium N ag) x3 2» 
eur 


X, et Y, ne contenant que des termes dont la dimension est 
Nous traiterons d'ailleurs ce cas plus tard. 





oc 
eo 
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CHARI TRE TV. 


Cas où le polynome zY, — yX, (ou 4, ;) n'a pas de facteur 
linéaire réel multiple. 


42. À cause des développements des pages 34, 35 au moyen d'une 
substitution linéaire convenable on peut réduire le systéme d'équations diffé- 
rentielles à l'une des formes suivantes: 


dx, 


dt = xe Ge ) y) Eis An 





QUO 
(23) n 


dt = y, (v, ) y) = A, 
où z,Y, — y, X, ne s'annule pas identiquement, et 


an d Quar, , 4i) 7 Xs 
(23°) 


dt = Un Qa, ) y) Es Vor 


La substitution peut en outre être choisie de telle manière que les poly- 
nomes X, et Q, , soient encore assujettis aux conditions 


X, (o >) W) zt O, Q,=(0 ) y) AE O. 


Nous ne traiterons en général dans ce chapitre que le cas où aucun des 


polynomes 
%, l m que Un X et (uc (v, , y) 


ne contient de facteur linéaire réel multiple. 
Envisageons d'abord le systeme (23). On devra distinguer deux cas 
D à À : 


suivant que #, Y, — y, X, a des facteurs linéaires réels ou non. 


Th 


43. I. Supposons d'abord que x, Y,, — y, X,, n'ait pas de facteur li- 


néaire réel. 
On sait qu'il n'existe pas alors de caractéristique aboutissant à l'origine 
avec une tangente déterminée, et l’origine sera alors un Foyer ou un Centre. 
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Pour pouvoir décider lequel de ces cas aura lieu, nous ferons la sub- 
stitution 
Zz, — p COS 0, 
y, =psin6, 
ce qui donne 


do plcos 0X, (cos 8 , sin 0) + sin @Y,,(cos 8 , sin 8) + oP| 
dd cos OY, (cos 4, sin 8) — sin 0X, (cos 0 , sin 0) + pe ? 





P et @ désignant des séries de TavroR en po, cos #, sin #, convergentes 
tant que p est suffisamment petit. 
A cause des suppositions faites la fonction 


cos AY „(cos # , sin 0) — sin 6 X, (cos 0 , sin 6) 
ne s'annule pour aucune valeur de 0. On peut alors développer le second 
membre de la dernière équation en série ordonnée suivant les puissances 
entières positives de p, ce qui donne 


d 1 Pa yay y 
(24) 25 = pV,(6) +:0°V,(0) +... + V0) + ..., 


où les fonctions V, sont des fonctions rationnelles finies de cos # et sin 4. 
Soit p(0 , o,) l'intégrale de cette équation prenant pour 8 — o la valeur 
p,- En donnant à |,| une valeur suffisamment petite, la fonction (0, o,) 
d'après un théorème bien connu de M. PorwcanÉ,' peut alors être dé- 
veloppée en série procédant suivant les puissances entiéres positives de p,, 
convergente pour ces valeurs de o,, tant que o < 0 — 27. On pourra par 


conséquent écrire 


p (8 , po) = pw (8) + rw) +... + os (0) + . ... 


Or on sait que 
0(0 , My) = Pos 


ce qui nous donne 
u, (oO) —.T; u,(0) — 0. RE 


En introduisant cette valeur de #(#, o, dans l'équation (24) et en égalant 





* Voir Poincaré: Méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste. Tome I, page 58. 
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les coefficients des diverses puissances de p, dans les deux membres de cette 
équation, on obtient une série d'équations différentielles auxquelles doivent 
satisfaire les fonctions %,, à savoir 


y) 








d 2 
du 2 Vg) 
du, V 27 

(25) mie LT AU 

\ 
d 
a = u;V,(0) + 2u,u, V,(0) + u? V, (8), 


Les fonctions #, seront complètement déterminées par la condition que 
uo (0) — Oh, pour p 2 30 
Supposons maintenant que les g — I premières fonctions w, soient des 
fonctions périodiques de 0, mais que #, ne soit pas périodique. 
Supposons pour fixer les idées que 


u,(27) — w,(0) = —h < o. 
On aura alors 


o(27 , py) — p(o , Po) = pi— h + 9% H1(27) — «(9)] + .- 1: 


^ 
^ 


En prenant 9 suffisamment petit on aura donc 


^ 


p(2z, 9) —p(0 , po) <O pour o << 0. 


On en conclut que 
0 (0 , Po) > P(27 , 0) > P(4T , Po) > ---- 


La caractéristique du système qui rencontre la droite y — © au point p, 
rencontrera donc cette droite de nouveau en des points de plus en plus 
voisins de l'origine. Il n'existe donc pas de caractéristique fermée dans le 
voisinage de l'origine, et ce point sera done un Foyer. 

La condition nécessaire et suffisante, pour que l'origine soit un Centre 
est done que toutes les fonctions uw, soient des fonctions périodiques de 6, 
et dans ce cas l'origine sera évidemment entourée par une région où toutes 
les caractéristiques seront des courbes fermées. 
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Quant à la question de savoir si les fonctions #, sont des fonctions 
périodiques ou non, on doit observer que l'on peut toujours par des calculs 
algébriques déterminer, si la fonction #, est périodique ou non. Mais, 
quand il s'agit des fonctions uw, où » > 1, Jes difficultés sont beaucoup plus 
erandes. On devra faire alors une étude analogue à celle que j'expose dans 
mon mémoire Sur les équations différentielles linéaires à solutions périodiques,” 
pour pouvoir déterminer si dans ce cas, l'on peut s'assurer par des calculs 
aloébriques si w, est une fonction périodique ou non. 


44. IL Si au contraire x, Y, — y, X,, a des facteurs linéaires réels, 
nous ferons la substitution y, = 4$,*, ce qui nous donne 


dy Ve (1 , 7) T 2X» (1 , 2) +2 bá 


qd. — md 
1 da 


Xm(1 , 2) Ir ©, XxX 





, 


X et Y désignant des séries de TayLor en x, et en 7. 
Soient A, — k, — ... « k, les différentes racines réelles de l'équation 


Yeh; 7) —— XG, (1 2) Os 


on sait que, a cause.des suppositions faites, 
d 7 7 " 
az Ls Cres CE Zn 


En vertu des développements du chapitre précédent on sait alors dé- 
terminer complètement la nature de chaque point singulier, v, — 0, x — À,, 
de l'équation (26). En particulier on sait qu'il passe par un tel point, #, — 0, 
7 = k, au moins une caractéristique autre que la droite x, — o. Il existe 
done certainement des caractéristiques du systéme (23) aboutissant à l'origine 
avec une tangente déterminée. On en conclut que toutes les caractéristiques 
aboutissant à lorigine y ont des tangentes déterminées. 


Les directions des tangentes possibles seront alors données par l'équation 
Y ) m — Yi X, E (9u 


Au moyen de l'hypothèse que X, (o , 7) + 0, on a fait en sorte qu'il n'y 


ait pas de caractéristique aboutissant à l'origine avec la tangente x, = 0, 


1 


1 


Voir Ofversigt af Kongl. Vet. Akad. Fórh. 11 Mars 1896. 
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et on a evité de cette manière la discussion des points à distance infinie 
de l'équation (26). 

On déterminera done toutes les catactéristiques du système (23) aboutis- 
sant à l'origine, si l'on sait déterminer toutes les caractéristiques de l'équa- 
tion (26) aboutissant aux points singuliers 2, — 0, z — À,, probléme que nous 
avons résolu dans le chapitre précédent. 

Observons d'abord que, s'il existe une caractéristique de l'équation (26) 
traversant le point rz, = 0, 7 = k,, laxe des 7 est nécessairement l'une 
des branches de cette caractéristique. On en conclut que les deux branches 
d'une caractéristique du système (23) qui traversent l'origine n'aboutissent 
pas en ce point avec la méme tangente. Si lune de ces branches aboutit 
à l'origine avee la tangente y, — k,x, = o, l'autre y parviendra ou avec 
la tangente y, — k,,,%, = 0, ou avec la tangente y, — k, ,v, = 0. 

Etudions les divers cas qui peuvent se présenter, en nous bornant 
pourtant, pour fixer les idées, aux caractéristiques situées à droite de l'axe des y. 
Désignons à cet effet par P,, P,,..., P,, les différents points + — 0, z — 5, du 
plan des z,», et par Z,, la partie de l'axe des 7 interceptée entre P, et P,;. 

On devra distinguer les cas suivants 


1) L,, peut étre prolongé au delà de P, et de P,,;. 


v v 


Soit alors (Z,, , Z,) la caractéristique traversant P,, et (Z,,, L,,;) celle 
traversant P,,,. Soient de plus Z; et Z/,, les caractéristiques du système 
(23) correspondant à Z, et L,,, de l'équation (26). Il est alors évident 
que la caractéristique (Z;, Z/,,) traverse l'origine. Car par un point très 
voisin de Z,, et situé entre Z, et L,,,, passe alors une caractéristique qui 
ne rencontre pas l'axe des 7 et qui est située entre Z, et L,,:. Par 
le point correspondant du plan des z,, y, passe alors une caractéristique 
n'aboutissant pas à l'origine, et située entre L; et L/,,. 


2) L, peut étre prolongé au delà de P,, mais L, finit en P,,,. 


Si L, désigne le prolongement de Z,, et Z/ la caractéristique du plan 
des z,, ¥,, correspondant à Z,, on s'assure aisément qu'une caractéristique 
passant par un point du plan des (7,, y,) trés voisin de L, et situé audessus 
de cette courbe, finira en P,,,. La caractéristique correspondante du plan 
des 7,,j5,, s'arrêtera done à l'origine et appartiendra à une région nodale 
ouverte. 
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Si L, peut être prolongé au dela de P,,,, mais finit en P,, on s'assure 
de la même manière qu'il existe une région nodale ouverte dont les ca- 
ractéristiques aboutiront à l'origine avec y, — k,z, = Oo pour tangente. 

3) Si enfin Z, s'arrête et en PD, et-en P,,,, il est évident qu'une 
aractéristique passant par un point trés voisin de Z,, s'arrêtera et en P, et 
en P,,,. La caractéristique correspondante du plan des z,, y, appartiendra 
done à une région nodale fermée. 

C'est done seulement dans le cas 1) que le système (23) possède une 
caractéristique située à droite de l'axe des y et traversant l'origine. Elle 
traversera alors l'origine d'une manière telle que l'une des branches y ait la 
droite y — k,z =o pour tangente, et que l'autre parvienne à l'origine avec 
la droite y— k,,,2 = o pour tangente. 

Il est évident que ce procédé s'applique aussi au cas où il s'agit de 
déterminer, s'il existe une caractéristique traversant l’origine et dont les 
deux branches y auront pour tangentes les deux droites y, — k,x, — o et 
y, — kr, — ©. On doit seulement observer que par un point trés voisin 
de l'axe des 7, situé à droite de cet axe et au-dessus de la droite 7 = k,, 
passera une caractéristique s'éloignant vers l'infini et dont le prolongement 
sera une caractéristique très voisine de l'axe des 7, située à gauche de cet 
chose dont on s'assure aisément 


axe et allant de y = — co vers 7 = k,, 


en effectuant la substitution x, — £y, et en étudiant l'équation différentielle 





y dé EE XP I) — €Y,,(€, I) + ny ONG 
E “ays Yale, I) + 9% 


entre les variables & et y,. 


45.  Envisageons maintenant le systeme (26’). La substitution y, = 2,7 





donnera 
dy 7(&, , 7) 
4 P—1 4 = 
(27) — == di id ee EEE 
de, Qm—1(1 , 7) E L 71 = 
Comparer à ce sujet le n° 23. 


Supposons d'abord que r=1. L'équation (27) n'aura done en général 
pas de point singulier situé sur l'axe des 7. Par chaque point x, = 0, 
7 — k passe alors une caractéristique à laquelle correspondent deux carac- 
téristiques du système (23) aboutissant à l'origine et ayant y, — kx, — 0, 
pour tangente. 
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On distinguera alors les cas suivants: 

I. Si Q,(1,4)+0o, la caractéristique du plan des x, , x, passant par 
le point 7,0, 7=k, passera de l'un côté à l'autre de l'axe des y, et il 
s'ensuit que les caractéristiques voisines couperont de méme nécessairement 
cet axe. 

Les caractéristiques du plan des x, ,,, correspondant aux demi-carac- 
téristiques du plan des x, , 7, situées à gauche de l'axe des 7, aboutiront done 
toutes à l'origine, ce qui met en évidence que toutes ces caractéristiques 
appartiennent à une région nodale. 

Il en sera évidemment de même pour les caractéristiques du plan des 
X, , %, correspondant aux demi-caractéristiques du plan des x, , 7, qui sont 
situées à droite de l'axe des y. 

IL Si au contraire Q,_,(1,k)—0, y(o,k)+o, on devra distinguer 
deux cas suivant que la première dérivée de Q, ,(1,*) qui ne s'annule 
pas pour z — k est d'ordre pair ou est d'ordre impair. 

Si son ordre est un nombre pair, la caractéristique passant par le point 
T, = O, 7 =k, passera de l'un côté à l'autre de l'axe des », et la discussion 
sera identique à celle qui vient d'étre faite. 


uA dB ¥ 








(64 


Fig. VIII. 


Si au contraire la première dérivée de Q, (1, 7) qui ne s'annule pas 
est d'ordre impair, la caractéristique Z passant par le point x, — 0, z =k sera 
tangente à l'axe des 7 (voir fig. VIII) et sera située de l'un des côtés de cet 
axe, ce qui met en évidence que les caractéristiques voisines, situées de l'un 
des côtés de Z, couperont l'axe des 7 en deux points voisins du point x, — 0, 
y7=k et que les caractéristiques situées de l'autre côté s'éloigneront de l'axe 
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des 7. A la caractéristique Z correspondra done dans le plan des x, , y, 
deux branches de caractéristiques Z’ et L; aboutissant à l’origine avec la 
méme tangente y, — kr, = 0, et situées toutes les deux du même côté de 
laxe des y, et il est alors évident que la caractéristique (Z’, Z;) traverse 
lorigine (voir Fig. VIII). 

De l'autre côté de laxe des 7 une caractéristique voisine de Z ira 
couper l'axe des 7 en deux points, ce qui met en évidence que l'on aura 
dans le plan des «,,¥, une région nodale fermée située de l'autre côté 
de l'axe des y,. 

Aux caractéristiques passant par des points de l'axe des 7 voisins du 
point zr, = Oo, 7 =k correspondront dans ce cas dans le plan des x, ,Y, 
une caractéristique traversant l'origine et une région nodale fermée. 

Si l'équation 

GG ; N) — © 


a s racines réelles dont aucune n'est racine de y(0,7)=0, il existe alors 
en général s courbes intégrales traversant l'origine et s régions nodales 
fermées. 

III. Si Q,.;(1,k)—0, y(o, k)—0o, le point z, —0, z—X est un point 
singulier qui sera en général de la forme traitée dans le chapitre précédent. 
L'équation déterminant les tangentes possibles des caractéristiques aboutissant 
à ce point nous montre qu'il n'y a pas de caractéristique tangente à l'axe 
des 7. Soit à, l'indice du point z,— 0, 7=k, et c, — 2(i, + 1) le nombre 
de caractéristiques traversant ce point, on distinguera les cas suivants: 


1) 4 —-——1,06,—0. Les caractéristiques passant par des points de l'axe 
des 7 trés voisins du point 2=0, z — Kk, aboutiront alors toutes à ce point. 
Les caractéristiques passant par des points où 7 < k correspondront done, 


^ot 


à une région nodale fermée du plan des x, , y,, et celles qui passent par des 


points où 7  k correspondront à une autre région nodale fermée de ce plan. 


4 
2) i =0; €, —2. Il existe alors deux courbes intégrales traversant 
le point x» — o, x — k. L'une de ces courbes sera telle que l'une de 


ses branches sera située d'un côté et l'autre de l'autre de l'axe des 7. 
A cette caractéristique ne correspond évidemment pas de caractéristique du 
plan des z,,;, traversant l'origine. L'autre caractéristique qui traverse le 
point æ = O, 7 =k, sera telle que les branches sont toutes les deux situées 
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du même côté de laxe des 7. A cette caractéristique correspond évidem- 
ment une caractéristique du plan des z,, y, traversant l'origine. 

On prouve de la même manière qu'au cas 1), qu'on aura aussi une 
région nodale fermée correspondant à x, = 0, 7 =k. 

2) tea ls JG A On voit alors qu il existe deux caractéristiques 
traversant le point x, = 0, 7 = k, dont les deux branches sont situées du 
même côté de laxe des 7. A ces caractéristiques correspondent alors dans 
le plan des x, , y, deux caractéristiques traversant l’origine, et dans ce cas 
il n'y aura pas de région nodale fermée. 

Si enfin r > 1, toutes les racines de l'équation 

QE 


nous donneront des points singuliers de l'équation (27) situés sur l'axe 
des 7, et la discussion de ces points est tout analogue à celle du cas où 
r —1. On doit seulement observer que si l'on a 


Qu.a0,5) —0; — x(o,5—o0; 
le point r, = 0, 7 — k ne rentrera pas dans les cas traités dans le chapitre 


précédent. 


CHAPITRE:'V. 


Le eas général. 


46. Au moyen d'une substitution de la forme 


y, = ac + fy, NE 
ou ad — fr > 0, 
y, = 7x + dy, 
on peut alors réduire le systeme (rr) à l’une des formes (23) et (23’). 
Si on est en présence du système (23), la substitution 


| 
L1] 


y, — (9 HRK), 
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où A, est une racine réelle de l'équation 


(28) Y„(1,92) A (no 
nous donne un système de la forme 
1& : > 
e — EX, + A) Ggl 
(29) 
d " = = 
ae = Yults% + 5) — (7 + E)X (5m FA) + Ed, 


€ et d désignant des séries de TayLor en $,,7,, convergentes dans le 
voisinage de € = o, 7, — o. 

A une caractéristique du système (23) aboutissant à l'origine et y 
ayant pour tangente y, — k,r, = O, correspondra alors une caractéristique 
du système (29) aboutissant à l'origine. 

S'il existe des courbes intégrales du premier système aboutissant à 
l'origine avec des tangentes déterminées, on les obtiendra toutes en déter- 
minant les caractéristiques de tous les systèmes (29) passant par l'origine 
(correspondant aux différentes racines de l'équation (28)). 

On doit observer de plus que toutes les caractéristiques du système 
(29) aboutissant à l'origine, y auront des tangentes déterminées, car il existe 
toujours une caractéristique, à savoir £, — Oo, qui aboutit à l'origine avec 
une tangente déterminée. 

On aura en outre 


aX + BY xd S pa ) 7h 3E k;) Ar &e], 
[r uS a (f, sis nu] X s [0 — fk, St 71)] l 
= Era , 7A + k,) mus 0 =F k,) X, (1 | 71 mE k,) + &9]. 

Si au contraire on est en présence du système ,23^, et si A, est une racine 
réelle de 
f O1 , 
(28) Quir 35) = © 
la substitution en question réduit l'étude des caractéristiques du système (23) 
aboutissant à l'origine avec la tangente y — «,z — o, à celle des caractéris- 
tiques aboutissant à l'origine d'un système d'équations de la forme 


dé R 
dt = Qu 1 ( I , 7A SF k;) = Si eg ) 

(20’) : OU ear 
dy, gr—i x^ 





di, UPS mi), 
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On doit observer pourtant qu'il nous suffit d'étudier les caractéristiques de ce 
système aboutissant à l'origine avec des tangentes déterminées car une spirale 
se rapprochant indéfiniment de l'origine de l'équation (29°) coupera nécessaire- 
ment la droite £o — o en une infinité de points réguliers et ne nous donnera 
done pas de caractéristiques du système (23’) autres que celles qu'on obtient 
en étudiant les points réguliers de la droite & — o. Dans le cas où 
l'origine du système (29') est un Foyer (ou un Centre) il n'existe évidem- 
ment pas de caractéristique du système (23') aboutissant à l'origine avec la 
tangente y, — k,z, = 0; mais cette droite sera comprise dans deux régions 
nodales fermées, l'une située à gauche de l'axe des y, l'autre à droite. 

A chaque demi-droite tirée de l'origine dans une direction voisine de 
celle de y — k,x = 0, correspondra alors une caractéristique appartenant à 
l'une de ces régions nodales fermées et aboutissant à l'origine de manière 
à y avoir pour tangente la demi-droite en question. Voir Fig. IX. 





Les expressions des seconds membres du système (29') seront données 
par les équations suivantes: 


aX + BE = SQL a(r,7 + 4) + &c], 
E € aJ ^ 7 0 £En+lfer—,,[£ 
y — alk, + 71))X alor E gea 7)) X == y ASE 71)]- 
47. Résumons enfin les résultats obtenus: Etant donné un systeme 
d'équations différentielles de la forme 


(30) da E dy aa 


al eg 
dt j dt : 
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on peut donc toujours par une substitution bilinéaire convenable réduire 
l'étude des caractéristiques de ce système à celle des caractéristiques, aboutis- 
sant à l'origine avec des tangentes déterminées, des divers systèmes d'équa- 
tions de la forme 

ae — X(& , 7h); 

(31) 


e eec lea) 
où les termes de la plus petite dimension sont de l'ordre m — m+ 1, et 


où l'on a 


[r— «(5 + yl) X + [9 — pl, +)? = FR, 


s étant une quantité égale à 1 ou à zéro, suivant que le polynome de di- 


« 


mension en zY — yX s'annule identiquement ou non. On aura donc enfin 
X = £p" (e + Im)eiX, + VEY, 
Y — elle + MEX, + iY], 

les quantités a,b,c, d étant données par les équations suivantes 


o— Bk, . eee B re ak, . d a 


ME = — — —_ : —— . 
ad — By’ ao — By’ ad — By’ ao — By 


Nous supposerons en outre que les constantes a, 2,7, 9 sont choisies de 
telle sorte que 
à — fk, + o, 


k, désignant une racine quelconque de l'équation (28) ou de l'équation (28). 


49. En éerivant la substitution bilinéaire sous la forme suivante 

£ = (a + bye; 

(33) a+o 
en 1 )E 

y = (Ce + AY1)S1) 
nous pouvons done affirmer qu'au moyen d'une telle substitution on peut 
réduire l'étude des courbes intégrales du système (30) aboutissant à l'origine 
avec des tangentes déterminées à celle des caractéristiques aboutissant à 
l'origine avec des tangentes déterminées des divers systèmes de la forme (31) 
où les fonctions X,, Y, et X, Y, sont assujetties aux relations (32). 
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49. En traitant le système (31) de la même manière on 
réduire l'étude 


systèmes d'équations différentielles 


a a X,(&, , 72), 
2 
(31°) 
dns te 
TUE ME, Yo) 


que l'on obtient au moyen de substitutions de la forme 


{al 


peut done 


de l'origine de ce système à celle de l'origine de divers 


& = (a + 0:7,)&, 
Beate 
7; = (4 + diy3)&;, 
où les termes de la plus petite dimension sont de l'ordre m, — m, + 1, et où 











QG, 1 = O, 


X en ay Oia Ga eon ells 
Y, = &n-|[e + 4.9]? X; +“ r;. 
En continuant ainsi on sera en général conduit à étudier les équations 
différentielles 
de, LR 
dt = MIE 2), 
"vy 
dy, Ry 
dt, = IS, , Hy), 
que l’on obtient au moyen des substitutions 
Sy 0,1 1 5, 217) 
N, Ve (c, 1 =F d, 1%») &v 
et ou 
€ Us —ı y-— wey yt] 7 
T = : ; [Ce SF b, 17 IS NO Es b, —1S » ; 2r ) 





Y amy 


y—1 
On aura alors 


(a + by,)(a, + bi) 


(34) 
(c + da + 01) 


Sle N | SG ri n 


- 
bo 


Ivar Bendixson. 


et 
7 eNom Em AE LL EE eme (5 
- X at Sy X, (6,5; N.) 
(35) 
5 7 NTM ny ie 
ee ARE 


où X, et Y, désignent des séries de Taytor en £& et 7, convergentes dans 


le voisinage de &, — o, 7, = o. 


50. Je dis qu en prenant » suffisamment grand, on parviendra toujours 
à des fonctions X, et Y, telles que leurs termes de la plus petite dimension 
soient tout au plus du premier ordre. 

En posant 


ha + ky =, 
he+ky=n, 


après avoir choisi les constantes h, k, h,, k, d'une manière convenable, 
on sait en effet, d'après un théorème bien connu de Wererstrass,’ qu'on 
peut écrire 


RI Br mr ee Md (CICR 
yX + OP — [n° + HT +. + pal MRO, 


les fonctions ¢,, d, ainsi que 38 et $, étant des séries de TayLor con- 
vergentes dans le voisinage de £— 0, 75:03 
En faisant 


E m E —1 ei 
o(€, 7) = 9?" + e(£)5 +... Fo), 
DE 4) 7" ede messi 


on aura alors en vertu des équations (35) 


DE | „n— lm —I+.. tm, I zb 
[LS , 7) —= "Sy AE 7); 
hí(& eed gm-—! Tm —l!: a I Tr go 
d(£,7) = 6, HE en) 


les fonctions X; et Y; étant des séries de Tayror convergentes dans le 
voisinage. de & = 07, =.0. 


Sy 





Voir Werersrrass: Pinige auf die Theorie der analytischen Funetionen mehrerer 
Veründerlichen sich bexiehende Sätze. Math. Werke, tome II. 


Sur les courbes définies par des équations différentielles. 73 


Appliquons maintenant la méthode de la recherche du plus grand com- 
mun diviseur aux deux polynomes en 7, ¢ et &. On pourra alors déter- 
miner deux polynomes en 7, L(E, 7), M(&, x) dont les coefficients sont 


des fonctions holomorphes en £, tels que l'on ait 
(36) L(E, 9). ¢(€, 9) + ME, x). dE, 7) = BE), 


a Aue PQ NE z R se 
$ désignant une série de Tayror en &, convergente dans le voisinage de 
£ — o, et que l'on pourra mettre sous la forme 


NW E) = ES eh 


(e 


où s sera un nombre entier facile à déterminer et ®, une autre série de 
Taytor convergente dans le voisinage de & = o. 
Choisissons enfin les constantes 7 et & de sorte que l'on ait 


ha + ke + 0, 


et introduisons dans l'équation (36) les nouvelles variables &,, 7,. 

Les équations (34) nous apprennent alors que le second membre de 
l'équation (36) est divisible par £j mais ne l'est pas par £;*'. Le premier 
membre sera au contraire divisible par £7 tm tttm, 

Il s'ensuit que si » 5 l'une des quantités m — 1 , mj— 1, ..., m, ,—1 
sera nécessairement égale à zéro. 


Il est done établi qu'on parviendra toujours à un système de la forme 











dé, = 
-= X(E 
dt, AS ) My), 
dr, > 
(2 = 
3b — LE, 7), 


où les termes de la dimension minima sont au plus du premier ordre. 


CARE de 


51. On pourra done toujours, à l'aide de la méthode de réduction 
développée ici, réduire l'étude de l'origine du système (30) à l'étude des 
courbes intégrales de diverses équations différentielles dont les termes de la 
plus petite dimension sont au plus du premier ordre. Les seuls de ces sy- 
stèmes que nous ne sachions pas encore traiter sont ceux de la forme (22), 
et il ne nous reste donc à traiter qu'un système de cette forme. 
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Observons d'abord que les caractéristiques de ce système aboutissant à 
l'origine avec des tangentes déterminées y aboutiront avec 7 — a£ — o 
pour tangente. 

Au moyen de la substitution 


9 = (a + »)6, & —6 


on obtient alors 


dé, Le = 7 
n = 9n + pl, 
(37) 
dn, 9 = " \ 
2 dc 3r &(& » Yi) 


€ et d désignant des séries de Taynor. 
Si d(0,0) ne s'annule pas, les caractéristiques aboutissant à l'origine 
avec des tangentes déterminées y aboutiront toutes avec £,— o pour tangente. 
En faisant alors 


Sir 


Cl 


on obtient 


d», _ 
ice ae 


ic zo (0, 0) Sr Ps, 
(38) 
dx, 


dt a 2017) ES zd (o, 0) AF €3, 


d, et c, ne contenant que des termes de dimension supérieure à 2. 
L'équation déterminant les tangentes à l'origine sera ici 


2,2 (22,9 (0, 0) — 37) = o. 


Toutes ces tangentes étant distinctes nous savons traiter le système (38) 
à l'aide de la méthode du chapitre IV. 

La substitution 7 = (a + y,)€ conduira donc à un système que nous 
savons déjà traiter ou à un système (37) tel que d(0,0)—0, dont les termes de 
la plus petite dimension seront évidemment d'ordre 2. En traitant ee système 
par notre méthode de réduction donnée dans ce chapitre, on parviendra ou à 
un système que nous savons déjà traiter ou à un système de la forme (22); ce 
dernier conduira à un système dont les termes de la plus petite dimension sont 


d'ordre 2, dans le cas où il ne conduit pas à un systéme que nous savons traiter. 
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Mais l'équation (36) met en évidence que nous ne pouvons pas ren- 
contrer plus de s pareils systémes d'équations dont les termes de la plus 
petite dimension sont d'ordre 2, et il s'ensuit que nous parviendrons toujours 
à des systèmes d'équations différentielles que nous savons traiter. 


Cea qu Eod: 


52. La méthode de réduction développée ici offre la plus grande 
analogie avec celle qui a été employée par Werersrrass pour l'étude des 
fonctions algébriques; je l'a d'abord publiée dans un mémoire présenté à 
l'académie des sciences à Stockholm le 9 nov. 1898 et intitulé Sur les points 
singuliers des équations différentielles. 

En appliquant cette méthode de réduction on sera donc conduit à 
étudier une suite d'équations différentielles de la forme 


(39) mm 2 = Ww + ba: + C + B(x , y) 


où % désigne une série de Taytor convergente pour des valeurs suffi- 
samment petites de x et de y, et ne contenant que des termes au moins 
de la deuxiéme dimension. 

Si ¢ + o, le point x — o, y = o, est un point régulier. 

Dans le cas oü toutes les équations différentielles (39) qu'on doit 
étudier sont telles que r — 0, y =o est un point régulier, on en conclut 
quil n'y a pas de caractéristique aboutissant à l’origine avec une tangente 
déterminée, et l'origine sera alors un Foyer ou un Centre. Inversément il 
est évident qu'il existe toujours au moins une branche de caractéristique 
aboutissant à l'origine avee une tangente déterminée, pourvu que l'une des 
équations (39) que l'on aura alors à étudier soit telle que ¢ = o. 

Dans le cas oü il existe des caractéristiques aboutissant à l'origine avec 
des tangentes déterminées, notre méthode permet toujours de déterminer les 
nombres € , 2» , n. 

Dans le eas au contraire oü il n'y a pas de caractéristique aboutissant 
à l'origine avec une tangente déterminée, notre méthode ne permet pas de 
décider si on est en présence d'un Foyer ou d'un Centre. L'étude de 
ces cas semble en général offrir des difficultés considérables que je n'ai 


pas su vaincre. 
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GEBASTBTIERIB AVETE 
Quelques théorèmes relatifs aux cas où X et } sont des 
polynomes. 


53. Dans le cas où X et Y sont des polynomes, on peut étudier les 
caractéristiques à distance infinie de la même manière que dans le voisinage 
d'un point singulier ordinaire. Supposons en effet que nos équations soient 


de la forme 


TON | 

(40) 
dy la ns ; 
dt = gl (x ) y) = 1 alt , 9) — } ) 


où X, et Y, sont des polynomes de dimension g, et où X, ,, Y, , ne 
contiennent pas de termes de dimension > q — 1. 
Nous ferons une substitution de la forme 


a 
a? + y , 


y 
CIN y : 


<1 


(41) Le 


A un cercle z* + y? = R?, dans le plan des w, y, de rayon très grand À, 


correspond alors un cercle, z? + y* = dans le plan des x, y de rayon très 


I 
Ri 
Reti : Nn qu = 
petit E Il nous suffit done d'étudier le point z — 0,  — o dans la nouvelle 
Ji 


équation en x et en y qu'on obtient. 
Or les équations (40) donnent 

dy I 2" 7 r r 

dt @+y) [r(rY — yX) — y(xX + yY)], 

(42) = ; 
da — I = = = = 

E "tim vp [y(r Y — y X) + z(rX + yY)]. 


On aura done 
di a y (ex + yY|—alxY — yX] 


(43) da a {aX EH yY] + y[zY — y X] 





(er) 
X(z, 7)’ 
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où Y et X sont des polynomes en x et y dont les termes de la plus petite 
dimension sont 


y[rX,(x, y) + yY,(,y)] — 2x Y, (x, y) — yX,(z , y)] 
et 
v[rX,(r,y) + y Y,(2,v)] + »(rY,(v, y) — YX, (x, , 9]. 
L'équation déterminant les directions des tangentes à l'origine nouvelle sera 
aY (a, y)— yX,(z,y) = o 


et on en conclut que les directions des tangentes à l'infini du système (40) 


seront données par 
(44) zY (x, y) — YyX,(x, y) = o. 


On doit comparer à ceci la méthode de projection employée par M. Poincaré 
pour l'étude des points à l'infini. 

Si l'équation (44) par exemple n'est satisfaite par aucune valeur réelle de 
v l'infini sera un Foyer ou un Centre. Cela correspond chez M. Poincaré 
au cas où l'équateur est une caractéristique qui ne passe par aucun point 
singulier. 

Les autres cas étudiés par l'illustre géomètre sont ceux où l'équation 
(44) n'a pas de faeteur linéaire réel multiple. 

Le cas où l'équation (44) est identiquement satisfaite correspondrait, 
ce me semble, dans la terminologie de M. Poincaré, au cas où chaque point 
de l'équateur est un point singulier. 

Le nombre total des points singuliers (y compris le point à l'infini) 
étant dans ee cas un nombre fini, on peut donner la forme suivante au 


théoréme VII de la page 28: 


Théorème. Une demi-caractéristique L sera ou bien une courbe fermée, 
ou bien s'approchera indéfiniment d'une caractéristique fermée, ou enfin 
s'arrétera dans un point singulier. 


Il sera toujours possible de faire la discussion complète des caractéri- 
stiques du système (40) dans le voisinage des points singuliers à l'aide 
des méthodes développées dans ce mémoire. 


I 
co 
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Quant à la détermination des caractéristiques fermées, c'est un probléme 
d'une nature beaucoup plus compliquée. Pour l'étude de ce probléme nous 
renvoyons le lecteur aux travaux de M. PorwcamÉ. 

I] existe pourtant un cas où il est facile de s'assurer qu'il n'existe pas 
de caractéristique fermée. C’est quand l'équation 


ne représente pas de courbe réelle. On aura en effet 


(TX a A 
II Eo: + 3 Jo" — m és — Xdy, 


A 


S désignant une courbe fermée, et A l'aire comprise à son intérieur. Si 
S est une caractéristique fermée, on aura donc 


EST — 0% 





ce qui met en évidence L4 l'aire À doit être traverséee par l'une des courbes 
satisfaisant à l'équation 5 2 = —=0 = 

54. Maintenant soit i, l'indice du point x — o, y — o de l'équation 
(43) et soient 7, , à, , ..., i,, les indices des différents points singuliers finis 
Dc Ae) e p. du système (40) Nous voulons prouver que la relation 


suivante 


(45) DE cm os 
subsiste toujours. 
A cet effet soit J l'indice de la fonction 
aX + RZ 
aY —yX 


pour un contour fermé C entourant l’origine, et soient P,, P,, ..., P, les 
points singuliers du système (40) situés à l’intérieur de C. On aura alors 
la relation 


(46) I-2——d4—i45—...—i 
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En effet supposons qu'on ait choisi les axes de telle manière qu'aucun des 
P, ne soit situé sur l'axe des x. Les seuls points où le numérateur et le 
E Lu s'annulent simultanément sont P, 
P,...., P., et l'origine. L'indice 7 sera donc égal à la somme des indices 
xX + yY 
EY pe 

Or cette fonction passe par zéro de la même manière exactement que 
la fonction 





dénominateur de la fonction 


de ces points pour la fonction 


. ^ ^ x . v ON 
(voir page 40). On en conclut que J est égal à l'indice de cette dernière 
fonction sur le contour C. Mais au point P, l'indice de la fonction 


4 7} 


24 24 7 1 ; x dab LA als: ? à 
Ex est évidemment égal à — i,, et à l'origine son indice est égal à 
— I, ce qui met en évidence que l'équation (46) a lieu. 

Maintenant prenons pour contour C le cercle z? + y? = R*, comprenant 
à son intérieur tous les points singuliers P,, P,,..., P, du systeme (40). 
Quand le point x, y, parcourt le cercle x? + y? = R° dans le sens 
AE E = I 
positif, le point correspondant x, y, parcourt le cercle z^ + y° —=—; dans 


22 
le sens positif. Or on a 
eX+yY eX + yY 
zY—yX 2xY—yX° 





^ 
à 


L'indice du second membre sera sur le cercle C égal à Li, + 1 et celui 
; P 5 EA 

du membre premier sera sur le cercle 2° + y^ =, égal à — 4, — I 
qui finalement donne 

m 

in + Zi, = — 2. 

»-l 
En désignant par c’ et m; les nombres € et », correspondant au point P,, 
cette relation peut s' écrire 


"m 


(45°) c^ — n? + Al nr] = 2(m — I). 


On peut en conclure quelques résultats intéressants. 
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1) Dans le cas où il n'y a pas de point singulier fini, le point à 
l'infini sera nécessairement un point singulier auquel appartiendront au moins 
deux régions nodales fermées. 

2) Dans le cas où m > 2, il existera nécessairement des caractéristiques 


traversant un point singulier. 


55. Observons enfin que la relation (46) n'exige pas que X et Y 
solent des polynomes. En appliquant cette relation à une caractéristique 
fermée C entourant l'origine, on s'assure aisément que J est égal à zéro. 
A cause de la relation 

do TX + yY 


Sy Oe 
a Oi mee ee yX 
T sera en effet égal à la différence entre le nombre des valeurs maxima et le 
nombre des valeurs minima de p que l'on obtient, quand un point parcourt 
le contour C. 
Or il est évident que le nombre de valeurs maxima est égal au nombre 


de valeurs minima, ce qui donne | 
/ == © 
On pourra done énoncer le théorème suivant 


Soit C une caractéristique fermée et soient d, , 1, , ..., i, les indices des 


points singuliers situés à l'intérieur de C, on aura 


PE OC an eai Ll 


Il est évident qu'on pourrait obtenir le théorème (III) comme consé- 


quence immédiate de ce dernier théorème. 


oo 
un 


Sur les courbes définies par des équations différentielles. 


CERASPIT IRB SV DE 


Sur le caleul des integrales par des approximations successives. 


56. Nous avons prouvé dans les chapitres précédents que l'étude des 
caractéristiques dans le voisinage d'un point singulier se réduit toujours à 
celle de plusieurs équations différentielles de la forme 


d 
(47) Die = = ay + br tele, y), 


€ désignant une série de Taynor ne contenant que des termes de dimen- 
sion > 2, convergente pour |«| € 2, |v|<e, et a désignant une quantité 
différente de zéro. 

Pour effectuer le caleul des intégrales il suffit donc de traiter les 
équations différentielles de cette forme. ! 


57. Pour fixer les idées nous traiterons ici le cas où m — 2» et 
a > O, et nous écrirons alors notre équation de la manière suivante: 


(48) RUES fay + 5x + ex, y)], a, > 0: 


Nous donnerons une méthode d'approximations successives à l'aide de 
laquelle on peut effectuer le calcul des intégrales de cette équation dans 
le voisinage de l'origine. 


E : £ bx + c(x,O 3 - 
A cet effet soit JZ la valeur maxima de ————— , et soit N la va- 


X 


€ 9c = N 
leur maxima de _ , pour FA ESSAI VI EST 
y a 





* Comparer à ce sujet mon mémoire: Sur les points singuliers des équations diffe- 
renlielles, Ofversigt af K. Vet. Akad. Fórhandlingar, Febr. 9, 1898, où j'ai 
développé la méthode donnée dans ce chapitre d'une maniére un peu différente de celle 
exposée ici. 
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En prenant y, suffisamment petit on peut alors faire en sorte que 


l'on ait 


I 


Le I pour I" S e; Ip] E o 


La quantité o, étant ainsi déterminée, on déterminera la quantité positive 


M- 
E 
- a, 


(49) PT < Pi: 
N 


o en sorte que l'on ait 





Soit maintenant x , y,, un point du plan tel que l'on ait 
O<m<p; w|€e 


et soit y(x) l'intégrale de l'équation (48) qui prend pour x = x, la valeur 
yy. On sait alors que y(0) = o (voir page 45) et on pourra calculer de 
la manière suivante les valeurs de y(x) pour o < x < p. 

Déterminons d'abord la fonction y, de manière qu'elle satisfasse à 


on d 
DE = = (2n — 1)[aqy, + dx + (x, 0)] 


et qu'elle prenne la valeur y, pour x = x. 
Avant formé ensuite l'équation différentielle 


EX AI 
Grue js = (2n — 1)[a,y, + 61x + ¢\(x, y)] 
aa 





on déterminera y, par la condition qu'il prenne la valeur y, pour «= a. 


En continuant ainsi on déterminera y, de manière qu'il satisfasse à l'équation 





on C 2 
dz = (2n "I Lay SF ba + eit ) mes dem 2, erc 
et qu'il prenne la valeur y, pour x = x. 


Je dis qu'alors l'intéerale y(x) sera donnée par l'équation 


y(x) = y + Dye —y,), pour o < z € x, 
v=| = 3 
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58. En effet observons que la méthode de résolution bien connue 
des équations linéaires donne 


a, ay a ^ Hn 7 ; ) 

Seren SEDET DE LUS — 

so) 4, urea Zen: > erlernen ' da: 
2 


x Y= ODay owe 


Observons encore que si lim y, ,— 0, cette équation donne lim y, =o. 





z=+0 z=+0 
On a en effet 
Ye Men er | 29) (on 1)e*"" dx 
: 





(x) désignant une fonction continue telle que lim y(x) = o, et e une 
z=+0 


quantité positive très petite. Les deux premiers termes du second membre 
tendront vers zéro quand z tend vers + o. Le dernier terme pouvant 
s écrire 
E ay a; 

ay = 


€ | Z9) (on — 1)e% ‘dx = y(x;) — 


gn 




















x, étant une valeur de z située entre æ et e, on en conclut que cette 


expression tend vers zéro quand ¢ et r < e tendent vers zéro. 
Revenons maintenant à l'équation (50). On en tire 


T, 

TRES NC ) 
= (£y) — Pıla , Yo =o 
LES | ANP a x Yon — rye" da. 
z^ 








Yori Y, 
* 
x 


Tant que les fonctions MW. et Ye seront < 0: en valeur absolue Jour 
Jy Jy—l T2 
o < CS T,, on aura 


To 


"Nu — ua | AX S anl 
= PRE Gat 2 


ay 


[a1 — VIS PS | 


dx pour o<r<m,. 
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Désignons enfin par m, la valeur maxima que prend la fonction Iv,— ». i] 
pour o<r<z,, on aura 
To 


Ir A= 
Ped N ; T 
|o —y,|<e "m, | == (27) 1e mare 


2 
qm 


a, 


t 
XD. 


En effectuant l'intégration, on obtient 


N zb 
EE — y, | Zumal Ze: ee pour o € xz «m, 
5 = ” = 


ou finalement 


N 
My UN, = | POUT OR TE 
" — A 
1 


Cette dernière inégalité subsiste tant que les fonctions y, et y, , sont < p, 
en valeurs absolue pour o < xr <x,. Or l'équation (50) donne 


Zo 








ay a a » n e o) a, 
2n— 2n— n— I,% av, I2n-1 
era Tee [ette = (2n — 1)e*"" da 
= 
ou enfin 
To 
ay ? a, 
a NOT ea, 
lyj<pte * [5 (2n — 1)e*" dx 
a 
M3 
«p| 1 + — |< pour o SAS An. 
Us — => 


On en conclut que 
À N M 
m, < m, E an |: 4 IL pour o € x < m, 
a, a a, >> — 


d'oü 
M N 
Is] pr — al + lal e| + |: +. |<. 


De cette inégalité on tire 





INNEN M 
My < Mm, = z | + « le pour o < # S. 


1 1 ay 
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d'où l'on conclut 
M NON: 
[ys] < my + me +m<olı+, | +. + le. 
1 z € 


En continuant ainsi on voit que l'on a 


N 
m se m, pour OW GS mo 


1 


et on obtient 





Cette derniére inégalité met en évidence que la série 


pe) =A + Zn — 9). 


est uniformément convergente pour O < x < #,. 


L'équation 
m-4-m' d 
q^ A dz (Yar = y.) — (2n Saad 1)[a, nn — Yınzı) T Ci (EC Les) TA €, (2,9,.)] 
v=m+1 E] 


< (zn — ı)la, vus — Yn+1 | a5 Ne zm n | 


= Cd Me ST : 
nous apprend alors que la série des dérivées x +1 — Y,) est uniforme- 


ment convergente pour e<2<z,, € étant un nombre positif aussi petit 
que lon voudra, et il s'ensuit que la fonction y(x) satisfait pour toutes 
ces valeurs de x à l'équation différentielle donnée. Or ¢ étant aussi petit 
que l'on voudra, la fonction y(x) représentera l'intégrale cherchée de l'équa- 
tion (48) pour o <x <x,, et comme la série s'annule pour © = o, elle 
représentera aussi pour cette valeur de æ l'intégrale cherchée. 


59. Nous savons de cette manière calculer toute caractéristique aboutis- 
sant à l'origine et située à droite de l'axe des y. A gauche de cet axe il 
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n'existe plus qu'une seule caractéristique (voir page 46), et la méthode 
s'applique au calcul de cette caractéristique de la manière suivante. 

Nous commencerons par prouver qu'une équation différentielle 


od EDS ( 
a = (2n — ı)ay + (x), 
da ; f 


où d(x), pour des valeurs négatives de z, est une fonction continue telle que 


lim g(z) =o 


) 








z=—0 
possède une seule intégrale qui s'annule pour 7 = — o. 
En effet l'intégrale générale de cette dernière équation pouvant s'écrire 
T 
a, a a, 
=. ol ites wee 
e. qen—l Y o (x) gq2n-1 
y=e C+ | earn? dx 
LE 
is; 
où C est une constante arbitraire, on voit qu'il faut avoir 
0 
a a 
x Ha ars 
CE | gx) ) qx ‘dx 
g^ 
t 
E 
que lim y s'annule. L'intégrale s'annulant pour x = — pourra 
your que lim y s’annul L'intégral innulant pour 4 O, pour 
z=—0 
done s'éerire 
0 
ay ar a 
CO) 
Ye | — a ' dz pour — u, — z <0. 
22 er 


En appliquant notre méthode d'approximations successives à l'équation (48) 
nous déterminerons maintenant y, de maniére que l'on ait 


x?" d, 


da E Ug s ba sn eic , o)] 


et que lim y, = o. 
= 


= — 0 


Nous déterminerons ensuite y, en sorte que l'on ait 


on ay 
Ta D Y 


de an Diam + be + ei, v) 


et que lim y, — o. 


r-—0 


oo 
-1 
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En continuant ainsi on obtient en général 





0 
ay a ai 
esce [SEP MTM Era ve eee: 
y, =—e* | : P a er "(2n — 1)dx, Decanum. ae 
T 
pour — d, — c. 9 
et 
0 , 
a a a; 
DELIS S| Oy —— a | zon 
luco | ta cae | i = leu — 1)e dx, 
5 x 
tant que [7] <p,, [y | € oi 
dot l’on conclut enfin que 
N 
mus M, - a > pour — Xo <2 <0, 


1 


m, désignant, comme au cas précédent, la valeur maxima de ly, — uem pour 
— «4, <x <0, et l'inégalité ayant lieu tant que les fonctions y, et y, , 
sont < o, en valeur absolue pour — x, < x < o. 


On prouve maintenant de la méme manière qu'au cas précédent que 


ac 
Im, 
v=0 


est convergente, d'où l'on conclut que les séries 


o o 
SU) 
y(z) = A + 2a 9) vds da a 9) 
y=] = & 
sont uniformément convergentes, la premiere pour — x, < x — o, la seconde 
pour — z, < y < — e, s étant une valeur positive aussi petite que l'on 


voudra. Il s'ensuit enfin que y(r) est une intégrale de l'équation (48) 
telle que lim y(z) = o. 
Fac Cd d. 


Il est évident que la même méthode s'applique au caleul des inté- 
grales de l'équation (47), quelles que soient les valeurs de m et de «. On 
doit pourtant observer que dans le cas où m i et ow 4 0, on aura 


x 


^ 


AIT dx. 


0 * 
z 
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SUR QUELQUES POINTS DE LA THÉORIE DES DÉTERMINANTS INFINIS 


PAR 


HELGE von KOCH 


a STOCKHOLM. 


Si l'on a deux déterminants normaux ' 


A — [A2]; esse. To) B= [B5]; e=1,2,.., +» 
": , PE Y * ^ Re) 
et qu'on désigne par C; l'une quelconque des quatre séries 


(X) Lj AyBy, 2; AgBe, Z;4:B,;, Uj An Bu 


kj) 


on sait, d'après ce que j'ai démontré précédemment, ” que le déterminant 
C des Cy, est normal et que l'on a 


ABC? 


Après avoir étendu, dans le mémoire cité, une partie des résultats 
valables pour les déterminants normaux à une classe un peu plus générale 
pour laquelle M. VivanTI® a proposé ensuite le nom de déterminants nor- 
maloïdes, j'ai dit sans démonstration, qu'à ces déterminants s'applique aussi 
le théorème de multiplication. Mais je n'ai pas remarqué que cet énoncé 
n'est exact qu'en adoptant pour C, la seconde ou la troisième des va- 


leurs (2). * 





‘ Pour abréger, j'appelle ainsi les déterminants infinis désignés par le nom de 


déterminants de la forme normale dans un mémoire précédent (Sur les déferminants in- 
finis el les équations différentielles linéaires, Acta mathematica, t. 16). 

Go cit not? 

* Annali di matematica, Ser. II, t. 21, p. 27. 

* Pour corriger cet erratum qui n'a d'ailleurs aucune influence sur les autres ré- 
sultats du mémoire cité, il suffit de lire (page 236 ligne 7 en remontant) 8 et 13 au 
lieu de 8, 12 et I3. 
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Cette remarque a été faite par M. Cazzanica dans une note récente.” 

La lecture de cette note m'a rappelé une difficulté plus grave que 
j'ai rencontrée en cherchant à étendre le théorème en question au cas gé- 
néral des déterminants absolument convergents. 

Après avoir résumé, au § 1, quelques résultats obtenus dans mon 
travail Sur la convergence des déterminants d'ordre infini? j'étudie au § 2 
cette question de la multiplication des déterminants absolument convergents 
en m'attachant surtout au cas des déterminants de genre fini. 

Dans le paragraphe suivant, je passe à l'objet principal de ce travail, 
savoir l'étude d'une classe nouvelle de déterminants infinis pour lesquels 
je propose le nom de déterminants Aypernormaux et qui jouent un rôle 
important pour l'étude de certains systèmes d'ordre infini d'équations diffé- 
rentielles linéaires. 


Cette application se trouve brièvement indiquée au § 4. 





1 Annali di matematica, Ser. III, t. 2, p. 229. M. Cazzamiga cherche à 


étendre l'étude à une classe plus générale de déterminants (»normaloidi generalizzati») 
définis par les conditions suivantes: le produit ITA;; des éléments diagonaux converge 
absolument et il existe deux suite de quantités (non nulles) a; (à = I,2,..) et y; ( = 1,2,..) 


vi 
Ss — A ik : (tk) 


telles que la série 


converge absolument, et telles, en outre, que le produit 


vy 
Yi 
converge absolument. Il faut remarquer que cette classe n'est pas distincte des 


déterminants normaloides. En effet, il résulte des conditions énoncées que la série 


ya ‘enn. SK DC but 

— Au (t + k) [ainsi que la série — Ai, (à + &)) converge absolument. 
A op LE E = 

i, E 


* Bihang till K. Sv. Vet.-Ak. Handl. Bd. 22. Stockholm 1896. 
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§ 1. Généralités sur les déterminants absolument convergents. 


I. Soit donné un tableau a double entrée, illimité a droite et en bas: 


An A zs 
dos Al. 
(1 | 21 22 23 
An Zale "ds 


(2) A 


converge absolument et formons une suite de nouveaux produits en laissant 
fixes les premiers indices des facteurs A;; et permutant successivement les 
seconds indices de toutes les manières possibles; attribuons à chaque pro- 
duit le signe + ou le signe — selon la parité ou l’imparité du nombre 
des transpositions nécessaires pour passer du produit initial (2) au produit 
considéré. Si la série qu'on peut former avec tous ces produits a une 
valeur A finie et déterminée (c'est-à-dire indépendante de l'ordre des termes), 
nous dirons que le déterminant des À, converge absolument! et a pour 


valeur A; et nous le désignerons par l'une ou l'autre des notations suivantes: 


A= Mas se p ar AA ANS 


2. Designant par A, le déterminant formé avec les 2 premières lignes 
et les n premières colonnes du tableau (1), on démontre facilement (voir Sur 
la convergence des déterminants d'ordre infini, p. 5) que, A étant supposé 
absolument convergent, on a 


lim A,-— A (pour » = + co). 








! J'ai donnée cette définition dans une note présentée à l'Académie des Sciences 


de Paris. (Comptes rendus, 30 janvier 1893.) 
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3. Definissons les sous-déterminants de A. Dans le tableau (t), 


remplaçons les éléments 4,4, Ai, , - - , 4;, par l'unité et les autres élé- 
ments des lignes 4,,..,i, par zéro. Si le déterminant du tableau ainsi 
obtenu converge absolument, nous l'appellerons sous-déterminant ou mineur 


d'ordre r du déterminant A et nous le désignerons par 


(BET i | 
NIST TEE 
Il est clair que ce déterminant reste inaltéré si lon y remplace tous 
les éléments des colonnes 4, .. i, (sauf ceux déjà remplacés par l'unité) 
par zéro. 
Si tous les mineurs d'ordre fini qu'on peut ainsi former convergent 
absolument, nous dirons que fous les déterminants du tableau (1) convergent 
absolument. 


4. Ceci posé, j'ai démontré (loc. cit. n° 5) le théorème suivant: 


Pour que le déterminant des A, et tous ses mineurs convergent absolu- 
ment, il faut et il suffit 
1? que le produit des éléments diagonaux converge absolument ; 
2? que la série formée avec tous les produits circulaires converge ab- 
solument ; 5 
3° que la série formée avec tous les produits demi-circulaires appartenant 
à un élément quelconque converge absolument. 


Par produit circulaire j'entends tout produit de la forme 


(3) 2: À;,;, c A 


fed, 

les indices à étant supposés distincts; je le dis d'ordre k — 1 si le nombre 
des facteurs A est k. Par produit demi-circulaire d'ordre Æ j'entends tout 
produit de la forme 


(4) a dH 


teed 
tous les 2 étant distincts. 


Désignant le produit (3) par (à .. 4), le produit (4) par (à, .. à ; 444) 
les trois conditions énoncées peuvent se résumer ainsi: 
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Le produit 
(5) IT;4, 


converge absolument; 


la série 


+ 
(6) PET) 
k=2 d. 
converge absolument: 
la série 
+» 
(7) Eee) 
kl. 


converge absolument quels que soient a et f. 

Dans chaque terme de la série (6) les à, . . 2, sont distincts et, pour 
que chaque produit circulaire ne figure qu'une seule fois, il faut supposer 
que-l’un des indices, par exemple le premier, soit inférieur aux autres. 

Dans la série (7) les indices à, .. 7%, ne sont assujettis qu'à cette con- 
ditions que les indices 4, .. 7, définissant un terme quelconque doivent être 


différents de a et p et distinets entre eux. 


5. Dans mon mémoire eité plus haut (Acta mathematica, t. 16) 


on 


jai donné (n° 7) divers modes de développement d'un déterminant de forme 
normale. On peut démontrer sans difficulté que tous ces développements 
restent valables pour un déterminant remplissant les conditions précédentes. 
Par exemple, A étant un tel déterminant, si l'on pose 


A; = 1 + ay, Ay = Ay (i=) 


^ ^ . 
on a le développement suivant 


A; A; ay, | 


UA PIS ur 
et ce développement reste convergent si lon y remplace tous les a, par 
leurs valeurs absolues et que, dans tous les déterminants qui y figurent, 


on prend tous les termes avec le signe +. 
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6. Soit 


une suite de quantités (non nulles); j'appelle substitution multiplicatoire et 


je désigne pas 


Au; Au 
| XE 


, " ; > 5 = v; 
l'opération qui consiste à remplacer partout les A, par A,— . 
Ty 


Il résulte immédiatement de la définition adoptée plus haut qu'un dé- 
terminant absolument convergent reste inaltéré par une substitution multi- 
plieatoire quelconque. 


On vérifie aussi que, par cette substitution, un mineur quelconque 


, 





PS LAN s à is s : 
( | du nouveau déterminant est lié au mineur correspondant de l’ancien 
Mo T): kc, 
par la relation . 
UA b^ 4e mi, me lan N 
} SEN ". " 
des ever les Wir NE: à. d, 


7. Etant donné un déterminant infini, si l'on veut décider s'il con- 
verge absolument ou non, la règle précédente est, dans des cas particuliers, 
assez facile à appliquer; mais, en général, on la trouvera trop compliquée. 
J'ai done cherché des règles de convergence plus simples remplissant les 
deux conditions suivantes: 

Chaque règle donne des conditions suffisantes pour la convergence 
absolue ; 

la règle °°° s'approche, pour » très grand, autant que l'on veut de 
la règle générale qui donne les conditions nécessaires et suffisantes. 

Voici le théorème que j'ai obtenu: ! 


Pour que le déterminant des A, converge absolument, il suffit 

1° que le produit des éléments diagonaux converge absolument; 

2° que la série formée avec tous les produits circulaires d'ordre 1 
21 — 2 converge absolument; 


27555) 


50 


3° que la série formée avec tous les produits demi-circulaires d'ordre 
n,n-+ I,.., 20 — I converge absolument. 








Mém. cité (Sur la convergence des déterminants d'ordre infim) $ 3. 
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Ces conditions remplies, pour que tous les mineurs de A convergent 
aussi absolument, il suffit que la série formée par tous les produits demi- 
circulaires appartenant à un élément quelconque A,; et d'ordre inférieur à 
n converge absolument.” 


Si ces conditions sont remplies, je dirai que le déterminant des A, 
est de genre m — 1. 

Si ces conditions ne sont remplies pour aucune valeur de », je dirai 
que le déterminant est de genre infini ou qu'il m'a pas de genre. 

Si ces conditions ne sont remplies qu'après une substitution multiplica- 
toire convenable, je dirai que le déterminant des A,, est semblable à un 
déterminant de genre n — 1. 


8. Pour » — o les trois conditions se réduisent à une seule: la con- 
vergence absolue de la série Xa; (4; = 1 + a, Ay = a,)” de sorte que 
l'on retrouve la règle de M. PorvcAnRÉ et l'on tombe sur les déterminants 
normaux. Si la série 


> | a | 


diverge mais peut être rendue convergente moyennant une substitution 
multiplicatoire convenable, le déterminant des A, est normaloide. 
Done, selon notre terminologie, les déterminants de genre zéro se 
partagent en deux classes: déterminants normaux et déterminants normaloïdes. 
Pour » — 1, la règle précédente coincide avec celle que j'ai donnée 
dans la note citée plus haut (Comptes Rendus 1:893) et peut se ré- 
sumer ainsi: 


Pour que le déterminant des A; et tous ses mineurs convergent absolu- 
ment, il suffit que les trois séries 


25 ds Dida, 2 a,.a,a, 
1" ) SENS LATE ikl 1) Jk ^ Kl 





Cette dernière condition est vérifiée d'elle-méme s'il n'y a dans A aucune ligne 
ni aucune colonne dont tows les éléments non-diagonaux s'annulent. Cette hypothèse est 
toujours légitime puisque, dans le cas contraire, on peut remplacer A par un de ses 
mineurs (Cf. loc. cit. n° 11). Dans tout ce qui suit nous ferons donc cette hypothèse 
qui nous dispense de la condition supplementaire. 


* Cette notation sera conservée dans ce qui va suivre. 
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convergent absolument: ou bien, que ces séries peuvent être rendues convergentes 
moyennant une substitution multiplicatoire convenable. 


9. La règle n™ énoncée plut haut se. simplifie beaucoup si l'une des 


deux conditions suivantes est remplie: 
2|a; < K (pour toute valeur de i), 
2a; K (pour toute valeur de 7), 


A désignant une constante. En effet, dans ce cas, la converge absolue de 


la série 22 (ih... 4; à) pour k > n + 1 est une conséquence nécessaire de 


d.k 


la convergence absolue de la méme série pour k = n + 1. 


10. Il est facile de démontrer que les éléments d'un déterminant 
de genre n — 1 satisfont encore aux trois conditions suivantes: 
1° La série 
s® = La 


ma ii, 
dy. dk 


a; 


tt, -- 


a 


Te x 


converge absolument quel que soit X. 
2° La série 
(b gs 
Der —— 2 iO .. d 


ty. dk 2 = 
converge absolument quel que soit A. 


3° La série 


= La 


Ü..ie-1 


(bs. 124, 


Bü “ire Tk o 


formée avec tous les produits demi-circulaires d'ordre quelconque A et ap- 


partenant à un élément quelconque A,, converge absolument. 


82. Sur le théorème de multiplication. 


11. Nous pouvons venir maintenant à la question de la multiplica- 
tion de deux déterminants 


A = KERN , B — FRA a ee 


absolument convergents. 
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Posons 
(1) CP = AB, 
(II) À) = AB... 
(III) DRAP 
(IV) C? = A.B; 


Nous dirons que la loi de multiplication » est applicable aux déterminants 
A et D si les trois conditions suivantes sont remplies: 

Les séries 

CY (i,k=1,2,.., +2) 

convergent absolument; 

le déterminant des C® converge absolument; 

ce déterminant est égal au produit AB. 

Cette définition admise, nous commencerons par démontrer le lemme 
suivante : 


Pour que la loi de multiplication » soit applicable, il suffit que le dé- 
terminant des C converge absolument, C désignant ce que devient CY quand 
on y remplace tous les À et tous les B par leurs valeurs absolues. 


En effet, posons d'abord 
Y —_.mû(i) c C a) 
C, = CR, CC 


Le déterminant € des (€, étant supposé absolument convergent et 
chaque terme du déterminant C des C, étant inférieur (ou égal) en valeur 
absolue au terme correspondant de C, il est évident que C converge ab- 
solument. 

Par défimtion on a 


(9) C = eA, DA; B,; “ay 


la sommation s'étendant a toute permutation 


(10) DATE 
des nombres 1, 2,.. et à toute valeur entière et positive des 
LATINE 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 6 mars 1900. 13. 


98 Helge von Koch. 


et e désignant + 1 ou — 1 selon que la permutation (10) peut se déduire 
de la permutation 1,2,.. par un nombre pair ou impair de transpositions. 
Le développement (9) étant absolument convergent, nous pouvons 


ranger les termes ainsi: 


CHA NT D fto 


\ 


(11) > (X cheb sa gx 


Or, la série entre crochets étant nulle quand deux des indices i,7,.. 
sont égaux, il suffit d'étendre la sommation à toute permutation 7,7, .. 
des nombres 1, 2,... 

De plus, comme pour une permutation queleonque 7, 7, .. des nombres 


I 2 


y jC one 


on a 


2 eB, By. — + B ou —B 


n 
BY, oe 


à l'aide d'un nombre 


selon que cette permutation se déduit de 1,2,.. 


2 
pair ou impair de transpositions, la somme (11) se réduit à la suivante 
BD EA,A, — DA 
(5e 


ce qui donne bien 
ANS 


La démonstration est la méme si, au lieu de la définition (D, on 
adopte pour C; la définition IT, III ou IV. 


12. Passons à la multiplication de deux déterminants de genre # — 1. 


Soient done 


A= MAS ee B= PRES Re 


et supposons que les 4A, et les Db, remplissent les conditions énoncées 
plus haut. 

Remarquons aussitôt qu'il est facile de former des exemples où toutes 
les quatres lois de multiplication ne sont pas vraies simultanément Prenons 


par exemple le déterminant suivant 


ace | 
Pi I a, 5 | 
| EC OR | 
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qui intervient dans la théorie des fractions continues! et qui converge ab- 
solument toujours et seulement si la série 


(12) & B, pls ayy + am 


converge absolument. 
Pour que ce déterminant soit de genre un il suffit évidemment de 


supposer 
1° que la série (12) converge absolument; 


2° que la série 


x [|| an ass |] [1s] xls | Bis |] 
converge; 
3° que les a; et les f, restent moindres, en valeur absolue, qu'un 
nombre positif. A. 
Si nous prenons par exemple 


(i=1,2,., +0) 


ces trois conditions sont vérifiées. Or, si l’on prend le carré du détermi- 
nant A et cherche à appliquer la première loi de multiplication on trouve 
pour C; la valeur suivante: 


Cy = 1 + ai C; = 1 + Bi + aj G>1) 


ce qui, la série 2%, étant divergente, montre que le produit //C;; diverge; 
done, le déterminant des C; n'étant pas absolument convergent, la pre- 
mière loi est en défaut. (Il en est de méme de la loi IV.) 

Au contraire, on vérifie sans difficulté que les lois II et III sont 
applicables dans le cas considéré. 

Voici un théorème qui, dans la plupart des cas, permet de décider si 
le théorème de multiplication est applicable à deux déterminants donnés de 


genre "T m 





! Voir ma note: Quelques théorèmes concernant la théorie générale des fractions 
continues. Ofversigt af K. V. A. Fórhandl. Stockholm 1895. 
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Pour que les lois IT et III de multiplication soient applicables à deux 
déterminants A et B de genre n — 1, il suffit que tout élément A, et que 
tout élément B,, soit inférieur en valeur absolue, à l'élément correspondant 
P4 d'un déterminant de genre m —- 1. 

Pour que les lois I et IV soient applicables, il suffit que, quels que 
soient i et k, l'élément À, soit inférieur à Pj et l'élément Bj inférieur à 
P, en valeur absolue. 


En effet supposons d'abord 
(13) ee | Bal = Pa 


les P; étant des nombres positifs formant un déterminant de genre » — 1. 
Introduisons pour abréger la notation symbolique 
A(i,..%) = A; Ais - - 


A (i, c 2 5 Cate) E AAA 


die d, * 


Aii 
A 


deni 
pour désigner les produits circulaires et demicirculaires d'un. déterminant 
quelconque. Par hypothèse, le produit //P; converge absolument, la série 


(14) 2 Pi ..%) 
1k 
converge absolument pour k = 1,2,..,2n — 2 et la série 
/ , Q . E ss 
(14’) PAR) 
1.141 
converge absolument pour k — »,n -4- 1,..,2n — 1. 


De là résulte que la série (14) converge absolument quel que soit k 
et que la série (14) converge absolument dés que k>n. 
Posons maintenant 


(15) C = AS 


ce qui donne, pour i = k, 


ee. G+9 


y n° 
En tenant compte des conditions (13) et de la convergence absolue de la 
série I P(ÿ), on voit done que le produit 
ij 


he 


converge absolument. 
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Pour i + % la formule (15) nous donne 


(15) (Gal < K(Pa + Y Püj 0) 


|C@,..4)|< KP Be e +2 PET àJ) | 


Ca) es E RBG. e E LEES Pin s 4) | 


ye dde deck yu 


Les séries entre les crochets dans cette formule sont en nombre fini 
et, dans chacune d'elles, ne figure que des produits circulaires d'ordre in- 
férieur à 2%. 


Done la série formée par les produits circulaires d'ordre i 
ER . 
Ich, eu) 


converge absolument pour toute valeur de 4. 
Il nous reste à examiner la convergence des séries formées par les 
produits demi-circulaires. 


La formule (15) nous donne 


2 . . AUD I 7k . - ET Es . . 0,72 . 7) 
ER N [Pl ERIS VOR) sta. +2 BR RUIN USER) | 
1s JE 
d'où 
N . naher rk 2 ES Wi OP DAN eg 

> ICS) SR 1.2 PG ste thea) ELLE Pie ue: ha], 
DEO SS! 1 kel UH Jy e+ Jk 

ce qui montre que la série du premier membre converge dés que k > x. 


Done le déterminant des C, est de genre m — 1. 


On voit de la méme manière que le déterminant des éléments Cx 





Cp 2,4, Bie 
est de genre » — I. Or, de la convergence absolue du déterminant des 


C, on peut conclure, nous lavons vu plus haut, que le déterminant des 
C, est égal au produit du déterminant des A, par celui des D,. 
Done, dans lhypothése (13), la loi de multiplication II est applicable 


^ 


et l'on voit de la méme manière que la loi III l'est également. 
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Si l'on suppose au contraire 
? ) 10725: 
Aa | BS, | Ba | € Py 


les P, formant un déterminant de genre #:=— 1, on peut démontrer, d'une 
manière absolument analogue, que les lois I et IV sont valables, c'est à 


dire que le déterminant des C; 
, 78 , E 
(OF: — 2,4, By ou iE — AB, 


est de genre # — 1 et égal au produit AB. 


$ 3 Sur une classe nouvelle de déterminants. 


* . . ^ ^ © = I ^ ^ 
13. J'arrive maintenant à une classe de déterminants qui, en général, 
sont de genre infini. Cette classe est définie par le théorème suivant: 


Pour que le déterminant des A; et tous ses mineurs convergent absolu- 
ment, il suffit 

1° que le produit ILA;; des éléments diagonaux converge absolument; 
2° qu'il existe deux suites de nombres positifs 


DE 
et 
I Ele 
telles que la serie 
(16) ST = SE cM 
converge et telles que 
(17) Aus. +8 


Remarquons d'abord qu'il est toujours permis de supposer la somme 
(16) moindre que l'unité. En effet, dans le cas contraire, après avoir choisi 


m de telle sorte que l'on ait 


SES wtp Sr S aa TS + MS SI 
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on choisira un nombre A suffisamment grand pour que l'on ait 





SUIT xis ee E Sys 1 
: K HR SPEM Det s Saal! Dna ae Si 


et posera 


Ax ; 
DE *K (Don EEE), 
By = Ay (pour i > m); 
on remplacera le déterminant A des A, par le déterminant B des B,; 
on aura 


I 
? — 
B = K m 





et, pour P, la condition en question sera évidemment vérifiée. 
Supposons donc 


(18) Su Sum eMe cse 


et formons tous les produits circulaires A(?,..7,). A cause de l'hypothèse 
(17) on aura 

PAGE) esee Re Hae c n 
d'oü 


AG) se 


de ik 
ce qui prouve que la série formée par tous les produits circulaires des Aj, 
converge absolument. 


Passons aux produits demi-circulaires. Nous avons 


a 2 a) SSS DA Ae BOR er) 


1 15m in — tk 


d’où résulte que la série formée avec les valeurs absolues de tous les pro- 
duits demi-circulaires appartenant à l'élément A,; a pour somme une 
quantité inférieure à 
v 
S erroe 
Le théoréme est done démontré. 
Il est facile de voir que les lois de multiplication II et III sont 
applicables aux déterminants de cette classe. 
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Soient en effet 
A= Axe toy B= Bree 


deux tels déterminants et posons 


C = DAB Oz = >] À;| | B; |. 


Des conditions 


Q7 | CY 
HAS 8,7, , | Be) SSF, 
et de la convergence absolue des produits /LA; et //B; il s'ensuit que //C;; 
converge absolument et que, A désignant une constante, 
| Gis | «S eI (+h) 


Done le déterminant des C;, appartient à la même classe que A et B 
tk 
et l'on a, en vertu du théorème démontré plus haut (n° 11), 


) 


AB IC? 


La démonstration est la même pour la loi III. 


Considérons un déterminant 
A= (Axl rane re ) 
dans lequel les éléments dépendent d'un paramètre ¢ de la manière suivante 
A,, = 1 + ia, A ta, (ise X) 
les a, désignant des constantes vérifiant les conditions 
la.| € S; T, (,E— 1,2, ., +2) 
où les S; et T, sont tels que la série 


=, "m (Y "EY 
s 8, T, OT res 
converge. 


En appliquant à ce déterminant le développement (8) nous aurons 


(19) A=1+At+ AS +.. 


où 
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et d'une manière générale, 


ik 


d -—..-—dk 
i a, ü Gi. dk 


Je dis que la fonction de £ ainsi définie est une fonction entière de 
f, c'est à dire que le développement (19) est toujours convergent. 
Soit en effet s une quantité aussi petite qu'on le veut; déterminons 


lentier m de telle manière que l'on ait 
«Jj "mn or 
Se zi Ses dre ae d n < = 


et un nombre X > ı suffisamment grand pour que 





STE 3P 06 Er Sn dn Ü or 1 
= K ET p iu e. SE DS NIS m Mc 


Posons 


/ 


dix . 

bg =— (pourö=1,2,..,m) 

by =a, (pour i=m+1,m+2,.., +0) 
S; NE 

S;—X (pour 42 1,2,..,m) 


S8; — S; (pour i— m -- 1,m c 2,.., +). 


Nous aurons 





et 
ST --S,T, --..— S«e. 
Or, tout terme du déterminant 
bia bii, 
(21) : er 3 | 
b; : b; A | 


étant composé d'un certain nombre de facteurs 5; et d'un certain nombre 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 5 mars 1900. 14 
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de produits circulaires, on voit que tout terme est inférieur, en valeur 
absolue, au produit 


S eL. S. T NS ET 


4-4) 43d. —dk * dk 


d'où résulte que la somme des valeurs absölues des | Lk termes du détermi- 


nant (21) est inférieure à la quantité 


|o S nep T UM 


ip Die tine 
On a done 


r = 
Bees 


B, désignant la somme des valeurs absolues des termes de tous détermi- 
nants tels que (21), 7,..7, désignant successivement toute combinaison de 
k nombres de la suite 1,2,... 

Désignant par 4, ce que devient B, quand on y remplace partout les 
b; par les «aj, il est clair, d'après les relations (20), que 


— | c 
B, > x Aes 


d'où 


À, | E KARE < Ke". 





Done la série entière (19) converge pour |f <-, ce qui montre que 


Ole 


cette série est fowours convergente. 

Il est facile de former des exemples où la fonction entière (19) se 
réduit soit à une constante, soit à une fonction entière rationnelle de f. 
Supposons par exemple 


dx — OT, 


les s; et rz, étant tels que la série Ye;z; converge absolument. 
La formule (19) montre immédiatement que l'on a, dans ce cas, 


, A, = t, Ay = oi 


is 


A, = 0 (pour 21,09 > 2993) 
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de sorte que le déterminant prenne la forme 


I (Se Tab 


nous trouverons 


14. En effectuant sur les éléments A, une substitution multiplicatoire 


convenable, on peut donner au théoréme démontré au numéro précédent 
une autre forme. | 


En effet, les A, remplissant les conditions 
|Au| € S;T;, +h) 
le déterminant des A; se change, par la substitution 


1/5 


en un déterminant 


AL [Ba]; x, "T 


dont les éléments remplissent les conditions 


IR: (t+) 
d'où ce théorème: ! 

Pour que le déterminant des A;, et tous ses mineurs convergent absolu- 
ment, il suffit que le produit des éléments diagonaux converge absolument et 
que les éléments non-diagonaux de chaque ligne soient moindres en valeur 
absolue que les termes d'une série donnée absolument convergente. 





1 Tl est clair qu'on peut aussi arriver à ce théorème en supposant, dans l'énoncé 


précédent (n° 13), que tous les 'S; soient égaux à l'unité. 
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Si ces conditions sont remplies je dirai que le déterminant des 4; 
est hypernormal et j'appellerai la suite des nombres positifs 


suite majorante de ce déterminant si la série formée par ces nombres con- 


verge et que l'on ait (en posant À; = 1 + a4, Ay = aj) 


|a | < Au, 
Æ désignant une constante. 
On voit immédiatement que les déterminants normaux entrent comme 
cas particulier dans cette nouvelle classe. 
Il est facile d'étendre la plupart des propriétés des déterminants nor- 
maux aux déterminants hypernormaux. Quant à la multiplication on peut 
énoncer ce théorème: 


Soient A et B deux déterminants hypernormaux, À ayant la suite ma- 
jorante 


(a) CAN re 


et B ayant la suite majorante 


(B) BIS 


les lois de multiplication II et III sont applicables à ces déterminants de 
telle sorte que le produit AB prend la forme d'un déterminant hypernormal 
ayant la suite majorante (3) ou (a) selon qu'on applique la loi LI ou la loi III. 
Je n'insisterai plus ici sur les propriétés des déterminants en question. 
Je me bornerai à énoncer deux propriétés des mineurs d'un tel déterminant 
qui nous seront utiles dans ce qui suit. 
On voit que le mineur 


Ix 22 09/5 





* Un déterminant du type étudié plus haut (n? 13) pouvant être ramené à ce 
nouveau type par une substitution multiplicatoire, nous le dirons semblable à un détermi- 


nant hypernormal. . 
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s'approche indéfiniment de l'unité quand m va en croissant. Il en résulte 
que, parmi les mineurs de A, il y en a qui ne sont pas nuls. 

Il résulte d'une formule démontrée dans mon travail cité plus haut 
(Sur la convergence etc. p. 15) que l'on a 


yea aa . 20. PR”, 
tous les indices étant supposés distincts et P et K ne dépendant ni de k 
ryt Glass her 0.7. 


§ 4 Application aux systèmes d'ordre infini d'équations 
différentielles linéaires. 


15. Considérons d'abord un système d'équations linéaires 


+ 


(24) Zi Ant — o 


le déterminant A des A, étant hypernormal et ayant la suite majorante 
(ay Pag) we): 

En se servant d'un raisonnement parfaitement analogue à celui employé 
dans mon mémoire (Acta mathematica, t. 16) pour le eas des détermi- 
nants normaux, on arrive au théoréme suivant: 


Pour qu'il existe une solution x, , v 


qi — 0, £, — 0, .. e felle que la 'série 


(25) 25,042, 


4». du systeme (24) autre que 


converge absolument, il faut que A soit nul. 
Si A s'annule avec tous ses mineurs d'ordre 1,2,..,r — 1 mais, 
parmi les mineurs d'ordre r il y en a un au moins, soit 


dose À 


(x, 
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qui m'est pas mul, l'équation à" du systeme (24) (pour à = à,,.., i) est 
une conséquence des autres équations du système (24) et la solution générale 
de ce système peut s'écrire sous la forme 


i, fiz tg À 


a as Mi COMER. 
mE Ia se x 
(x, m un (x ee "n RANTS Ye 


T, , 0, , .., v, désignant des constantes arbitraires. 
16. Passons à un système infini d'équations différentielles linéaires 
de Ja forme 


d ay 


(26) dt 


= / 
= dax, + dits + .- 1,2 +) 
où les &; sont des fonctions données de ¢. Supposons ces fonctions holo- 
morphes dans une région À du plan des ¢ et telles en outre que, pour 
tout domaine intérieur à À, 
(27) [Dal <a, 
les a, étant des nombres positifs formant une série convergente. 

Soit /, un point à l'intérieur de AR de sorte que les &;, soient holo- 
morphes dans le voisinage de ¢ = f,. 

Dans ces conditions, j'ai démontré le théoréme suivant (Swr les sy- 
stèmes d'ordre infini d'équations différentielles. Ofversigt af Kongl. Vet. 
Ak. Fórhandl. Stockholm 1899): 


Il existe un systeme de fonctions (et un seul) 


satisfaisant au Système (26), holomorphes dans le voisinage de t — t, et 
prenant à ce point les valeurs initiales 
(28) TESTE Uum 


1 


les a? étant supposés tels que la série 


converge absolument. 
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J'ai démontré ce théorème en comparant le système (26) au suivant 


dé, = di 
iin t 





(& + e. +. 3 (i=1,2,.., +=) 
1 


t3 
Ke) 
co 


p étant pris inférieur au rayon de convergence du développement Taylorien 


des a; dans le voisinage de ¢ = ¢,. 


Désignant par 


EQ) £z) 
Sy 


3915 For EN 


la solution du systéme (29) qui vérifie les conditions initiales 
&9 — o. +); =i 


pour {= O on a, en posant a = Die; 


20) COR NINE ENS © 
Sy EMT an E t\ eo I ) 
( —-) 
\ 0 
& n : 
Sy a ( a ) 
I—-— 
0 


Il en résulte que si l'on désigne par 








m0) (2) 
EN N 


la solution du systeme (26) satisfaisant aux conditions initiales (pour ( — f,) 
(30) a or Wen) a) = 1 


on a, pour |£— 4| <p, 











@ Ay DU 7 a 
le Ei: a 
2 
(31) 
3) | as 
a = / Met ap^ il 
ar | 
0 
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définie par les conditions initiales (pour ¢ = ¢,) 

CL I2 — p 
s'exprime sous la forme 


f. — qa EE OT dE (171,2, .., +2) 


1 


on peut dire, par analogie avec les systémes d'ordre fini, que les solutions 


Gb) = AG) 
(32) RS IST ea cc (721,2, .., +2) 


constituent un système fondamental d'intégrales du système (26). 
Les formules (31) font voir que le déterminant formé par ces fonctions 
Ii) (2) 
See CE | 
(33) A(t) =| a, af, a 
| Le EEE 


est hypernormal et a pour suite majorante à, , a,,.. tant que ¢ reste dans 
le domaine 
|¢ e LAS foe 


De là et du théorème énoncé au n° 15 il résulte que les constantes 


sont les seules pour lesquelles on a identiquement 
e a + c, 2 SIE (i=1,2,.., 0) 
et pour lesquelles en outre la série 


Ca, ECO 
converge absolument. 
Pour cette raison nous pourrons dire que les solutions du systeme 
fondamental (32) sont linéairement indépendantes. 


Plus généralement, si les solutions 


JR y V Mal DT) 


ont pour ¢= 7, un déterminant hypernormal D qui n'est pas nul, ces 


» 
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solutions sont linéairement indépendantes et la solution définie par les con- 
ditions initiales 

0 
215 


Ei qure stes (pour.6—%t,) 


(les x? formant une série absolument convergente) peut s'exprimer linéaire- 
ment par rapport à ces solutions: 


a, = ey F6? +... 


En effet, il suffit pour cela de prendre 


D, désignant ce que devient D quand on y remplace la colonne formée 
par les DNS RER) par celle formée par les z; (i—1,2,..). 

Soit L un chemin passant du point /, à un point /' et situé tout 
entier à l'intérieur de la région À et faisons la continuation analytique 


JG 


des fonctions x(t) en suivant ce chemin. Je dis que le déterminant (33) 
ne cesse pas d'être hypernormal et d'avoir la suite majorante (a, , a, ; . .). 


En effet, choisissons sur Z des points 


istos X SM 
de telle manière que (posant /, = /', o, = p) 
DO, (/—1,2, .., p) 


5,4 désignant le rayon de convergence du développement taylorien des 
fonctions &,(f) dans le voisinage de ¢ = f£, ,. 
Soit 
AO) . 2) . 
a(t; t,) , at; t) , 
la solution du systeme (26) qui est holomorphe dans le voisinage de ¢ = t, 


et qui, pour ¢ = ¢,, satisfait aux conditions initiales 


» 
zo -— of "(i 4 E, gO = 1, 

Nous savons alors que le déterminant 

a(t th), 5,6), 

29 (6;6) , 2054), 

| 


Acta mathemalica. 24. Imprimé le 8 mars 1900. 15. 
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a la suite majorante (a, , a,,..) tant que 


je — 1, OUS 





Done chacun des déterminants 


à) f . \ 
Eo (£, , EN venue 
a cette méme propriété. 
Or, convenant de désigner par 


FO 


la valeur au point ¢ de la continuation analytique d'une fonction f(t) en 
suivant le chemin L de /, jusqu'à ¢ nous avons 


a (t 2 ty) — a( (t. : t5); 





lo 
BG : AG) i 
re; 0 = Xy; War; 4) 
ly (i »— i 
[at 4) — Y^, 990i 6) af os) 
Done, posant pour abréger 
[sti = atti 


nous aurons, en vertu du théoréme de multiplication 


n 
KA = GL EIG ; then) lee , 


y=1 


ce qui prouve bien que le déterminant formé par les premiers membres 
est hypernormal et a pour suite majorante (a, , a, ..). 

Supposons maintenant que le chemin Z soit fermé (i = f,) et em- 
brasse un certain nombre de points singuliers pour les coefficients (6). 
Soit A, la valeur qu'aquiert au point ¢, la fonction æf(f) quand ¢ décrit 
ce chemin. D'après ce que nous venons de voir, le déterminant 
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admet la suite majorante (a, , «,, ..); autrement dit, en posant 


VA —I a Qi, A == dx, (i$k) 


ü 
on a 
[a4 | « Ka,, 
K désignant une constante. 
Ceci établi, proposons-nous la question s'il existe une solution 


Yi Vas -- 


du système (26) qui se multiplie par une constante © quand on fait dé- 
crire à ¢ le chemin fermé L; ce qui s'exprime en écrivant 
(34) J; = ey, 
4 désignant la valeur qu'acquiert une fonction # quand, partant d'un 
point # voisin de /,, on y retourne aprés avoir décrit le chemin L. 

Posons 

y; CaP Ar €, ty 3p oe 

de sorte que c; désigne la valeur initiale de y; (pour £ — £,) et remarquons 
que nous avons 


zie as 
Go) lee 


nous aurons donc, pouryu que la série 


) 2 toa deo. 


on 


(3 


converge absolument, 


y; = 2 c, A, 
yi kj BO 


la série double du second membre étant absolument convergente tant que 
l'on a 
|t—t,|<p. 


Pour que la condition (34) soit remplie il faut done que l'on ait, 


pour toute valeur de f, 


(36) 2,200 = O (i=1,2,.., +0) 
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où nous avons mis, pour abréger 


b; = we; == 2,0, A: 


La série (35) devant être absolument convergente, il en est de méme de 
la série 


eh, E 


Donc, le déterminant du système linéaire (36) n'étant pas nul identique- 
ment, il résulte du théorème enoncé plus haut (n° 15) qu'il faut avoir 


; ; (j21,2,.., +0) 
c'est-à-dire que les c, doivent vérifier le système linéaire 
(37) eC; — 2,0 AL — (9 G=1,2,- Ew) 
Supposant @ == I nous pouvons poser 
I 
(9 — 1 —-—- 
L 
de sorte que ce système prenne la forme 
(38) 6; + p22,456; HO: (21,2; .., + æ) 


Le déterminant de ce système 


TYG,» pa, > 


Au) = Lise - OMR NE fl 


est hypernormal et possède, pour chaque valeur de 5, la suite majorante 
(meme) 

Done, pour que le système (38) admette une solution €, ,€,,.. telle 
que la série (35) converge absolument, il faut et il suffit que y soit une 
racine de A(y)—o. Donc, pour que le système linéaire (26) admette 
une solution 

An) PERS 


jouissant de la propriété 


Yi = OY; 


Sur quelques points de la théorie des déterminants infinis. 117 


et telle, en outre, que la somme 


Nan o 


converge absolument pour / = /,, il faut que © satisfasse à l'équation 


(39) ^( ES 





p — m 


Cette condition est aussi suffisante. En effet, soit ©, + I une racine 
de l'équation (39). Supposons d'abord que ce soit une racine simple. On 
sait alors! que, parmi les mineurs de A du premier ordre, il y a un au 
moins qui ne s'annule pas pour c — «,.  Désignant par a; (54) les mineurs 
du premier ordre de A(z) et supposant, par exemple, 


I 
a I——— O 
al =) = ? 


^ 


on pourra écrire la solution générale du systéme (38) sous la forme 
Cy = C. A, (k=1,2,3,..) 


€ désignant une constante arbitraire. 


Or, supposant comme il est permis que la somme 


Car eec 


soit inférieure à l'unité et appliquant la formule (23) onvoit que les va- 
leurs ainsi définies des c, satisfont aux inégalités 


| cz | eR 
K désignant une constante. 
Done, si l'on pose 
(40) Yi = 69D +609 + .., 
on est assuré d'avoir des séries absolument convergentes telles que la série 
UE UE Te. 
converge absolument d'où, a fortiori, on voit que chacune des séries 


2 buy. 





! Ceci résulte, par exemple, de la formule (10) de mon travail cité plus haut: 
Sur la convergence des délerminants d'ordre infini. 
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converge absolument. Comme on a de plus 


dy; 
ATE 257 d Wi 


la formule (40) définit bien une solution du système (26) jouissant de la 
propriété 


Ji = ®; J; à 


Dans le cas d'une racine multiple ©, d'ordre on trouvera k solutions 
linéairement indépendantes qui pourront être rangés en sous-groupes comme 
dans le cas correspondant d'un système linéaire d'ordre n. 

Comme © = 1 est un point singulier du premier membre de l'équa- 
tion (39) (sauf dans le cas où A se réduit à une constante) on voit que 
la recherche des intégrales qui restent uniformes dans la partie considérée 
du plan échappe à la méthode précédente et exige une étude spéciale. 


Pour c» = 1 le systeme (37) se réduit à un système 
(41) > arc, — 10 (G=1,2,., +2) 


dont le déterminant n'est pas absolument convergent; on arrive done à 
cette conclusion, paradoxale au premier abord, que la recherche des inté- 
grales uniformes du système (26) conduit à des difficultés plus graves que 


la recherche des intégrales non-uniformes jouissant de la propriété (34). 


17. Sans insister ici sur ces questions que je n'ai pu qu'aborder 
dans ce travail, je considérerai l'exemple le plus simple pour éclaircir les 
résultats obtenus. 


Soit 
die; d; 


(42) nies ER (viz...) (i=1,2,., 9) 


le système proposé, les ¢; étant des constantes formant une série absolu- 
ment convergente 


P= +b +... 


Supposons d’abord d + 0. En posant 


! 
MA) e I 
Ty I+- | — |]. 


(ti — bY 


7 


h 
xo ces On A I— I (ay) 
Ext h té 2 

Oe 1 
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on a une solution 


(2) 
Ms Sp rare 


(1) 
RSA 
du système (42) satisfaisant aux conditions initiales 
DUR a= Own (pour f) 


d'où l'on, voit que la solution générale 


définie par les conditions initiales 


%=% (pour t =o) 
peut s'exprimer ainsi 
2, = cux + aha 
ou bien 
0 o; I j 

— 44 er c TR AD 

- own. 
Soit L une circonférence décrite du point {= 1 comme centre et 


assant par le point {= o. On aura, en faisant décrire à ¢ le chemin LL 
P ] : 


h —2?zij E 
en e V e 
Dx eg t5 | |, 


dans le sens positif, 


LCI — ty ES 
a Huf e" | 
X, = male mme le 
d (1 — Tal 


done nons avons dans ce cas 


A,=1+ di (eg ?7* — 1), 


v» 
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L'équation (39) n'a done ici qu'une seule racine savoir 
(0 —: IC 


et, comme on voit facilement que les mineurs du déterminant A (5) appar- 
tenant à une ligne queleonque sont proportionnels aux quantités 

o: i 

€ ) Po ERS 


^ 


eénérale du système 


7» 


la solution la plus 


telle que la série Ee; converge absolument, peut s'écrire sous la forme 
C, = cd, 


€ désignant une constante arbitraire. 
Donc la seule solution du système différentiel (42) qui se multiplie 








par une constante quand / tourne autour du point ¢ = 1 est la suivante 
edi; 
% = (1— Déc (121,2, .., +00) 


Pour trouver les solutions uniformes il faut résoudre le système (41) 


qui dans le eas considéré se réduit à une seule équation savoir 
27 Cj. = ©. 


Les c, étant assujettis à cette condition, si lon forme la solution 
©,,€,,.. qui satisfait aux conditions initiales 


T — €; pou í— OO, 


la formule (44) montre que l'on a, pour toute valeur de f, 
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Done, en dehors de cette solution constante, il n'y pas de solution 
uniforme du systéme (42). 


Nous supposions plus haut d + o. Prenons maintenant le cas 
à = o. 


Alors on trouve que la solution du systéme (42) qui est définie par les 
conditions initiales 

a = r, ao (pour £—-0) 
peut s'écrire ainsi 

q^ = 1 — d, log (x — 1), 

i — deg(r — (t). 
On a donc 

A, = 1 + 4, . 27i, 

A, — ,. 


t3 


m. 
7, 


Il en résulte que le déterminant A se réduit dans ce cas à une constante, 
à savoir lumité. 

Done il n'y a pas de solution du systéme (42) qui se multiplie par 
une constante « («c + 1) quand ¢ tourne autour du point / = 1. 

Quant aux solutions uniformes, on voit comme dans le eas & 4- o que 


est la solution uniforme la plus générale. 

Par analogie avec les équations linéaires d'ordre fini, on prévoit que 
dans le cas considéré, la solution générale doit présenter une singularité 
logarithmique dans le voisinage de f= 1. C'est aussi ce qui a lieu, la 


solution générale pouvant s'écrire sous la forme 
g; — e; — di. DIR log (1 — 2), 


- 
les c, désignant des constantes arbitraires. 

Par ce qui précède on voit que la théorie classique des équations 
différentielles linéaires fondée par M. Fucus peut, dans certaines conditions, 
être généralisée au cas d'un système d'ordre infini. 
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Pour voir l'utilité et même la nécessité de cette généralisation, il suffit 
de remarquer que la recherche des intégrales des équations linéaires aux 
dérivées partielles conduit, dans des cas étendus, à des systèmes diffé- 
rentiels d'ordre infini appartenant au type considéré plus haut. ' 





Voir, par exemple, l'équation (A) considérée dans mon travail cité plus haut 
(Sur les systèmes d'ordre infini d'équations différentielles). 


NACHWEIS DES ZUSAMMENHANGES ZWISCHEN DEN VIER DREHUNGS- 
AXEN EINER LAGENANDERUNG EINES ORTHOGONALEN SYSTEMS 
UND EINEM MAXIMUMSTETRAEDER 


VON 


R. LIPSCHITZ 


in BONN. 


Wenn ein System von drei durch einen Punkt laufenden zu einander 
senkrechten halb unendlichen geraden Linien, deren Reihenfolge auf irgend 
eine Art festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben Punkt laufendes, 
eben solches von dem ersten verschiedenes System gegeben ist, und wenn 
das zweite System mit dem ersten unter Correspondenz der jedesmal ge- 
wühlten Reihenfolge durch eine Drehung zur Deckung gebracht werden 
soll, so muss bekanntlich für die Lösbarkeit der Aufgabe die Bedingung 
der Übereinstimmung zwischen den beiden Reihenfolgen erfüllt sein; in 
diesem Fall ist dann die zu der Auflósung gehórende Drehungsaxe voll- 
ständig bestimmt. 

Wenn dagegen verlangt wird, dass ein System von drei dureh einen 
Punkt gehenden zu einander senkrechten ganz unendlichen geraden Linien, 
deren Reihenfolge irgendwie festgesetzt ist, und ein zweites durch denselben 
Punkt gehendes, in gleicher Weise definirtes, von dem ersten verschiedenes 
System dureh eine Drehung entsprechend der Reihenfolge zur Deckung ge- 
bracht werden soll, so leuchtet ein, dass diese Aufgabe immer móglich ist, 
dass sie vier Auflösungen zulässt, und dass zu jeder derselben eine voll- 
ständig bestimmte Drehungsaxe gehört. In der gegenwärtigen Arbeit wird 
die Beziehung aufgezeigt werden, in welcher die Gruppe der beschriebenen 
vier Drehungsaxen zu dem Quaternion steht, welches mit der Bestimmung 
der gegenseitigen Lage der betreffenden orthogonalen Systeme correspondirt. 
Es wird ferner nachgewiesen werden, dass, wenn von dem gemeinsamen 
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Durchschnittspunkt aus auf jeder der vier Drehungsaxen nach einer festen 
nur von dem bezüglichen Drehungswinkel abhingenden Regel eine Strecke 
abeeschnitten wird, die Endpunkte der Strecken die vier Ecken eines Tetra- 
eders bilden, welches die Beschaffenheit eines Maximumstetraeders hat. Der 
gemeinsame Durchschnittspunkt der beiden orthogonalen Systeme ist der ge- 
meinsame Durchschnittspunkt der vier Höhen des Maximumstetraeders und 
liegt innerhalb desselben; die vier Drehungsaxen sind die Höhen des Tetra- 
eders. Umgekehrt wird dann ein geometrisches Verfahren aus einander ge- 
setzt werden, um für jedes gegebene Maximumstetraeder, bei dem der ge- 
meinsame Durchschnittspunkt der vier Höhen innerhalb desselben liegt, 
zwei in dem gemeinsamen Durchschnittspunkte der Höhen zusammentreffende 


Systeme von je drei ganz unendlichen gegen einander senkrechten geraden 


Linien so zu bestimmen, dass das eine System auf das andere durch eine 
Drehung um eine von vier Axen zurückgeführt werden kann, die bezie- 
hungsweise mit den Höhen des Tetraeders übereinstimmen. 

Schliesslich werde ich eine Verallgemeinerung des Begriffs der Gruppe 
der vier Drehungsaxen auf eine ebene Mannigfaltigkeit von beliebig vielen 
Dimensionen entwickeln, und dabei erörtern, wie sich die hierfür gebrauchte 
Definition einer Axe zu der von SCHLÂFLI angewendeten Definition verhält. 


L 


Es mögen die Coordinaten eines Punktes für ein in dem Raume festes 


rechtwinkliges Axensystem mit a, , 2 die Coordinaten desselben Punktes 


a , Xv, , 
für ein zweites von dem ersten verschiedenes bewegliches rechtwinkliges 


Axensystem mit Y,,%,,%, bezeichnet werden. Dann bestehen die drei 


3 


mit den constanten Coefficienten 2,,, aà,,, ..., 4, gebildeten Gleichungen 


E = aU, À Goo À 0; 
(1) [o = aj, + OH, F a, 
Wy — ad À sado À Ass 


bei welchen die Quadratsumme a} + s; + a gleich der Quadratsumme 


yi + us + us ist. Hierbei wird angenommen, dass das zweite System auf 
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das erste durch eine Drehung zurückgeführt werden kann; deshalb muss 
die Determinante der Substitution gleich der positiven Einheit sein. Weil 
nun, wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen werden, der 
Punkt (r,, 7, r,) bei der Bewegung des zweiten in die Lage des ersten 
Systems in den Punkt (y, ,%,,%,) übergeht, so gilt für jeden von dem 
Anfangspunkte verschiedenen Punkt (o,, o,, 9,) der Axe, um welche das 
zweite System gedreht werden muss, damit die angegebene Lagenänderung 
erfolge, die Gleichung 


(2) 0,9, + 9,2, 9,9, = 04i T Pal + Pass 


welehe ausdrückt, dass die Cosinus der Winkel, die von der Drehungsaxe 
mit den von dem Anfangspunkte nach (r,, r,, r,) und nach (y, , y, , y.) 
gezogenen Strahlen gebildet werden, einander gleich sind. Um hingegen 
festzustellen, auf welche Weise, wenn die Axensysteme als Systeme von 
ganz unendlichen Linien betrachtet werden, das zweite System mit dem 
ersten der Reihenfolge der Linien entsprechend in Coincidenz gebracht 
werden kann, erkennt man leicht, dass dies möglich ist, indem das eine 
System ungeändert bleibt, dagegen für eine gerade Anzahl von Axen des 
anderen die eine Seite mit der entgegengesetzten vertauscht wird. Es möge 
das erste System ungeändert bleiben, und bei dem zweiten die Vertauschung 
der Seiten der betreffenden Axen vorgenommen werden. Dann lässt sich 
offenbar nur so zu neuen Auflösungen gelangen, dass entweder die erste 
oder zweite oder dritte Axe des zweiten Systems unberührt bleibt, während 
an den jedesmaligen übrigen beiden Axen die angegebene Vertauschung be- 
werkstelligt wird. Wofern nun für diese erste, zweite oder dritte Voraus- 
setzung ein von dem Anfangspunkt verschiedener Punkt der aufzusuchen- 
den Drehungsaxe respective mit (of, of? , aS 
(3) 


(o? , o? , es?) bezeichnet wird, erhält man auf dieselbe Weise, wie (2) ent- 


) oder (0 , of? , o), oder 


standen ist, beziehungsweise die drei Gleichungen 


(1 1) (1) a (1) 1 
(3) Pi a + ps La + ps wy = Pi Yı — 03 Ya — 05 s; 
oder 

2) 1 a (2) An. 2) 2 (2) 
(4) pim, + py x, + py Ds = — pii + 0$ Ya — 05 Ys, 
oder 


(5) py ay JF p? v, + py Ta d INN pU rx Ps Ms 3E py 
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Aus (2), (3), (4), (5) folgen unmittelbar die vier Systeme von Gleichungen 
(41, —- 1)01 + 22 + 45103 = © 


(6) 91:01 + (ax — 1) 2 + AP; = O 





1301 + Goss + (ass — 1) 03 = 0, 





| (oui — 1)0ÿ + ap + CUS =O 
(7) — ep? + (— an — 1)pf? — ayes? = o 
| — ap) — ap + (— a3 — 1)pf? = o, 

| Can — Up? — epi — eps, = © 

(5) Kor + (422 D) 0? = 033 0$ E 
| DO GO (aa, a CU OE 

(— «i — 1) — aspi) — aspi) = © 

(9) — "aspi. + (— s — 1)p) — api? = 0 
| 01301” + esp + (ax — 1)o$ — o. 


Die Systeme (7), (8), (9) gehen aus (6) hervor, indem in der orthogo- 
nalen Substitution (1) beziehungsweise die Coefficienten der zweiten und 
dritten, oder der dritten und ersten, oder der ersten und zweiten Vertical- 
reihe mit der negativen Einheit multiplieirt werden. In der Schrift Unter- 
suchungen über die Summe von Quadraten, Bonn 1886, habe ich in I, 
Art. 3, S. 24 nachgewiesen, dass von den Determinanten, welche auf eine 


der angegebenen Arten aus dem Schema 


bb press 915 ) are 
23 ju TI; 955 
933 ) 954 Qc 


entstehen, die ursprüngliche Determinante mitgerechnet, wenigstens eine 
von Null verschieden sein muss, und dass man deshalb voraussetzen darf, 
dass bei der zu Anfang angenommenen orthogonalen Substitution diese Be- 
dingung erfüllt, also der halbe Werth jener Determinante, 1 + a,, + a. + As, 
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nicht gleich Null sei. Indem diese Annahme gemacht wird, werden für 
eine beliebige von Null verschiedene reelle Grösse die reellen Grössen 


À, As er 


239 durch die Gleichungen (7), l. c. S. 25, wie folgt, bestimmt 


12 sty 


(og TG a, TA 


Df) i dae te Ga 22 I+ a, + 4 + 4 31) 


(10) fas + 2 a À, 3 À; —@} 





I ar Tyr aam HR 
A + 43 = ©. 


Mit Hülfe derselben ergeben sich die Gleichungen (9) und (10), l. e. 8. 2 


on 


welche so zusammengefasst werden kónnen 


Ay €, dE Aum, Ham, = A Hr dot Au, 
A, + A8 FA = AY Ay Ya + As 
CRE A Canalo EU me em NUE 
Am Ae, -- 410; — 59, HAN As 


(11) 


N x Aur m» 
Durch die Benutzung der Symbole ,,, 2, , ta, 


HawrLTON's, 7,%,i der Reihe nach übereinstimmen, folgt dann 1. c. 8. 27 


die mit den Symbolen 


für die obige orthogonale Substitution (1) die Zusammenfassung 
(12) AX — EAN, 
wo 
tas EE ds =O os, er m ur LÉ ty E495 
A = À Sr 42/14 xis OR 5 ta shag, A, 7 À = dada "EG sl zum Gi UPS 
X= +40 + 42, Y — y, + ss + 5, 


gesetzt ist. 
In dem Aufsatze Bemerkungen über die Differentiale von symbolischen 
Ausdrücken, Sitzungsberichte der Berliner Akademie vom 16. Februar 


1899 ist gezeigt, dass statt der obigen Gleichung (12) auch die Gleichung 


(12) A(t, 52, + dia + i, 493) a (CRU? Sa PUR + hay) A 
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gesetzt werden darf, in welcher nur das Quaternion 
A= À + hs À A 5s 
auftritt. In Folge der Einführung der reellen Bestandtheile A, , 2,,, À,,, À, 
des Quaternions A erhalten die Substitutionscoefficienten die folgenden, 


zuerst von EULER ermittelten Ausdrücke, welche in der Schrift über die 


Summe von Quadraten I, Art. 3, S. 28 angegeben sind, 














{ = As — Aa — Ais + Ars a Ser 2(A, Aa — Ais Ass) a E 2(Ao Ars + Aı2 Aas) 
Ia = N(4) LA Dc IN OTT s 13 5 7 N(A) 
| E 2 Ges dx — An Asp) Br A — Bio + As — As TN 2(À Js — Ara Ais) 
(3)]*4 —7 te aa ED 
2(— Ag dis + 412 Aas) 2(— Ay des — Are Ais) Ay + dis — Ais— Abs 
OS p^ Aag = , LANTA RE 
N(A) N(A) N(A) 





Der gemeinsame Nenner ist die Norm des Quaternions A, 
(14) N(4) = X +2, 4 A 4A. 


Zu dem System der Coefficienten in den Gleichungen (6) gehört das System 


der adjungirten Elemente 





Gu n ne CALE 8, T 05, at 05 
(15) | Ho +451, mo mc ahs Ass 053 
Lg +4515 Rost ga, Gi dis des Anl 


die entsprechende Determinante hat den Werth Null, wie es sein muss, 
damit die Gleichungen (6) zusammen bestehen können. Durch Anwendung 


von (13) geht (15) in die folgende Gestalt über 


4435 4A, Ay 44,3410 


N(4)? N(A) ’ N(A) 


( 16) 445,4, LIT Ass 


N(A) ’ N(4)? N(A) 











REN N 
N(A) 4 N(A) 4 N(A) - 





In Folge der Voraussetzung, dass das ursprünglich angenommene zweite 


orthogonale System von dem ersten verschieden sei, darf (1) nicht die 
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identische Substitution sein, folglich dürfen A,,, A,,, A, nicht sämmtlich 


31? 
verschwinden. Aus diesem Grunde können auch nicht alle in (16) ent- 
haltenen adjungirten Elemente gleich Null sein. Deshalb sind die Ver- 
hältnisse der Grössen 9, , o,, p, durch (6) eindeutig bestimmt, und können 
aus (16) entnommen werden. Durch Weglassung des gemeinsamen Factors 
in einer der drei Horizontalreihen erhält man für die Grössen RUM 
die Proportion 

(17) Pii As 54554 


31 T2 


Auf genau dieselbe Weise finden sich aus (7), (8), (9) die Proportionen 


ble Aa “OV. = : : 

(18) Pi p lp = À, 2 Àj 3 ARS 
2) (2) (2) ^ 

(19) DUST DUE TT E Aug MEN 

(20) [ODE TIS On ANA, 


Weil 2, nothwendig von Null verschieden ist, können in keiner der drei 
Proportionen alle Glieder auf der rechten Seite verschwinden, und somit 
ist die Gruppe der vier Drehungsaxen, welche zu der vorhandenen Lagen- 
änderung des gegebenen rechtwinkligen Axensystems gehören, unzweifel- 
haft bestimmt. 

An dieser Stelle möchte ich eine Bemerkung einschalten. Wenn für 
jedes der Systeme (6), (7), (8), (9) festgestellt ist, dass die bezügliche 
Determinante verschwindet, ohne dass alle adjungirten Elemente verschwin- 
den, so ist der Beweis geliefert, dass durch die Systeme (6), (7), (8), (9) 
die Verhältnisse der jedesmaligen drei Unbekannten 


c q) (1) (0. (2) 
Pi» Po, 035 Pi » P» , Ps 


(2) (2)0 (8) (3) (3) 
5 01 » > , 03 5» Qi » Px » Ps 


vollstindig bestimmt sind. Nun fallen aber die Gleichungen (2), (3), (4), (5), 
aus denen (6), (7), (8), (9) entstanden sind, in ihrer Gestalt respective mit 
der vierten, ersten, zweiten, dritten Gleichung des obigen Systems (11) 
zusammen.  Hieraus darf der Schluss gezogen werden, dass die Verhiiltnisse 
der jedesmaligen drei Unbekannten mit den Verhältnissen der Gróssen 


Lise iocos m ed de I AL A. À 


PLL Uae ts FS) CA INN ty VRS EA (5 8) 


À 


222061872780 


der Reihe nach zusammenfallen müssen. Darin besteht aber der Inhalt 


der vier Proportionen (17), (18), (19), (20). 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 11 juin 1900, 17 
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2. 


Man gelangt zu einer Bestimmung der Drehungswinkel, welche zu 
den vier definirten Drehungsaxen gehóren, indem man in dem System (11) 
des vorigen Artikels beziehungsweise die erste, zweite, dritte Gleichung 
mit 2,, 9,, Aa 
oder die erste, dritte, vierte mit x,, — x, , z,, oder die erste, zweite, vierte 
mit —%,,%,,4, multiplicirt, und die Resultate jedes Mal addirt. Die 
hervorgehenden Relationen sind die folgenden 


x,, oder die zweite, dritte, vierte Gleichung mit — x, , x 


(1) Dci + + wi) — Ay (MY, + %Y 4 Las) + Jas (os — 2395) 
+ Àn (449, ES % Ya) SF Ais 0 9, SR 2,9), 


(2) AG tat) = — hf 29 + 2,9, + 94H.) + Aug. — 2,91) 
+ ae EN EN) TR (my I 

(3) a +5 + 25) = — Agi (wy, — LY, + 2393) + Anl&,Y, + LU) 
is À (2,9, CC Ys) Hr Ay (— L Yq — TU), 

(4) Ay (2i + T E a) FPES As (7,9, Es TY, Ts 2.3.) SF 3 (— T. U) 


+ hey, + 219) + Ay — $a). 
Vermöge der Gleichung 2 + à? + zi — wi + yi + y} nehmen dieselben 
respective die Gestalt an 
(5) Alam + (hn — Yo)? + (2s — yy) = 23 (2,9, — 7.9.) 
+ 2Às (2,9, — 2,95) + 2/3. (1, — 2,9), 
(6) Alam — y + (7 + y) + Gn + 3) = — 2A(— 2,9, + TU) 
ns +2,93) — 2A (—2,Y, — 25%), 
(7) Alla tn) + (v — Ya)” + (ys + Y) = — 2h 2 — 25V.) 
— 2X (— 2,9, + 9,9.) — 242,9 + 2,0), 
(8) Aer + a)” + (es + Yo)? + (a — 9) = — 2X3 (9,9, + 2,9,) 
— 29, — 2,9, — any) + 2A,(— 2,9, + 2,9). 
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Die Gleichungen (1), (2), (3), (4) kónnen in der Weise gleichzeitig er- 
halten werden, dass die beiden Seiten der Gleichung (12’) des vorigen Art. 
rechts mit dem Factor (i,,2, + i,v, + 4,,v,) multiplicirt werden, und dass 
-in der hervorgehenden Gleichung 


(9) x4 (vi + 2 + ©) m (CA ii lia zs 5 395) Ai, 5, ar iy, aS ly) 


auf beiden Seiten die reellen Factoren von 1, 4,,, à,, i,, respective ein- 
ander gleich gesetzt werden. 

In Betreff der Gleichung (5) ist zu erwügen, dass für die von dem 
Nullpunkt nach dem Punkte (4,,4,,,4,) gezogene Axe die von dem 
Nullpunkt nach dem Punkte (x, , x, , x,) oder (y, , y, , y,) laufenden Strecken 
beziehungsweise die Projection 

die Aa tr Ans 
Vis + À + dis 








oder 
Ags Yi + du Ye + lys 
VE ar ast ar À 





hat, wo die Quadratwurzelgrösse, wie überhaupt im Folgenden, positiv 
zu verstehen ist. Nach der letzten Gleichung in (11) des vorigen Art. 
sind die beiden Projectionen stets einander gleich, so dass die Endpunkte 
der projicirten Strecken zusammenfallen. Der Winkel, den die projicirten 
Strecken mit einander bilden, ist der aufzusuchende Drehungswinkel ©. 

Ich werde von hier ab voraussetzen, dass durch die Wahl des Punktes 
(r,, r,, r,) der Werth ¢ der zugehörigen einander gleichen Projectionen 
positiv sei. Nun wird der Inhalt des Tetraeders, dessen Ecken die Punkte 


(RACE) EN Gare, a) ye UE 225 


Asst lié Ast ) 





B+ Bit Be! V+ B+ A 


s + 4m + Ans, 





E 


sind, durch ein Sechstel des absoluten Werthes des Productes der Deter- 


minante 
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in den positiven Factor 





dargestellt, und ist daher nach (5) 
gleich einem Sechstel des absoluten Werthes des Products aus dem Ausdruck 


Ay (Gr, i SUM + (@, Pe y ale (v, — 4) ) 


in den positiven Factor 
t 


hos + À + Air 





LD | 


Das Vorzeichen von À, giebt die Entscheidung darüber, ob die drei von 
dem Nullpunkt verschiedenen Ecken des Tetraeders in ihrer obigen Reihen- 
folge mit den positiven Halbaxen a, , x,, x, übereinstimmen oder nicht. 

Andrerseits ist der Inhalt des bezeichneten Tetraeders gleich einem 
Drittel des Products aus dem Flücheninhalt des Dreiecks, dessen Ecken 
(m, , ® 5 0,) (4, %,4%,), und der gemeinsame Endpunkt der projicirten 
Strecken sind, und der Höhe des Tetraeders ¢. Mithin wird der Inhalt 
des bezeichneten Dreiecks durch den absoluten. Werth des Ausdrucks 


Alla, En y) a oz enr My)” te Gaye Y,)”) 


4 Ve ae À 








gemessen. Weil aber der Inhalt dieses Dreiecks gleich der Hälfte des 


Products ist, das aus der Verbindungslinie zwischen den Ecken (a, , x, , æ,) 
und (5,,)5,,),) und der zugehörigen Höhe erhalten wird, so ist die be- 
zügliche Höhe gleich dem absoluten Werth des Ausdrucks 


2, Ve, =n)? + @ 


2x + An + As 











und deshalb hat die Cotangente der Hälfte des zu bestimmenden Drehungs- 
winkels « die Bestimmung 


e 
(10) cotg — — 





Aus (5) entstehen beziehungsweise die Gleichungen (6), (7), (8) dadurch, 
dass, während x,,#,,x, ungeündert bleiben, mit den übrigen auftretenden 


Bestandtheilen die folgenden Vertauschungen vorgenommen werden 


| PUIS ee Ave Ak ee ee 
(11) 
| in Ya Yas — 9 A; ; ) =A, us À; ing À 
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| UNS tna) oly ca tra à 


| in mun Vio So À ) Avs» —A,, AL 


EU 
> 


Ys Ya 5 Ya 


(13) | 


| in RESUME À 





Es finden daher genau die entsprechenden Schliisse Anwendung, und die 
bezüglichen Drehungswinkel ©, , ®,, @, sind folgendermassen definirt 














(a) 27 
(14) Os en) 
2 VE + + À 
€), À 
(15) cig ee 
2 Van OAS + ia 
o his 
(16) Cip __ _, 
= V Ais + As + % 
Für den Fall, dass eine oder die andere der Grössen MA Ais, ver 


schwindet, wird offenbar der Inhalt des zugehörigen zu betrachtenden Te- 
traeders gleich Null, und der entsprechende Drehungswinkel gleich zwei 
Rechten. 

Nachdem die vier Drehungsaxen und die zugehörigen Drehungswinkel 
für alle Fälle bestimmt sind, werde ich von jetzt ab die Voraussetzung 
eintreten lassen, dass keiner der vier Drehungswinkel gleich zwei Rechten, 
1, gleich Null 


sei. Es móge dann auf der zuerst bestimmten Drehungsaxe von dem 


oder keine der entsprechenden vier Grössen A, , 2,,, À,,, À 


Nullpunkt O aus eine Strecke abgeschnitten werden, die, wenn q eine be- 
liebige reelle Grösse bedeutet, durch den absoluten Werth des Ausdrucks 


Va aru ear 
—————Ó m q 
4 


dargestellt wird, so dass der Endpunkt Æ, die Coordinaten 


Ags 


fib s À: 
(una) 1292» À qd, TE 
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erhält. Ebenso werde mit den übrigen Drehungsaxen verfahren, wobei 
die Endpunkte der abzuschneidenden Strecken respective die folgenden 


Coordinaten bekommen 


> 4, À | Aa 
(18) n5 | mn ent 
m x 2 
(19) Ad à FRE. 4 De 2 
2 
(20) a Um ea Ss 
12 Ais Avs 


Dann sind die Gleichungen der vier Ebenen, welche respective durch die 
Punkte. E, , .E,, E, oder E,, H.-H, .oder) HH. 22. oder BE, keene 


hindurchgehen, für einen beweglichen Punkt r,, r,, x, die folgenden 


(2 1) Lever c Aga 
(22) Àj jb Ais EME = AR 
(23) ASt pv rer Ca Th 
(24) Ati dr Asstt AC PET 


Nun leuchtet ein, dass die von O nach E,, E,, E,, E, gezogenen Linien, 
in der entsprechenden Reihenfolge genommen, auf den vier Ebenen, deren 
Gleichungen aufgestellt sind, senkrecht stehen. Für das mit den Ecken 
E,, E,, E,, E, gebildete Tetraeder ist also E,O, E,O, E,0, E,O be- 
ziehungsweise immer ein Theil der von E,, E,, E,, E, auf die gegenüber 
liegende Seitenfläche herabgelassene Höhe, und es schneiden sich die be- 
treffenden vier Höhen in dem Punkte O. Nach einer Bemerkung, die 
KRONECKER in einer, die algebraische "Theorie der quadratischen Formen 
betreffenden Mittheilung, Monatsbericht der Berliner Akademie vom 
24 Juli 1872, 8. 499, gemacht hat, ist aber ein Tetraeder, dessen Höhen 
in demselben Punkte zusammentreffen, gleichzeitig ein Tetraeder, das 
bei gegebener Grösse der Seitenflächen den grössten Inhalt hat, oder ein 
Maximumstetraeder, und umgekehrt. Daher ist das mit den Ecken Z,, 
E,, E,, E, gebildete Tetraeder in der That ein Maximumstetraeder. 
Sucht man jetzt die Coordinaten der Punkte Pa, Tu, au, an 
welchen die von £,, E,, E,, E, auf die entsprechenden gegenüber ste- 
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henden Seitenflüchen herabgelassenen Lothe diese treffen, so finden sich die 
Werthe 






































/ AE AS LEE À 
(25) => aS PAE LS 2 qo 39 me rSn 
As + Am + Ate Asa + 4m + Ate Los À ^m + di 
; 1208 As as 2533 
(26) — apu Tm "zc el 
fy + An + A ho + 4m + Z3 hy Av + Ası 
Ads Ay Ass Ago Ası 
(27) j2 2 52 q , 52 52 ;2 q 52 PONTS q; 
Ai + À + de Kio + À + À li + Art As 
ide Assis Aware 
(28) ee me lee ara Ae) A 





dig + À + À kis + À + À iis + ds + À 
Aus denselben geht hervor, dass die Fusspunkte £,, F,, F,, F, stets auf 
der entgegengesetzten Seite von © liegen als die correspondirenden Punkte 
E,, E,, E,, E,, dass sich also der gemeinsame Durchschnittspunkt der 
Hóhen innerhalb des Tetraeders befindet. Ferner ergiebt sich, dass für 
die erste Drehungsaxe die Strecken Æ,0 oder FO erhalten werden, indem 
man respective die Tangente oder Cotangente des zugehórigen halben Dre- 
hungswinkels mit dem Werth der beliebig angenommenen Grösse 4 multi- 
plicirt, und dass für jede der übrigen Drehungsaxen das gleiche gilt. Das 
Maximumstetraeder E,, E,, E,, E, enthält also als die einzigen Bestimmungs- 
stücke seiner Gestalt und Lage die vier Drehungsaxen und die zugehörigen 
Drehungswinkel. Der Werth 4 liefert bei der Construction des Maximums- 
tetraeders den anzuwendenden Mass-stab der Grósse. 


>. 


In der angeführten Schrift, Untersuchungen über die Summen von Qua- 
draten, II, zweite Abtheilung, Art. 11, S. 112, ist nachgewiesen, dass bei 
einem Maximumstetraeder, für welches der gemeinsame Durchschnittspunkt 
der Höhen innerhalb desselben liegt, und das dort ein Tetraeder der ersten 
Art genannt worden ist, die Quadrate der Längen der sechs Kanten stets 
dureh vier positive Grössen v, v,, v,, v, ausgedrückt werden können, indem 
man die Aggregate der sechs vorhandenen Paare bildet, 


(1) Ol CP Ls ELU to Ut tn a EO TOP ROIG 
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Aus den Coordinaten der Eckpunkte E,, E,, E,, E, in (17), (18), (19), 
(20) des vorigen Art. folgen dagegen für die Quadrate der Längen der 
sechs Kanten, sobald von (10) des Art. 1 Gebrauch gemacht wird, die Dar- 





stellungen 
a ut I d 1 x I I 
(2 
: Nn I T I 1 " I TA 
|^ Gre + ig)» NU (zz). tz): 


Es dienen also zu der Bestimmung von 425,25, A45, A die vier Glei- 
chungen 


(3) 








DU NT UE : 
I 
À ER 1 
Ne) xm pau. 
+—+—4+— 
1 Ui vy Us 
1 
Ras a v, 
(4) NA) 1, f de 
4 uL m v 
1 
As: = v, 
N (A) 1 I n 
IB 
L yy Ve Us 
1 
E = va x 
NT (COT ST AME pM 
+++ 
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Durch diese Gleichungen sind 4 und die Verhältnisse der vier Gróssen 
À, As, An, A eindeutig bestimmt, und zwar ist die Determination mit 
derjenigen im Einklange, welche l. c. Art. 12, S. 122 angegeben ist. 
Nachdem nun für jedes Maximumstetraeder, für welches der gemein- 
same Durchschnittspunkt der Höhen innerhalb des Tetraeders liegt, das 
zugehörige System von reellen Grössen A5, 25, A5, An» ermittelt ist, von 
denen keine verschwindet, werde ich die beiden Systeme von drei gegen 
einander rechtwinkligen Geraden aufsuchen, von denen das eine auf das 
andere durch Drehung um eine von vier Axen zurückgeführt werden kann, 
die respective mit den vier Hóhen des Tetraeders zusammenfallen. Ein zu 
diesem Zweck geeignetes Hülfsmittel besteht darin, die Punkte zu be- 
stimmen, in denen die Kanten des Tetraeders von den Coordinatenebenen 
des ersten Systems z,, 3,, x, oder des zweiten Systems y,, y,, 4, getroffen 
werden. Die Coordinaten der Ecken E,, E, , E,, E, in (17), (18), (19), 
(20) und die Gleichungen der Seitenflächen des Tetraeders in (21), (22), 
(23), (24) des vorigen Art. beziehen sich auf das erste System. Wenn 
der indefinite Punkt (r,, r,, r,) des ersten Systems in dem zweiten die Co- 
ordinaten 9, ,9,,9, hat, so folgen vermittelst (r1) des Art. 1 aus den 
zuletzt genannten Gleichungen die folgenden Gleichungen der vier Seiten- 


flichen 

(5) AyD, + Ads + A = — Ay d, 
(6) FA ds = Ast: 
(7) Ant, A US AY, — Ad; 
(8) A4, Uy. Aine AS 94.1 = A144: 


Daher haben die Ecken E,, £,, E,, E, in dem zweiten System bezie- 


hungsweise die Coordinaten 





À À 

( 3 ( 10, sa! 

9) le "E Til 
A À 

(10) —~+q, — 9, = qi, 
os Ay; ^as 
À i, À, 

(11) —e SSS eh 
si Ay, ^ai 
À À À 

(12) TL anm um , EIE 
Aa Ay ^is 
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Es wird nun die Kante E,E, in dem einen oder anderen der beiden 
Coordinatensysteme durch die folgenden Systeme von Gleichungen dargestellt 


À À À 
ee 
À P À 
(13) uc pese yt 
AN À Aue 
T. d = ea 
oder 
Ay, À, A 
Vie s Rz Quoi) 
A Pe i 
1 NN = (3 — gu 
(14) y c coder as 
À À À 
Ys mid — pcs 
a) \ ‘23 "0 - 


Der Durchschnittspunkt der Kante E,E, mit der Ebene x, = o liefert 
daher den Werth 








so 
LE 
ln = auo 
À + As 
mithin 
to = das 
U 45 


In derselben Weise giebt der Durchschnittspunkt der Kante E,E, mit 
der Ebene y, = o die Bestimmung 





folglich 


> 
Vor ^is 


I—u,, aS 


Nachdem die Durchschnittspunkte der Kante E,E, mit den übrigen Co- 
ordinatenebenen ermittelt sind, ergiebt sich die Zusammenstellung t 





Verfährt man ebenso mit 


Zusammenhang zwischen Drehungsaxen 


und Maximumstetraeder. 

















= t aL 
Kante E,E, n M 
9 I—4, LU; 
aes 
Ti —10 4 
AA: 
x — Oo ==> 3123 
2 
AAs 
Le = O ds las 
A As 
Ase 
U © E 
2 
201 
im ^31 ^23 
Ya À À 
phn dt 
y, = 0 E Siaiias 
P AA 








den Bezeichnungen an, so erhült man die folgenden Schemata 


(16) 























= | te aL 
Kante EE, | = oe 
I I yu 
a = O À; 2 
1 
"0 Am 
À 
T, =O AE 
2 m 
T = Oo == ^is À, 
A, ls 
JA TES, TEE À 
es As 
3 s 
Y, =O p 
AE 
TION rm! 
3 4, Ave 
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den übrigen Kanten, und wendet die entsprechen- 
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(17) 


(18) 


R. Lipschitz. 



































= t u 
Kante E,E, | = = 
= ts I x Mos 
A E 
Dco sm 
A, 431 
Le — Oo ss Ais 
4, las 
T, =O Ais 
3 LE 
ZI 
23 "12 
y, —0 : 
a 4, Àj 
2; Am 
air © ERU 
o *'23 
Mies Ais 
V3 2250 "t 
= | t aL 
Kante E,E, = = 
Lt I 
Ais 
x =< = 
^31 
mo ao Ais 
251238 
x, — O LE 
43, A 
EAS Ais 
1 A 
À. À 
y = [e] 0 "12 
J 
Au A 
Ai Aj 
0 FR 
31 “oO 
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t u 



































f € 31 31 
(19) Kante LE, | —— De 
31 31 
ete Aas kan 
i : 
Ais s 
À 
9. —1 ©) = 
Ave 
Ro A odds 
A Ate Asi 
As, 4 
y = O mm 35133 
! aa 
As 
Y, =O T 
2 hir 
À, À, 
Y, == Oo 0 23 
ls 1: 
E at 
(20) Kante EE E E 
p I—t I—u 
19 19 
add 
i, =O = 
ore Avo 
a 
Do 191491" 
3 ds À 
À 
Be = 0 ix 
53 
qz 6 ET 
ar 1 2,77 5 ^ 
23 ^12 
AM 
12 "31 
y, = © 
a Zi 
| "s 
y, =O | | A 
228 
= SE : t ae : 
Nach den Gleichungen (13) ist der Ausdruck 7 g für einen be- 
or 


liebigen Punkt P der durch 7Z und Z, laufenden geraden Linie gleich 
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dem Quotienten der Strecken und zwar positiv oder negativ genom- 


E,P 

E,P' 

men, je nachdem P zwischen den Punkten E, und E, oder ausserhalb 
E: " M J u, ; " 

der bezüglichen Strecke liegt. Für den’ Ausdruck I PED gilt in Folge 


U5 


; : CUTS T 5 %; US) Uab 2 
von (14) die gleiche Definition, für die Ausdrücke TUE oder icu die 
j — Lab — "ab 


aus den angegebenen durch Einsetzung anderer Paare von Zahlen entstehen, 


: tab u 
die entsprechende. Sobald deshalb mE. m und ——2-- denselben Werth 


— Lab osi ab 
annehmen, so fallen die zugehórigen Punkte zusammen. Aus diesem Grunde 
werden die Kanten E,E, und E,E, von den Ebenen z, — 0, y, — 0, die 
Kanten E,E, und E,E, von den Ebenen z, = o, y, — o, die Kanten 


E,E, und E,E, von den Ebenen rz, — 0, y, — O in denselben Punkten 
getroffen. 


Es ist leicht zu erkennen, dass die definirten Durchschnittspunkte 
mit denjenigen Punkten übereinstimmen, in welchen für jede Seitenfläche 
des Tetraeders eine Dreiecksseite durch das von der gegenüber liegenden 
Ecke herabgelassene Loth getheilt wird. Daraus folgt dann weiter, dass 
der den Ebenen x, = o und y, — o gemeinsame, durch den Punkt O ge- 
hende Strahl auf den beiden Kanten E,E, und E,E, senkrecht steht, 
und dass für die beiden übrigen Paare sich nicht schneidender Kanten die 
gleiche Beziehung besteht. 





N. x . T zt tan d b 
Die übrigen 24 Werthe der Ausdrücke : = und —— , welche 
un) — "lab 


in den sechs Zusammenstellungen (15), (16), (17), (18), (19), (20) vor- 
kommen, werden erhalten, indem man die Elemente A, , À,,, À,,, A,, auf 
alle möglichen Arten in je zwei Paare abtheilt, immer das Product des 
einen Paares dureh das Product des zugeordneten dividirt und jeden Quoti- 
enten mit der positiven oder nezativen Einheit multiplicirt. In der obigen 
Darstellung haben offenbar die Werthe aller Quotienten, denen kein Zeichen 
vorgesetzt ist, dasselbe Vorzeichen, alle diejenigen, die mit dem Minus- 


zeichen versehen sind, das entgegengesetzte Vorzeichen. Zwei Punkte der 


- EC - 3 nes Uab . 
unbegrenzt verlängerten Kante E,E,, für welche — und “— gleiche 
= tar U — one 

und entgegengesetzte Werthe annehmen, bilden mit dem festen Paar E, , E, 


vier harmonische Punkte. 





Deshalb zeigt die bezügliche Zusammenstellung 
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dass auf jeder unbegrenzt verlängerten Kante zwei Paare von Punkten auf- 
treten, die mit den beiden Ecken vier harmonische Punkte liefern, so dass 
die zusammengehórigen drei Paare eine Involution bilden. Aus den 24 


T fas U ab : os 
gegebenen Werthen von —— und n - werden die zugehörigen Punkte 
~ lab — "lab ; : 


durch eine elementare geometrische Construction gefunden. 


Hebt man alle diejenigen Punkte heraus, für welche die Ausdrücke 
tab 


1 ab ES : 3 : à 5 
Ec und : ^— positiv sind, so liegen dieselben immer zwischen den 
bad — "ab ' 


betreffenden Ecken Æ, und E,. Indem die Punkte, welche derselben Coor- 
dinatenebene angehóren, durch einen in dieser Ebene in sich zurückkehrenden 


Zug von geraden in den Seitenflichen des Tetraeders liegenden Linien ver- 


bunden werden, erhält man für alle sechs Coordinatenebenen x, = 0, 
LT, =O, $, — O, y, — O, y, =, y, =O die geradlinigen Begrenzungen 


derjenigen Theile, welche innerhalb des Maximumstetraeders eingeschlossen 
sind; durch diese Spuren sind die Coordinatenebenen selbst geometrisch be- 
stimmt. 

Die im Vorhergehenden abgeleiteten Resultate erlauben eine unmittel- 
bare Anwendung auf die Bewegung eines beliebigen Systems von starr mit 
einander verbundenen Massenpunkten. Sobald der Schwerpunkt des Mas- 
sensystems und das rechtwinklige System der zugehórigen Haupttrügheits- 
axen bestimmt ist, kann bei jeder Bewegung des Systems die Drehung der 
Haupttrigheitsaxen um den Sehwerpunkt verfolgt werden. Wenn man 
jetzt die im Laufe der Zeit geschehende Lagenänderung der um den Schwer- 
punkt rotirenden Hauptträgheitsaxen in Bezug auf irgend ein in dem 
Raume festes System von rechtwinkligen Axen als bekannt annimmt, so 
lassen sich nach der vorhin entwickelten Methode für jeden Zeitmoment 
die entsprechenden vier Drehungsaxen und zugehórigen Drehungswinkel 
ableiten. Aus diesen Daten ergiebt sich, nachdem der anzuwendende Mass- 
stab der Grósse gewühlt worden ist, ein der Gestalt, Grósse und Lage nach 
vollständig bestimmtes Maximumstetraeder. Dasselbe bildet für die beob- 
achtete drehende Bewegung einen bestündigen Begleiter. 

Das Maximumstetraeder enthält aber die Merkzeichen sowohl des in 
dem Raume festen zur Ortsbestimmung eingeführten wie auch des beweg- 
lichen. Systems der Hauptaxen. Sowohl diese Spuren als die zu den vier 
Drehungsaxen gehórenden Drehungswinkel lassen sich vermittelst des aus- 
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einandergesetzten Verfahrens auffinden. Es besteht daher die Möglichkeit, 
aus der festen Gestalt und Lage des Maximumstetraeders rückwärts auf 
die Natur der drehenden Bewegung zu sehliessen, aus deren Betrachtung 


die Definition des Maximumstetraeders hervorgegangen ist. 


A 


Mit der Ausdehnung des Begriffs der Drehungsaxe auf eine ebene 
Mannigfaltigkeit von » Dimensionen beschläftigt sich die im 65' Bande 
des Journals für Mathematik S. 185 veröffentlichte Abhandlung von 
Scnrärtı Über invariantive Elemente einer orthogonalen Substitution, wenn 
dieselbe als Ausdruck der Bewegung jeder Gruppe von Werthen der Variabeln 
aus dem identischen Zustande in den transformirten gefasst wird. 


Man kann das hier untersuchte Problem so ausdrücken, dass ein System 


von » Variabeln ®,,%,,....%, durch eine lineare Substitution in ein 
System von n Variabeln y,, y,, .... y, transformirt wird 


D = 84, T Gode Fee: À 0s 


(1 ) Uy zr oY, als 25 af. ate ges =F 91/5 


Th = 9111 =F Lao Eis Oy eg ae Ann ns 


welche die Gleichung 


2 2 2 2 2 2 
(2) (Nd WARE NES euer pO he | 
erfüllt, und deren Determinante gleich + 1 ist, und dass nach solchen 
Systemen von Variabeln 2,,2,,....: r, gefragt wird, für welche der 
Ausdruck 
(3) T Ela TU. 3E setae + V, Vn 


ein Maximum oder Minimum wird, während das Ageregat rj 4- 25 4-...-4- 7; 
einen festen. Werth behält. Es kónnen nun in einer ebenen Mannigfaltig- 
keit von n Dimensionen z,, %,,... x, als die Coordinaten eines Punktes 
in einem festen orthogonalen System, ferner y, , y, , ... y, als die Coor- 
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dinaten desselben Punktes in einem zweiten beweglichen orthogonalen System 
aufgefasst werden. Wenn alle Coordinaten auf das erste System bezogen 
werden, so geht bei der Bewegung des zweitens Systems in die Lage des 
ersten. der "Punkt (4), 255 ..u..: %,) in den. Punkt (9.*, 4... 9.) über. 
Ferner stellt dann der Ausdruck (3) den in die feste Grösse aj +23+... +5 
multiplicirten Cosinus des Winkels zweier Strahlen dar, die von dem ge- 
meinsamen Nullpunkt nach den Punkten (z,,z,, ....: Ee) und. (i Vas. s) 
gezogen werden. Die erwühnte Aufgabe de maximis et minimis bezieht 
sich jetzt nach dem von SCHLÂFLI angewendeten Sprachgebrauch auf die 
Ermittelung des Maximums oder Minimums der angularen Verschiebung. 
Um bei dem Problem de maximis et minimis die Grössen @,, %,, .... v, 
als die unabhüngigen Variabeln zu haben, werde das System (r) nach den 
Variabeln y, , y,, .... y, aufgelöst, wodurch das System entsteht 


Pi Oe Egg ismod 
(4) Ul euer RC Te pU SM TOU 
Je SS Ci e CEU IC Berg CE 


Bildet man nun mit Zuziehung eines unbestimmten Factors ¢ den Ausdruck 


(5) Ty cb uy Ew. on nt... + Ca); 


und setzt die » partiellen Derivirten desselben nach ©, ,@,,..., v, gleich 


Null, so ergiebt sich das zu dem Problem gehörende System von Glei- 


chungen 


29,9, zie (hia te Bae) eg ures sent te &,)*, = 2902, 


(6) (en aie m 200 +... + (Gon + 0,,)*, = 200, 


(& nis Arn) 9, + (Aus Sr 054) Ly =F AL © + 24 nn Ly = 207, . 


Auf Grund desselben gilt die Bedingung, dass die Determinante der » ho- 
mogenen Functionen verschwinden muss; mithin kommt für a die Glei- 


chung des n'“ Grades 
Acta mathematica, 24. Imprimé le 13 juin 1900. 19 
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201 — 20 , Bro ae Boy De Du or «a Din + Any 
b Cay Aa y 2044 — 20 y oy Conte Anz d^ 
(7) = à 
Any 3r Bin » X,» aE Gon 5 +) 20 nn — 20 | 


Gleichzeitig folet aus (6), indem man die Gleichungen der Reihe nach mit 


v,@,,..., ©, multiplieirt und addirt, die Relation 


n 


er LU, + 24 Pe +--+ + nn 
(8) = - > = g. 
21 + Lo + eee + Ln 





Es wird also der Werth des Cosinus, der zu einem Maximum oder Mini- 
mum gemacht werden soll, durch o dargestellt, und die Gleichung o = 1 


bedeutet, dass die von dem Nullpunkt nach den Punkten (z,, 2,, .... Ln) 
und (y, ,%,....%,) gezogenen Strahlen zusammenfallen. Es muss nun 


unterschieden werden, ob die Anzahl » der Dimensionen der Mannigfaltig- 
keit ungerade oder gerade ist. 

Zuerst werde n ungerade vorausgesetzt. Dann zeigt SCHLÂFLI, dass 
die Gleichung (7) stets durch den Werth o=1 so erfüllt wird, dass dabei 
nicht alle adjungirten Elemente verschwinden. Es sind dann durch (6) 


die Verhältnisse der Grössen z,, 2,, .... v, vollständig bestimmt, und der 
von dem Nullpunkte nach (r,, z,, .... %,) gezogene Strahl wird die auf- 


zusuchende Drehungsaxe. 

Man gelangt zu einem übereinstimmenden Resultat, wenn man die 
vorhin in Art. 1. zur Definition der Drehungsaxe benutzte Forderung auf 
die vorliegende Mannigfaltigkeit von # Dimensionen ausdehnt. 

Es handelt sich hier um die Aufgabe, einen Punkt (6,,50,, .-. , Pu) 
so zu bestimmen, dass der von dem Nullpunkte nach demselken gezogene 


Strahl mit dem nach einem beliebigen Punkte (x,,#,, ....%,) gezogenen 
Strahle und mit dem nach dem zugehörigen Punkte (y, , y., .... Yn) ge- 


zogenen Strahle Winkel von gleichen Cosinus bildet, oder dass die Gleichung 


(9) p,T, -F pum, 9p FEAT DELIS ERE TUE 


erfüllt ist. Aus derselben ergiebt sich das System von Gleichungen 
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HP; + X103 SERO mc Cae £1 
o mona De E ee an D 
(10) 
945/01 + Arn Py == mo D SF Ann On == Pr: 
Durch Auflösen nach den links befindlichen Grössen p,, 5,, ..., o, folgt 


aber das System 
OOS 049, Phe? P pL = 0, 


(1 1) 45101 ap X539 3E b Oc 4e Aon On = P» 


An 0; dr 5» 02 si ee + Ann On = On: 


i 


und durch Addition der entsprechenden Gleichungen erhält man 


20104 EU (X. E 931)05 == D po <= (Lin == An) On 52/0 


fict 
(1 2) IT xd 915) 225,303 = g ou =. (Gon =F 855) On — 20, 
(Ant SF % n)P, SF (Ano s Aon) 05 Sr TC RC =F 20,505 TR 2p,. 

Dieses System geht aber aus dem obigen (6) hervor, indem z,,z,,.... 2, 


respective durch 9, ,9,,....9, und a durch die positive Einheit er- 
setzt wird. 

Es kann jetzt die Frage nach der Drehungsaxe für alle Systeme auf- 
geworfen werden, die aus (1) entstehen, indem auf alle môglichen Arten 
statt einer geraden Anzahl von Grössen y, die Grössen — y, gesetzt werden. 
Die angegebene Veränderung ist dieselbe, als wenn in der orthogonalen 
Substitution 2,,, 4,,, ... , Gn die entsprechende gerade Anzahl von Vertical- 
reihen mit der negativen Einheit multiplicirt würde. Die resultirenden 
Substitutionen bleiben orthogonale und behalten die Determinante + 1. 
In der Schrift Uber die Summen von Quadraten, II, Art. 1, S. 62, ist 
bewiesen, dass unter den Determinanten, die aus der Gestalt 


9 nur Lo 


| 
(13) 931 » Foo S Tuque Aon | 


m 
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in der angegebenen Weise entstehen, wenigstens eine einen von Null ver- 
schiedenen Werth haben muss. Weil nun zwischen den bezüglichen ortho- 
gonalen Systemen kein wesentlicher Unterschied besteht, darf angenommen 
werden, dass für die von Hause aus gewühlte Substitution diese Bedingung 
erfüllt ist. Die betreffende Determinante werde mit D bezeiehnet, und 
nach den Elementen à, so partiell differentiirt, als ob diese von einander 
unabhüngig wären, dann kónnen vermóge der l. c. mit (9) bezeichneten 
Gleichungen, unter Benutzung einer beliebigen reellen von Null ver- 
schiedenen Grösse A, die Elemente A,, wie folgt definirt werden 





Ie aD À 2 oD 
- {D — 2 — — 
(14) D e z x) À, D 90a hat 


und es zeigt sich, dass die Grössen A,, sämmtlich verschwinden, für die 
übrigen aber 2,, + À, = O sein muss. 

Um die Frage nach der definirten Gruppe von Drehungsaxen ana- 
lytisch zu formuliren, mógen die Indices, für welche in einem einzelnen 
Falle die Grössen y ungeündert bleiben, mit «,5,....e, die übrigen 
Indices indefinite mit f bezeichnet werden. Weil nach der gegenwärtigen 
Annahme n eine ungerade Zahl bedeutet, f eine gerade Reihe von Zahlen 
durchläuft, so ist die Anzahl der Indices a,b,....e nothwendig ungerade. 
Es kommt jetzt darauf an, » Grössen 


a,b,....€ 


+) Pn 


CHE 
) 


P 
» 0 


so zu bestimmen, dass die aus (9) abgeleitete Gleichung 
(re ab... m Han Ho: 
(15) parry pyr aty + + Lippe ay 


a N die iy state ies Loy, 


befriedigt ist. Hieraus folgt, wie oben das System (10) aus (9), das System 
von Gleichungen 


Mb e Bde PO ase a Mh —— 
€01 + 4805 CIE oes ae eni —e 9 9 


(1,0, «6 Dy cave Oscars role = 
(16) V» 00 sh Gan a0 E ue Cat Oe: a UN mg 


a,b,,...e andren CR Pros. Rau 
Ain Pi d T Aon 0a m Dm + AnnPn PS EnOn í a O, 
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wo die Zeichen ¢,,¢,,....¢, durch + r, die Zeichen e; durch — 1 zu 
ersetzen sind. Die Anzahl von Verbindungen, die in der angegebenen Weise 
aus den Zeigern 1, 2,3,....% erhalten werden können, beträgt 
T nn — 1) i n(n — I)n — 2)(n — 3) a 
12 aA À: m 
oder 2"~'. Die Gruppe der definirten Drehungsaxen besteht also aus 27° 


Individuen. Sobald festgestellt ist, dass die Determinante des Systems (16) 
verschwindet, ohne dass die simmtlichen adjungirten Elemente verschwinden, 
sind die Verhältnisse der zu suchenden Grössen 


e 


FLE aos Hanoi 

pu ) P» RAO PO NDA fn : 
bestimmt und kónnen in der folgenden Weise gefunden werden. 
Issue Arte 


nirten Grössen À, und A,, nachdem 2» beliebige Zahlen a, 0, ....faus 
der Reihe von 1 bis » ausgewählt sind, eine Grösse À,,.. , abgeleitet wird, 


, S. 67 angegeben, wie aus den vorhin defi- 


die gleich einem Bruche mit dem Nenner Aj" ist, dessen Zähler erhalten 
wird, indem man mit den Zahlen a,b,...,f alle Permutationen der 
ersten Classe vornimmt, hierauf diese Zahlen in der gegebenen Reihenfolge, 
zu zweien gepaart, an den Buchstaben A als Zeiger vertheilt, von den Pro- 
ducten, die unter einander gleich sind, nur ein einziges wühlt und von 
allen verschiedenen die Summe nimmt. Alsdann liisst sich das obige System 
(1) zunächst durch das System von » Gleichungen ersetzen, das l. e. 8. 65 
aufgestellt ist 


À D qi ci oes, AYE Se AY serlo ina 
Re A en te Ana ES NE ee a DE 


An, == Ayn La == pare © ar À T, = And, AF ÀJ; zi o == do Yn 


und aus diesem wird mit Einrechnung von ihm selbst ein System von 
2"-! Gleichungen erhalten, das nach Art. 2, S. 69 die folgende Gestalt hat 


(18) eue La <= Aces E er == Aqp...d Le = Ys, 


— Aye...eYa + Eee =F rU v == Aq...dYe ra Yu. er 
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hier haben a,b,....e,f die vorhin angegebene Bedeutung; bei dem 
Fortfallen aller Zeiger tritt die Null an ihre Stelle. Eine Vergleichung 
von (18) und (15) zeigt, dass die beiden Relationen in genau derselben 
Weise gebildet sind. Ebenso wie (16) aus (15) abgeleitet ist, folgt aus 


(18) ein System, das aus (16) hervorgeht, indem respective statt 


URGE Ne 
(19) pa e yen , PF 

die Gróssen 

(20) Abe... DEC CIO Asa , 4 fab...e 


substituirt werden. Weil nun die Verhältnisse der Gróssen (19) unter der 
angegebenen Voraussetzung eindeutig bestimmt sind, und weil die Grössen 
(20) denselben Gleichungen genügen, so werden die Verhältnisse der ge- 
suchten Grössen (19) durch die Verhältnisse der Grössen (20) beziehungs- 
weise dargestellt, und sind auf diese Weise als rationale Verbindungen der 
(Grössen A, , À, ausgedrückt. Zur Untersuchung der Determinante des Systems 
(16) eignet sich ein Satz, der l. c. Art. 8, S. 94 mitgetheilt ist, und fol- 
gendermassen ausgesprochen werden kann. 

Wenn in der obigen Determinante (13) die in der Diagonale stehenden 
additiven Einheiten der Reihe nach durch # unbestimmte Grössen 5, se 
ersetzt werden, so entsteht die Determinante 


9 als 5» Lio , Ain 
a Lo + 5 up do 
21 $92 200 2n / 
(21) =a DC STE TS 
Any ) Ano 3} PO OG, 79 Zan + $, 


Ferner erhält man aus den Elementen A,, À, die Determinante 


À, ) À, ) ae | 
CRE RTS 
(22) Ne i "| = Ae? N(A); 
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hier ist 
(23) N(A) = A + A + SEX + A lage. 
wo bei den Grössen 2 zuerst alle Verbindungen der Zeiger von 1 bis n 
zu je zweien, dann zu je vieren, u. s. f. zu nehmen sind. Alsdann be- 


steht der erwähnte Satz in der folgenden Darstellung der Determinante 


TONGS) REES, 


(24) N(A)D(s,,5,, ...:5,) = (s, +1)(s, +1)... (s,+ (s x 








(s, — 1s, — 1X5, — 1Y(s, — 1) \ 


En 
; > 7 —. Ajo3 foo |} t 
(s, + 1X5, + 1s, + 1s, + 1) isi ) ? 





die auf der rechten Seite angedeuteten Ageregate werden in derselben 
Weise gebildet, wie für (23) angegeben ist 

Setzt man die sämmtlichen Grössen s,,5,,.... s, gleich einer ein- 
zigen s, so wird die linke Seite von (24) gleich dem Product des noth- 


T/ 


wendig von Null verschiedenen Aggregats N(A) in die Determinante 


> 
ae: CHRIS LES Ve Lin 
oi » X33 xi Sioa? - "Ji: Ayn 
(25) ; 
Any , Ana ODEO. 10 Ann + S | 


gleichzeitig gehen die auf der rechten Seite von (24) vorhandenen Producte 
in Potenzen über. Da gegenwärtig n ungerade angenommen ist, so steigen 
die in den Nennern vorkommenden Potenzen von (s+ 1) bis zu der (n — 1)'*" 
Potenz, und man kann der rechten Seite von (24) die folgende Gestalt geben 


(26) (s + 1)((s + 1)'?4, + (s + 1)7*(s — 1) +...) 
x \n—5 [a \4/52 \ 
+ GR 1) 7 (s — 1) hse te ht.) 
Die Darstellung der linken durch die rechte Seite bringt dann den Satz 
in Evidenz, der zuerst von Brioscar in der Note Sur un théorème relatif 
aux déterminants gauches, laouvizLe's Journal de mathématiques, 
tome 19, S. 253 aufgestellt und bewiesen ist, dass niimlich (26) bei einem 


ungeraden # für s — — ı gleich Null wird, und aussordem für keinen 
reellen Werth von s verschwinden kann. Es folgt hieraus, dass die De- 
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terminante des Systems, das aus (10) hervorgeht, indem die Ausdrücke 
rechts, mit der negativen Einheit multiplicirt, auf die linke Seite gebracht 
werden, verschwinden muss. Wenn bei dem bezüglichen Schema alle ad- 
jungirten Elemente gleich Null wiirden, so miisste der nach s genommene 
Differentialquotient von (25) für s = — 1 ebenfalls verschwinden, oder es 
müsste die Function (25) von s nicht nur durch (s + 1) sondern auch 
dureh (s + 1)? theilbar sein. Damit aber in (26) die mit (s + 1) multi- 
plicirte Function durch (s + 1) aufgehen kann, muss sie gleichfalls für 
s = — 1 gleich Null werden, und dies kann nur geschehen, wenn der letzte 
in (s— 1)'^ multiplicirte Bestandtheil oder das Aggregat der Quadrate 
der Grössen À, welche mit # — 1 Indices versehen sind, verschwinden. Es 
wird daher der Fall, dass (25) durch (s + 1)? aufgeht, durch die Voraus- 
setzung ausgeschlossen, dass die Verbindungen 2, bei denen die Zahl der 
Indices gleich » — 1 ist, nicht alle gleich Null sind. Sobald diese Vor- 
aussetzung gilt, ist es sicher, dass die Verhältnisse der Grössen p, , p, , .... On 
durch das System (10) vollständig bestimmt sind. 

Hier kann die Bemerkung hinzugefügt werden, dass das System (10) 
aus (16) entsteht, indem die Zeiger a,b,c,....e die Werthe 1,2,3,....n 
erhalten, und der Zeiger f fortfällt. Dem entsprechend fallen auch in (18) 
die nach / laufenden Summen fort, und für die in (19) aufgeführten 
(Grössen, die mit 9,,9,,....9, coincidiren, folgt aus (20), dass ihre Ver- 
hültnisse dureh die Verhältnisse der Grössen A bestimmt sind, welche n — 1 
Zeiger haben. Die oben ermittelte Bedingung, dass nicht alle Grössen A, 


die » — ı Zeiger haben, verschwinden dürfen, bezieht sich hiernach auf 
diejenigen Grössen A, denen die gesuchten Grössen 9, ,9,,....9, propor- 


tional sein müssen. 
Die Determinante des Systems (16) wird aus D(s,,s,, .... 5,) erhalten, 


in dem man statt $,, $,, .... s, die negative, statt s, die positive Einheit 


substituirt. Ich werde jetzt die Veränderung betrachten, welche mit der 


rechten Seite von (24) vor sich geht, wenn die Grössen s,, 8, ....S, un- 
geändert bleiben, dagegen für jede Grösse s, respective — s; eingesetzt 


wird. Die rechte Seite von (24) ist ein Aggregat von Summanden, die 


aus zwei Factoren bestehen. Der eine Factor geht aus dem Product 


(S, + 1)(8, + 1)... (8, + 1) hervor, indem auf alle möglichen Arten eine 
gerade Anzahl unter den Grössen 5,,5,,....5, durch ihren negativ genom- 


menen Werth ersetzt wird. Der andere Factor ist das Quadrat derjenigen 
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Grössen A, deren Indices mit den Indices der negativ genommen Grössen 


S8,,8,,--..8, übereinstimmen. Wofern nun für eine gerade Anzahl von 
Grössen s, immer — s; substituirt wird, so geht der Inbegriff der ersten 


Factoren in sich selbst über. Weil aber die zweiten Factoren unberührt 
bleiben, so ist der Erfolg kein anderer, als dass die letzteren in einer regel- 
mässig bestimmten aber anderen Reihenfolge mit den ersten Factoren zu- 
sammentreten. Wird nun, nachdem dies geschehen ist, statt 5,, $,, .... 8, 
dieselbe Grösse gesetzt, so ergiebt sich die Determinante von (16) durch 
die Annahme s — — 1. Die über die Determinante (25) angestellten Er- 
órterungen erlauben jetzt in Bezug auf die Determinante des Systems (16) 
den Schluss, dass diese verschwindet, und dass gleichzeitig nicht alle ad- 
jungirten Elemente verschwinden können, vorausgesetzt, dass*von einer be- 
stimmten Gruppe von n Grössen À nicht alle Individuen verschwinden. 
Eine genaue Erörterung lässt erkennen, dass die bezüglichen Grössen A 
dieselben sind, welche in (20) erscheinen, und denen die aufzusuchenden 
Gróssen (r9) proportional werden. 

Will man die Grössen op'-*,...,57"-', deren Verhältnisse durch 
das System (16) bestimmt sind, vermittelst eines Problems definiren, dass 
dem von SCHLÄFLI aufgestellten Problem entspricht, so kann man fordern, 
dass der Ausdruck 


(27) Tafa Gu +... + au Lid 


zu einem Maximum oder Minimum gemacht werde, wührend die Summe 
di + as + ...+ v; einen festen Werth hat, und dass der für (27) resul- 
tirende Werth, durch die Summe z; + ... 4- x; dividirt, gleich der Ein- 
heit sei. 


Ich komme jetzt zu der Untersuchung des Falles, dass » gerade ist. 
Für denselben betrachtet SCHLÂFLI das auf den obigen Ausdruck (5) be- 
zügliche Problem de maximis et minimis. Er giebt an, dass die obige 
Gleichung des »"" Grades (7) alsdann durch den Werth 5 — 1 nicht erfüllt 
wird, dass deshalb das zugehörige System (6) keine Auflösung zulässt, und 
zieht hieraus den richtigen Schluss, dass für eine ebene Mannigfaltigkeit 
einer geraden Ordnung die von ihm aufgesuchte Verallgemeinerung einer 
Drehungsaxe nicht vorhanden ist. Man kann indessen für eine ebene 
Mannigfaltigkeit einer geraden Ordnung eine andere Forderung aufstellen, 
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welche immer lósbar ist, und in anderer Weise eine Verallgemeinerung 
einer Drehungsaxe liefert. 

Der angegebene Zweck wird erreicht, indem für die vorliegende Man- 
nigfaltigkeit der »'" Ordnung die Bestimmung eines Punktes (p, , p,, .... An) 
verlangt wird, für welchen die Gleichung befriedigt ist, die aus (9) dadurch 
hervorgeht, dass auf alle móglichen Arten statt einer wngeraden Zahl von 
Grössen y, respective die Grössen — y; substituirt werden. Es bezeichne 
a,b,....e einen Complex einer ungeraden Anzahl von Zeigern aus der 


Reihe 1, 2 .n; die übrigen Zeiger mógen mit f bezeichnet werden, 


, 9 eis 


und zwar durchläuft f, weil n jetzt gerade ist, eine ungerade Anzahl von 
Werthen. Dann handelt es sich darum, » Grössen oj, pret... ppt 
in der Weise zu bestimmen, dass die mit (15) gleichlautende Gleichung 


(28) onc. E N + Dr, 4E Lm, 


= pe yat. + a Ye Lotus 


erfüllt ist. Daraus folgt das der Form nach mit (16) übereinstimmende 


System 
305....€ Disc AO 305... 
4 ps eV En © oo am On == epi" ‘=o 
fps Te Te Hb... RN 
(29) Qi s tp 0:40; 1c eT CU CC) ME. NO 
CA Sb e ed p c RS 
Ain : EE Ay, 0 1 =F ... zt nn On d €, On rt = Oo; 
die Zeichen ¢,, ¢,,....¢, sind durch +1, die Zeichen e, durch — 1 zu 


ersetzen. Die Anzahl von Verbindungen, die in der angegebenen Weise 
aus den Zeigern 1, 2,.... erhalten werden, beträgt 


n(n — 1)(n — 2) 
OS 


n + MEUM 


und diese Summe ist wieder gleich 2'—. Die Gruppe der von dem Null- 
punkte nach den Punkten (oj, ....,2'*) gezogenen Axen besteht 
daher ebenfalls aus 2"— Individuen. Wofern nun nachgewiesen wird, dass 
die Determinante des Systems (29) gleich Null ist, ohne dass alle ad- 
jungirten Elemente gleich Null werden, so sind die Verhältnisse der auf- 
zusuchenden Grössen jj^", .... pet bestimmt, und können in ganz 
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derselben Weise gefunden werden, wie für einer ungeraden Werth von » 
geschehen ist. Die oben mit (17) und (18) bezeichneten Gleichungen be- 
stehen, wie l. c. gezeigt worden ist, ohne Unterschied für ungerade oder 
gerade Werthe von n. Es folgt also genau, wie vorhin, dass unter der 


erwühnten Voraussetzung die gesuchten Grüssen 


N HU bceos ,b, 
(30) Das ee De à ON À 
den Grössen 
(31) Ais Dao o Aut Aab...a , Aris. 


respective proportional sind. Nachdem somit die Gruppe von 2"^' Punkten 
(or^, .... pz 7*) vollständig bestimmt ist, bleibt nur übrig, die ange- 
gebenen Eigenschaften der Determinante des Systems (29) zu beweisen. 

Dies geschieht mit Hülfe der obigen Gleichung (24), welche l. e. 
ebensowohl für gerade als für ungerade Werthe von » begründet worden 
ist. Gegenwürtig kommt es darauf an, die Veränderung zu erórtern, welche 
bei geradem n mit der rechten Seite von (24) erfolgt, sobald die Grössen 
Sas $5... $ ungeündert bleiben, dagegen für jede der Grössen s;, deren 
Anzahl jetzt ungerade ist, — s, substituirt wird. 

In den Summanden, aus denen die rechte Seite von (24) besteht, ist, 
wie oben bemerkt, der eine Factor ein Product, das aus dem Ausdruck 
(s, + 1)(s, + 1)... (s, + 1) hervorgeht, in dem auf alle möglichen Arten 
für eine gerade Anzahl von Zeigern die betreffende Grósse s, dureh die 
mit der negativen Einheit multiplicirte Grösse s, ersetzt wird. Wendet man 
die vorgeschriebene Vertauschung auf alle Gróssen s; mit Ausnahme einer 
einzigen an, so ist die Vertauschung für eine gerade Anzahl von Grössen 
erfolgt. Dadurch geht der Inbegriff der erwähnten ersten Factoren nach 
dem obigen in sich selbst über. In jedem dieser Factoren giebt es, weil 
n gerade ist, eine gerade Anzahl einfacher Factoren von der Gestalt s,+1 
wie auch von der Gestalt — s, + 1. Das Product der einen wie der anderen 
einfachen Faetoren móge ein Theilproduct genannt werden. Nimmt man 
jetzt mit der unter den s, zuletzt gelassenen Grósse die Verwandlung in 
ihren negativen Werth vor, so ist die Wirkung nothwendig die, dass von 
den beiden Theilproducten das eine einen einfache Factor verliert, das andere 
einen Factor gewinnt. Es verwandelt sich also die rechte Seite von (24) 
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in ein Aggregat, bei dem der erste Factor aus zwei Theilproducten besteht, 
deren jedes eine ungerade Anzahl von einfachen Factoren enthält. 
Die zu untersuchende Determinante des Systems (29° geht aus 


D(s,,$,,....5,) hervor, in dem statt 5,,s,,....5, die negative, statt 
s, die positive Einheit eingesetzt wird. Nachdem also auf der rechten 
Seite von (24) $,,5,,.... 5, nicht geändert sind, s; aber durch — s, er- 
setzt ist, kann man s,,5,,.... 5, gleich derselben Grösse s nehmen, und 
hat zu zeigen, dass der bezügliche Ausdruck, der bis auf emen von Null 
verschiedenen Factor durch die Substitution s = — 1 in die Determinante 


des Systems (29) übergeht, verschwindet. Weil aber nach der angestellten 
Erórterung die rechte Seite von (24) gleich einem Aggregat von Summanden 
wird, deren erster Factor aus zwei Theilproducten von ungerader Anzahl ein- 
facher Factoren gebildet ist, so geht durch die Annahme s, — 5, —...5, — 8 
das erste oder zweite der beiden Theilproducte in einen Potenz von (s 4- 1) 
oder (— s + 1) von ungeradem Exponenten über. Weil aber die kleinste 
ungerade Zahl die Einheit selbst ist, so enthält jeder erste Factor den 
Ausdruck (s + 1) mindestens ein Mal. Deshalb ist der ganze Ausdruck 
dureh (s + 1) theilbar, oder verschwindet für s = — I 


, wie behauptet 
worden war. 


Die Voraussetzung, dass in dem System (29) nieht alle adjungirten 
Elemente verschwinden, muss aus dem oben angegebenen Grunde erfüllt 
sein, wenn die zuletzt betrachtete Function von s zwar durch s + 1 aber 
nicht durch (s + 1)? theilbar ist. Zunächst werde ich die Bedingung für 
das Eintreten dieses Umstandes für die Annahme ableiten, dass die Zeiger 
a,b,....e, welche ungeündert bleiben sollen, sich auf einen reduciren, 
und dass «a — 1 sei. Das Zeichen f durchläuft alsdann die Reihe von 
Zahlen 2,3,...,n. Man hat daher in D(s,,5,,....,) die Grössen 
$,... $, respective durch — 5,...— s, zu ersetzen, und hierauf 


Si ULL SS 


zu nehmen. Die resultirende Function von s ist dann gleich einem Aggregat, 
dessen Summanden durch (s + 1), (s + 1), ... aufgehen. Damit die 
Function nieht durch (s + 1) theilbar sei, darf der Factor von (s + 1) 
nicht verschwinden. Es zeigt sich aber, dass in demselben als Factor das 


Aggregat 


lente) 2 j2 1 2 
\32) Assn PAs ona + - 2 Aas...(n—1) + Àiss..n 
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enthalten ist, und daraus ist zu schliessen, dass die zu untersuchende Func- 
tion von s niemals durch (s + 1)* aufgehen kann, wenn nicht jede ein- 
zelne der obigen Gróssen À gleich Null wird. 


Wenn, wie in dem allgemeinen Falle, ein beliebiger Complex von 


Zeigern a,b,....e vorliegt, so gilt die gleiche Überlegung und man 
findet an der Stelle von (32) das folgende Aggregat 

2 2 2 
(33) y NEN m Quee T Ab... + Z un. 


Die entsprechende Function von s kann dann niemals durch (s + 1)? auf- 
gehen, wenn nicht alle in (33) erscheinenden Gróssen À gleich Null sind. 


Diese fallen aber mit den in (31) angegebenen Gróssen zusammen, welchen 


WS = o (EU ese rs De qii e E JC a 
die in (30) enthaltenen Grössen oz, .... 080 pe proportional sind. 
Somit ist für jeden geraden Werth von eine Gruppe von 2"^' Punkten 
(or^, .... one’), die der gestellten Aufgabe genügen, unzweifelhaft 
bestimmt. 


Eine Forderung, welche dem von ScHLÄFLI formulirten Problem analog 
ist, und zu dem entwickelten Ergebniss führt, besteht darin, für das jedes 
Mal ausgewühlte System von Zeigern zu verlangen, dass der Ausdruck 


(34) Ta == «none zs T. pe N, 

zu einem Maximum oder Minimum gemacht werde, während die Summe 
x +...+ x ihren Werth nicht ändert, und der Ausdruck (34), durch 
die Summe zj +... + v; dividirt, den Werth Eins annimmt. 


Die Aufgabe welche für jeden geraden Werth von n ausgesprochen 
und gelöst ist, erhält für den Fall n = 2 eine anschauliche Bedeutung, 
insofern die betrachtete Mannigfaltigkeit der zweiten Ordnung durch eine 
Ebene repräsentirt wird. Hier sind x, , x, die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes in einem festen, ferner y, , y, die rechtwinkligen Coordinaten 
desselben Punktes in einem beweglichen Coordinatensystem, das denselben 
Nullpunkt hat. Wird das zweite System in die Lage des ersten gedreht 
und jeder Punkt auf das erste System bezogen, so geht der Punkt (x, , z,) 
in den Punkt (y,, y,) über. Wenn nun der Punkt (y,, y,) durch eine 
der beiden Axen des festen Systems abgespiegelt wird, so entsteht als sein 
Spiegelbild respective der Punkt (y,, — y,) oder der Punkt (— y,, y,). Die 
oben gestellte Aufgabe fordert einen Punkt (oj), oj), für welchen 


1 (1) E (1 (1) 
f HO 9 % = pi i s 5 Yo 
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oder beziehungsweise einen Punkt (oj, 2%), für den 


(2 (0) RH (2) (2) 
pix, + py La = — pi Yi + Pr Ya 
wird. Der von dem Nullpunkt nach dem Punkte (91°, p?) gezogene Strahl 


soll mit den nach den Punkten (x,,x,) und (y,, — y,) gezogenen Strahlen 
gleiche Winkel, der nach dem Punkte (of, p?) gezogene Strahl mit den 
nach den Punkten (x, , z,) und (—y,, y,) gezogenen Strahlen gleiche Winkel 
bilden. Sowohl der eine wie auch der andere gesuchte Strahl ist daher 
eine Symmetrieaxe für die Lage des Punktes (x,, r,) in Bezug auf den 
Punkt, der aus (y,,y,) durch die eine oder die andere der bezeichneten 
Spiegelungen entstanden ist. Es tritt deshalb an die Stelle der Gruppe 
von Drehungsaxen für m= 2 eine Gruppe von zwei Symmetrieaxen, und 
für jeden beliebigen geraden Werth von n eine Gruppe von 2'^ Axen, 


die als Symmetrieaxen aufgefasst werden können. 


Bonn, d. 24. October 1899. 


SUR LA DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS 


PAR 


HELGE vox KOCH 


à STOCKHOLM. 


Introduction. 


Une propriété bien simple de la fonction exponentielle va nous servir 


comme point de départ pour cette étude: si l’on désigne par x et s deux 


nombres positifs on a 


| 1 
(A) lim (1—677)—4i1—e^ 


s=® 





Oo 


selon que 


qz I. 
= 


Dans l'étude de la formule d’EuLer (Introd. in anal. infin., t. I 


Cap. 15): 


Lp + : Lp + .. = log ¢(s) 


H 


et des formules qui en résultant, cette remarque nous permet d'employer 


l'expression (A) comme facteur de discontinuité au lieu de l'intégrale définie 


: I 
a+ts 
3 I 4 e | 
(B) lim 7 | ete 





dont on se sert ordinairement pour passer de la formule d’Eurer à celle 
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de RIEMANN (Mathem. Werke, I Aufl, p. 136) ou à des formules équi- 
valentes. 

Nous arrivons ainsi à des expressions nouvelles pour la fonction f(z) 
de RIEMANN et pour des fonctions numériques qui s'y rattachent. Ces ex- 
pressions paraissent plus élémentaires que celles qu'on possède auparavant, 
et pour l'étude des questions asymptotiques elles présentent quelques 
avantages. Du moins, elles nous permettent de démontrer très facilement 
quelques résultats, prévus déjà par RIEMANN, mais qui, autant que je con- 
nais, n'ont pas encore été démontrés rigoureusement. 

Parmi ces résultats, qui se trouvent exposés au § 7, je citerai le suivant: 

Si F(z) désigne le nombre des nombres premiers < x et si l'on admet, 
avec RIEMANN, que les racines de la fonction &(t) de RrEMANN sont toutes 


réelles, la différence entre F(x) et le logarithme intégral Li(x) sera une 
1 


quantité d'un ordre inférieur à celui de gU o désignant un nombre po- 
sitif si petit qu'on le veut. 

Il est bien possible qu'on pourra arriver au méme résultat par d'autres 
méthodes, mais je crois que la méthode adoptée dans le présent travail 
conduit plus facilement au but. 





§ 1. Expression nouvelle de la fonction f(x) de Riemann. 


Désignons par s un nombre positif > 1 et considérons la formule 
d'EurEn 


(x) Lp +-Lp-* + ., = log C(s) 


Dim 





* C'est en se servant de cette intégrale et en s'appuyant sur le théorème de M. Ha- 
DAMARD (Journal de mathém., 1893) relatif à la fonction €(s) que M. von Man- 
GOLDT (Journal für Math., Bd. 114) a réussi à donner, pour la première fois, une 
démonstration rigoureuse de la formule de RIEMANN. — Dans les recherches importantes 
de M. Hapamarp (Bull. de la Soc. math. de France, 1896) et de M. DE LA VALLÉE 
Poussin (Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles, 1896; Mém. cour. de l'Acad. de 
Belgique, 1899) des intégrales analogues à (B) jouent un rôle fondamental. 
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les sommes s'étendant à tous les nombres premiers et ¢(s) désignant la 
fonction définie (pour R(s) > 1) par la série suivante 


Ce 


Dans cette formule, mettons vs à la place de s et multiplions les deux 
membres par 


x désignant un nombre positif donné; donnons à » successivement les valeurs 


DIN 25 2 euch inp init. = 


) 


et faisons la somme de toutes les égalités ainsi obtenues. Les seconds 
membres nous donnent ainsi la série suivante 
en 
Sa Te log €(vs) 
> e 


— 
v=1 — 


et la somme des premiers membres s'écrit comme une série triple 


: sare ol 


=1 


où la somme 2, s'étend à tous les nombres entiers positifs, la somme D 
à tous les nombres premiers successifs. Désignant cette série (2) par S, 


on a done l'éealité 


(3) s 





Comme on a par hypothèse s > 1 la série (2) est absolument con- 


vergente; c'est ce qu'on voit en remarquant que 


<del 
—À À \p p. IDE ND 2° — I 





d'où 


EST <( + +) 


p p' 
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(— 1)’ 1 I (5) 
Irc ce ANDE 


K désignant un nombre dépendant de s. 


d'ou 


X P oS 


mt, — y) dx À 








Il en résulte qu'on a le droit d'écrire 


+ N 
—^ Sd ti EN I ent 
S — > y = — | — = > > zr Fer 4 
(4) >. a |» À p — 22-08 ) 
= = 
Cette nouvelle série converge uniformément par rapport à s pour 


toutes les valeurs réelles de s remplissant la condition 
(5) SS i, 


h étant un nombre fixe > o. En effet, il n'y a qu'un nombre fini de 
termes de cette série où l'on a 
p sam 


pour les autres termes, on a 
Comme la série 


étendue aux nombres premiers p et aux nombres entiers positifs À tels que 
x <p’, est évidemment uniformément convergente dans le domaine (5), il 
en est donc de méme de la série (4). 

Donc on a, en toute rigueur, 


(6) lim S = NA n lim |; (1 — aue Jr 


—p— 
$— 0 CUS —00 


Or, d’après la remarque faite au début, on a 


I 
À 
lim; (1— er") — ı 
—L c =)5 0-6) 


Oo 
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selon que 


p =. 
Done, désignant par F(x) le nombre des nombres premiers < x et 
posant any 
yf 3 
f(a) — F(a) Fle) +. 
on a 


lim S = f(x) —- m r 


$—00 


si æ est de la forme p* (p désignant un nombre premier et À un entier 
positif) et, dans le cas contraire 


Kaas le): 





$=o 
L'identité 
Q = (— ips 
(8) IS — D: ~__ ~— 2" log (vs) 
y-1 L 
nous donne done l'expression suivante pour f(x): 
\ . A = Van vs " 
(9) f(x) = € + lim > Bar log (vs) 
s—=® y=] = 


où lon a s — 0 si x n'est pas la puissance d'un nombre premier, mais 


82. Expressions des fonctions d(x) et A(x, v) 


Désignons par #(x) la somme des logarithmes naturels de tous les 
nombres premiers < æ et posons 
— "D 2 3 
(10) d(z) = O(a) + 0\x°) + 017-4 .. 
ou, ce qui revient au méme 


d(x )— >, log p + LE „log p a = „log p AL 


pz 











! Quand z n’est pas la puissance d'un nombre premier, cette fonction coïncide 
avec la fonction f(x) de RrEMANN. 
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La fonction d(x) représente donc le logarithme du plus petit commun mul- 
tiple de tous les nombres entiers <a. On connaît le rôle considérable 
que joue cette fonction déjà dans les travaux de Tcuesycuerr.’ Pour le 
but que nous nous proposons ici, il est nécessaire d'exprimer (x) par 
une formule analogue à (9). 

A cet effet, différentions la formule (1) par rapport à s. Il vient 





| e (8) 
(10) Ep log p + Zp“logp+..=— ug 
Dans cette formule, mettons vs à la place de s, multiplions par 
ue LE : > ( 
—'— — £^" et faisons la somme de y = 1 jusqu'à y= + co. On trouve 
| Y « 
ainsi 
+ + 
^ (— DPI f» on M. 
(12) NS Y Re (5) log p = — I Z(vs), 
me NN S 8 


où nous avons introduit, pour abréger, la notation 





Ici, comme plus haut, on voit que la série triple converge absolument 
(s étant supposé > 1). Elle pourra donc s’écrire sous la forme 


4 LD (= y— 2 vs a= 
(13) NN Ss E 2) 2 (4) log p — Va ta à log p. 


Et lon démontre, comme précédemment, que la série double du second 
membre converge uniformément pour toutes les valeurs réelles de s supé- 
rieures à un nombre fixe > r. 

On trouve done, en passant à la limite (s — co), que la série (13) 
prend la valeur 


(x) —e log p 
si æ est de la forme p^ et, dans les autres cas, la valeur 


9») 





* Mémoire de l'Académie impériale des Sciences de Saint-Petersbourg, 1850. 
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c. 
or 


Ceci nous permet done d'écrire 





(14) Q(x) =o — hm »3 rà -- a” Z(vs) 


où l'on a e —e log p si x est de la forme p^, mais =o dans le cas contraire. 

Avant de tirer quelques conclusions de cette formule, nous allons 
écrire la formule correspondante pour une fonction qui embrasse d(z) 
comme cas particulier et qui, d’après les travaux de M. von MaNcorpr 
et de M. pe LA VALLÉE Poussin, joue, comme d(x), un role important 
pour la théorie de la fonction f(x) de RIEMANN. 


Désignons par 4(r, r) la fonction suivante: ' 


(15) Ar) > 20 





où [x] désigne le plus grand entier qui ne dépasse pas x et où la fonc- 
tion L(n) est définie par les conditions suivantes 

cJ Eft) to; 

f) Lin) = o, quand n est composé par des facteurs premiers distincts, 

p) L(n) = logp, quand n = p’, p désignant un nombre premier et 
À un nombre entier positif. 


On voit que cette définition est identique à la suivante: 
A(r,r)— X p'logp+ X p'logp+.. 
; p= = pi-— = 


les sommes étant étendues à toutes les puissances de nombres premiers — x. 

Pour avoir une expression de cette fonction, nous partons encore une 
fois de la formule (11). Mais cette fois nous mettons r + ys à la place 
de s et procédons ensuite comme tout à l'heure. Il vient ainsi 


(16) Me) — =— lim > a" Zr + ys) 


où w a la même signification que plus haut. Cette formule, qui est va- 
lable pour toute valeur de r, se confond, pour r — o, avec la formule (14). 





Quand 2 n’est pas la puissance d'un nombre premier, cette fonction coincide 
avec la fonction désignée par A(x, 7) par M. vos ManGoLpr (Journal für Math. 


Bd. 114, p. 279). 
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83. Rappel de quelques propriétés connues de la fonction {(s). 
Nous allons appliquer maintenant les formules obtenues à l'étude des 
fonctions numériques dont il s'agit. 
Commençons par résumer les propriétés de la fonction ¢(s) de Rır- 
MANN dont nous aurons besoin dans la suite. 
Pour les valeurs de s dont la partie réelle est supérieure à l'unité 


cette fonction est définie par la série suivante 
()—1T- zu 
GS) = ET 23 y Mey. 


C'est une fonction analytique régulière dans tout le plan sauf au 
point s = I qui est un pôle simple au résidu r. 
I | I 


Pour toutes les valeurs de s on a 


(1 — ss) = H()etoje? z* IT (x + z)e *. 


wa 
i 
tl 


— 
— 
“I 


C désignant la constante d’Eurer et H(s) étant une fonction entière dont 
toutes les racines sont situées entre l'axe imaginaire et une droite passant 


par le point s = 1, parallèle à cet axe.’ Ces racines sont conjuguées deux 
a deux et a toute racine p correspond une racine 1 — p. 


Ces résultats sont tous établis par RIEMANN (loe. cit.). C'est à M. Ha- 
DAMARD (Journal de mathematiques, 1893) qu'on doit le théorème 
fondamental relatif à la fonction H(s) et qui peut s'énoncer ainsi qu'il suit. 

Convenons de désigner par p, la quantité imaginaire conjuguée à p. 
Alors le produit 


as) De 


\ Po 


étendu à toutes les racines o de //(s) dont la partie imaginaire est positive, 


converge absolument et représente la fonction H(s): 


(19) H(s) = IL 6 —56 —2) 





H(s) ne diffère que par un facteur constant de la fonction &(£) de RIEMANN 


x RAF ti). 


- 
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Des formules (17) et (19) résulte que la dérivée logarithmique Z(s) 
de €(s) peut sécrire sous la forme suivante: 





+ 
Ae ed MP peel TL S 
(20) Z(s) — ;U + 717 Ar 3r > (. + 2n x) 





+> 4 


Ce \S S D Sido 
Dans cette formule, ainsi que dans les formules que nous éerirons 


plus tard, le symbole >, désigne une sommation étendue à celles des ra- 


p 


cines o == a + fi où la partie imaginaire f est positive. 


84. Etude de la fonction T(x, s). 


Appliquons la formule (20) à l'étude de la fonction 





A ord 
(21) as) — 230 _ x" Z(us) 


que nous avons rencontrée plus haut. 
Nous aurons 


49, 
I I I I I 
22 Z(vs) = -C + -Ilz — == 
(22) AWws) rar nu 2 us 2n 
I I 
FE sra) 
—Ó p) VS t. VS — 0; 
d'où 
yr E C I z) —xs 
(23) F(a, 8) = —(2€ + zl (1—e67) 
Mw 
I CE hr 
- A 
xi Pe y 
v+1 
+n +m ; eer 
GC ISTE MEN RNC 
— mt JS + 2n 2n, y 
y=lh'n=l 
V I I m 
pin : x’ 
v ee) |v 
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Or les séries doubles qui figurent dans cette formule convergent ab- 
solument (s étant toujours supposé > 1). C’est ce qu'on voit immédiate- 


ment en remarquant que les séries 





et 
I I 








I 
= pos — p vs — pP, y 
convergent quel que soit » et tendent vers zéro quand » croit indéfiniment. 
Done, dans les séries doubles dont il s'agit, nous avons le droit d’in- 
tervertir l'ordre de sommation. Il en résulte que, si l'on introduit la 
notation 
+o 


(24) P(r 0512) Dee 


ys + a |v 
y-l LI 


l'expression précédente de V'(r, s) prendra la forme 


nn 
t3 

on 

— 


ri.) = — (164 His) — e^ 


On voit par la que l'étude de la fonction Vr, s) (et par suite de 
la fonction &(z)) dépend essentiellement de la fonction P définie par la 
formule (24). 

Portons done d'abord notre attention sur cette nouvelle fonction. 

Comme fonction de x, P(w,s, a) est évidemment une fonction en- 
tiere; comme fonction de a, elle est méromorphe dans tout le plan. Enfin, 
par rapport à s, nous n'avons besoin de considérer la fonction P que pour 
les valeurs réelles et positives de cette variable. 
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Cette fonction peut facilement être exprimée à l'aide d'une intégrale 
définie. On a, en effet 


E »—1 PES TEES 
n ENG AD qut — [x Œ 1)" gai 


y. »8 + u |» y E 


= fax oe”) 
dott s'obtient la formule 


T 


(26) Ps a)— gs ya —e)dy, 
0 
valable tant que la partie réelle de s + a est plus grande que zéro. 
En intégrant par parties deux fois successives, on trouve 
I 


(2 7) P(x g a) IU (1 e") su? eo 
ed a a(s + a) 





2 


s q^ a+2s—1 e" 
als 3m ee f dy. 


A côté de cette formule, nous citerons la suivante: 


+ co 
I a Zn - sk aks 
(28) P(x,s;a)-—-(r—e =e a a(s + a). (ks + a)” 


Cette nouvelle formule peut s'obtenir soit à l'aide de la précédente, soit 
en partant de l'identité: 


sk Teal Dae 0 TET 


(29) a(s + a)..(ks + a) - ak «ds H ipis 











k— 1 





Cette identité montre, en effet, que l'on a 


c 


stats ee Es 


a(s +a). . (ks + T au 





Mi 


> 


- 


s v! I x” 
= (e ^» ) 2475 e + > T 
a at+s 12 4 + 2s 
d'où résulte immédiatement le développement (28). 


Acla mathematica. 24. Imprimé le 9 août 1900. 


to 
t2 
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Appliquons ces formules pour transformer l'expression (25). 


En vertu de (27) on a 


ST e: 











I So eun Ub 
(30) Pix, 8 ; 2n) Se Zn 2n(s + 2n) 


2 T 


x "EUH n+2s—1 ,—y* 
=== 2 y e*d 
2n(s + 2n) t y y 








et en s'appuyant sur la formule 


r 
(31) J sy er dy = ene 
D 
on voit que 
(32) t VY dy<1—e* — awe”, 


Désignant, pour abréger, le premier membre de l'inégalité (32) par 
7, on obtient done 


(33) = [re Si 2n) — = (1 —e*)| 
n=1l = = 
A = 2n(s + 2n) 
= + sxe b SA 
n=1 


+0 


+S aha Dr 


2n(s + 2S — = 2n(s + 2n) = 2n) 





u = 


De même, on a 
(34) P(x, $, 220) Ar ENG 5, 0) Er MER (1 = e) C in 2) 


puram 


zi nl a — qe Jones pU ay, 


Nu désignant partout la partie réelle d'une quantité complexe x. 
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Or, o désignant une racine imaginaire de la fonction ¢(s), sa partie 
réelle est comprise entre © et 1. Donc la valeur absolue de l'expression 


z 
= 1 CUTE E 
C Rete dev dy 


0 
est inférieure à la suivante 
xr 1 te 
A ne Forte = Es as 
x | TROUS fy ?e v dy + a [ y" Bean 
0 0 1 
qui, comme on voit, est inférieure a 


s étant plus grand que 1, la dernière expression est évidemment 


€ 2% aes 
moindre que —. Nous pouvons done écrire 
S 





) 





a 
(35) re — x? forte] < st | T 
PE) s | es — p) 
7 désignant une quantité inférieure à 4x en valeur absolue. (Plus tard, 
nous trouverons une limite plus petite pour cette quantité.) 
Done la somme de toutes les quantités (34) converge absolument. 
D'autre part, comme la série 
ENTE 


NP) 
converge uniformément par rapport à æ (s ayant une valeur déterminée 


quelconque > 1), les signes Z et p sont permutables et l'on aura 


I p ^ —p+2s—1,—y' 
(36) 22 ems Jy estate ra] 


— 5 


r 
a^ 


= ary? est y 
= x | DI Ly)" eat dy 


0 
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dot enfin 





(37) 25 Pr; s; —p) + Les ss 0) 
D SLE 9—25 I 15 : ‚2m À ay? 2s—1 5—y* 
= (1 € m ( ies yet 23 x | Ex € * dy, 


0 
"E , PF ge 
7 designant un nombre tendant vers zéro comme sxe” quand s croit. 
Il nous reste encore à étudier le terme P(r,s, —1) qui figure dans 
l'expression (25) de Y'(x, s). 
La formule (26) nous donne 


(38) P(t55— — x fy" — e" )dy 
1 


—9 fv? — e "dy + x fy (1 — e ")dx 
1 


0 


= gP(1,s, —1) +2 — 1 — x fy te ay. 
1 





Or 
NUE Ai Kin I (— Dl 
JAG eRe 1) 2 pen 5 


tend évidemment vers zéro quand s croît et cela d'une telle manière que 


+» 

“Tee ; : 3: ER : — I)-1 

le produit sP(1,s,—1) tend vers une limite finie (a savoir ‘ Cg 
y=1 


y 


De plus, on a 





De la forme (38) résulte done que nous pouvons écrire 
Ke 
, 


s 





(39) P(@,s,—1)=a—1+4 


K désignant un nombre qui reste au-dessous d'une limite fixe quels que 
solent æ et S. 
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Enfin, on sat que 


I 1 I I 
130-3 +¥ C +4) = len. 
2 2 ae NO Po 
Combinant toutes ces formules, on voit que la formule (25) prend la forme 
suivante 


(40) Pc, s) = x — UM) +— +e—7 


où l’on a 


T» 
; NS S 
(41) use Z— 2n(s + 2n) 


nl 


(42) lg = Aszie=, 


A désignant un nombre fixe (indépendant de s et de x). 


La fonction 


(43) 


dont dépend, d’après (16), la fonction A(x, r) peut, comme on voit facile- 
ment, s'exprimer à l'aide des fonctions P(x, s, r — 1), P(x, s, r + 2n), 
P(r,s,r- —p) de la méme manière que nous avons exprimé plus haut 
(25) V(r, s) à l'aide des fonctions P(r, s, — 1), P(v, s, 2n) , P(x, s, — p). 
D'après cela, il serait facile d'obtenir pour (43) une formule analogue à (40). 


1 Voir, p. ex., J. PETERSEN, loc. cit. p. 269. 
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85. Remarques sur les séries 
S8 EN s saP 


—n2n(s + 2n) í BONS — p) ; — p p(s m 


Quand s augmente indéfiniment, la valeur de la série 


+» 
S8 


(44) > 2n(s + 2n) 








grandit au delà de toute limite; mais son ordre de grandeur est 
à celui de la puissance 5” 
veut. En effet on a 

Sm I I 


2n(s + 2n) = 2n(s + 2n) = (2n)'+¢ 





+o 


+» 
(44 ) > 2n (s + 2n) SES > (2n)!+¢ i 





Il en est de méme de la série 


s 





(45) 


—pp(s == p) 
étendue aux racines imaginaires p de la fonction ¢(s). En effet, 
1 eve 
la somme MC converge absolument, on peut écrire 
L 





(CE SERPENT E NR 
(45) ean ar 


Pour évaluer l’ordre de grandeur de la série 


(46) De 





inférieur 


, o étant un nombre positif si petit qu'on le 


puisque 











e p(s — p) 
En s'appuyant sur l'inégalité 
re oo 
Tee a 
^ 8 E sda 8 s+ 2 
Dm C - + — = — + log 
— 2n(2n + 8) "2(s- 2). 2æ(2x +s) 2(s + 2) 2 


1 





on trouve une limite encore plus petite, à savoir log (s + 2), pour la série (44). 
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nous admettons, avec RIEMANN, que la partie réelle de chacune des racines 


l 


p est égale à m Alors il résulte de la formule précédente que l'on a 


EN sap 


6° en 
(46°) Le 


—) 





1 

= y I 
== = x? S? — — 
3 —eeilp re 


p: 


o étant, comme plus haut, un nombre positif arbitraire. 


§ 6. Transformation de la formule trouvée aw § 2. 
Comme nous avons vu, la formule (12) peut s'écrire sous la forme 
— 7S p—sa E 
(47) mi» (en a) log p-— (rs), 


V'(r,s) étant défini par la formule (21). Supposons que le nombre donné 
æ soit de la forme 


I 
= j) — 
© ane 


n désignant un entier positif quelconque. 

Partageons la somme figurant au premier membre de (47) en deux 
parties S, et 8, ; 
S, = X (1—e7* ")log p, 


pi<z 
ME > (1 — Fa) log p, 
plc 


la premiére somme s'étendant à toutes les puissances de nombres premiers 
inférieures à x, la seconde à toutes les puissances p’ > m. 


, ^ À I JAN 
Dans l'hypothèse p* < z on a p' <x —- d'où 





I 
a ie Es" 
p x 








! On sait que ce théorème nest pas encore démontré rigoureusement. Mais, 
d'après un article récent de M. JENSEN (Acta mathematica, t. 22, p. 359), il y a 


lieu d’espérer que cette lacune sera prochainement comblée. 
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Posant: 


S p(x) Tk (x ; 8), 


Gir Si e" log p, 


on a done 


(x , 8) = pa 2) ) 


d(æ) conservant la méme signification que plus haut (10). 
5 x ? I ER 
Dans l'hypothèse p' 2 on a p! 7 x 4-7, d'où 


, ¢ 


ne 2: Pas < Qus € | 














y 
% = 
\ 2 
à = 
S,—- 2 (r—e*?"Jlgp« 2 wp "los np ae » logs. 
plz 7 Dez : 1 n* 
ncc: 
De linégalité 
1 
+» loan log (a + 2) +» 
> \ Si — l1 
a < Nr fe log xdx 
nest, dinum ate 
I I I I 
tog (e +5) Ge : («+ 5) tog (« +5 
a ING 235. IMs (s — 1) E 
CEN + en 
\ 2 \ 2} ; 2 
résulte donc, si l’on prend 
I 
SIDE LL 


que l'on a 


y \s 


Se ei 





LÁ 
— 
© 

SS 
CARS 
= 
D I = 
SR 


æ + 


(48) WE, s) = O(n) + A 
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(49) [Al <9(2) es "log (2 +2). 


Or on a, d'après une remarque de M. Murrens ! 


g(x) < 2x 


et l'on sait que 





I s 
Weg : INO 2 
a ca ( ~~ 2x) a 2 
FR REN te T— 1 = ras 
rar ; 2 (x zh ;) 
d'oü 
(50) AS 206 ire ieri log (s + alt 


On voit done qu'il suffit de prendre 
s > 2x log x 


pour que la différence A entre V'(r,s) et d(x) reste au-dessous d'un 
nombre fixe, quelque grand que soit ©. Si l'on prend 


S % 


on voit que A tend avec une grande rapidité vers zéro quand x va en 
croissant. Autrement dit, si l'on prend (xr, s) (s = x”) comme valeur 
de (x) on commet une erreur qui tend avec une grande rapidité vers 
zéro quand x augmente. 


! Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 78. 


Acta mathematica. 21, Imprimé le 1 août 1900. DE 


Helge von Koch. 


_ 
- 
^ 


8 7. Applications des formules précédentes. Expressions asymp- 
totiques des fonctions (x), A(x), f(æ), F(æ). 


Combinons maintenant les formules (40) et (48). Il vient 





K. 
(51) x) = c —l(22) +—+e—y—A 
E 2 wy P axi n 
28 «fi a ‘dy, 


e,n et A satisfaisant aux inégalités (41), (42), et (49) respectivement. 


Or on a 
my? Y a, 
po xf sn: m 
0 
à 
^ (N^. ee =) s ps 
< | are BE Baer ae a 
=) | a | RE. ae een 
~ 4 o| o(s — pX2s — p)| —p|p(s—p)| s A 


(voir la formule (31)). La partie réelle de o étant comprise entre O et 1, 


on a (pour s 2 1) 
|2s—p|>s 


ce qui montre que l'expression du second membre de (52) est inférieure à 


je 
> en 


^ |t9 


ce qui nous permet d'écrire 


f(x) = z—l(azz)-F—-Fs—*—^—4, 


57 
[#2] 
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où 
; ANS | sa? | 
(54) IA, € 42,255 


Ka 
Dans cette formule, prenons s = x”; alors les termes —-— 7 — A 
Ss 
restent au-dessous d'une limite finie, quel que soit x, et la formule (44°) 
montre que 
ER Re 


c étant si petit qu'on le veut et Æ désignant une constante. 


I 


Quant à A,, nous pouvons, dans l'hypothèse Æ(9) = >, appliquer la 


2 


formule (46’) et nous trouvons ainsi 
1 
lA, <a? "x. 


Par là se trouve done démontré le théoréme suivant: 


Dans l'hypothèse R(p) =, la difference 


N (4 
AIRES 


X 


tend vers zéro pour x — co et cette différence est un infiniment petit d'un 
ordre de petitesse au moins égal à celui de l'expression 


1 

g^ Us 

(55) a 
Vu 


e désignant un nombre positif si petit qu'on le veut." 


Si (x) désigne la somme des logarithmes de tous les nombres pre- 
miers <x on sait que la différence entre ¢(x) et A(x) est de l'ordre de 
Vx (car on a 


90) — ape) = ota) — o) + oat) —.. < a(a)), 


1 f aS 
/ 





! J'ai donné une autre démonstration de ce théorème dans une note présentée à 
l'Académie de Stockholm le 9 mai 1900. 
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d'où résulte, dans la même hypothèse que précédemment relative aux 
racines p, le théorème qui suit: 
La différence 
O(a) 


x 





tend vers zéro quand x tend vers l'infini et cette quantité est un infiniment 
petit d'un ordre de petitesse au moins égal à celui de l'expression (55) 


Pour trouver un résultat correspondant pour la fonction f(x) de RrE- 
MANN, on pourrait commencer par trouver une expression asymptotique de 
la fonction A(x, r) analogue à celle trouvée plus haut (formule (53)) pour 
la fonction (x). Par la et remarquant que 

+ - 
f(z) = — f Al, v)dr 
0 
on trouverait, aprés quelques réductions, une formule asymptotique pour f(x). 

Mais on arrive plus vite au but en combinant les résultats qui pré- 
cédent avec une formule établie par M. de la VALLÉE Poussin.’ 

Désignant, selon l'usage, par Zi(r) le logarithme intégral defini par 
formule 





(56) TAX) — dus |^ Ko 


la formule dont il s'agit peut s'écrire sous la forme suivante 


(57) f(x) = Li(x) — l2 + s (g(x) — x — Ken) 


a 2n—-u dy wu du 
| X fe ij» FX vee 


la somme m s'étendant à toutes les racines imaginaires de ¢(s). 





' Sur la fonction €(s) de RrEMANN et le nombre des nombres premiers inférieurs 


à une limite donnée, p. 60 (Mémoires couronnés et autres mémoires publiés 
par l'Académie royale de Belgique, t. 49, 1899). 
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D'après ce qu'a montré M. de la VArrÉE Poussin (loc. cit. p. 61) 
l'expression entre crochets est inférieure à la quantité 


I +[5+ 2 em 5)]23,5/ 


EUR? IT) Nie (2); =, pP 





ve 

lz 

D'autre part, d'après ce que nous venons de démontrer, l'expression 
1 


d(z) — x — l(2z) 
^ , 2° . ^ . x © Carey 
ne peut pas être d'un ordre d'infinitude supérieur à celui de » ^. 


La formule (57) montre donc que la différence entre f(x) et Li(x) 
est inférieure à 


dans l'hypothèse R(o) = i. cette dernière expression est de l'ordre de 


o étant un nombre positif si petit qu'on le veut et AK désignant un nombre 
ne dépendant que de s. 

f(x) étant lié à la fonction (zr), qui exprime combien il y a de 
nombres premiers < x, par la relation 


f(x) = F(x) + le) SH 


on sait que la valeur de F(a) se trouve comprise entre les limites f(x) 
1 


et f(x) — fla?) > f(x) — yx, c'est-à-dire que la différence entre f(x) et 
F(x) est de l'ordre de yz. 
De là résulte le théorème suivant: 


Si lon admet avec Riemann que chacune des racines imaginaires de 


la fonction €(s) a la partie réelle égale à 2? m peut écrire 


F(a) = Li(z) +9 
où 4 désigne une fonction de x qui ne peut pas étre d'un ordre de grandeur 
supérieur a celui de l'expression 


1 +o 
x? 


a désignant un nombre positif si petit qu'on le veut. 
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NOTE ADDITIONNELLE. 


Quand le mémoire précédent était déjà sous presse, j'ai remarqué qu'on 
peut, en tirant partie d'un théorème de .M. von Mancorpr (loc. cit.) sur 
les zéros p, pousser un peu plus loin les résultats obtenus au $ 7. En 
effet, de ce théorème résulte, ainsi qu'a montré M. DE LA VALLÉE Poussin 
(loc. cit. p. 42), que l'on a, quel que soit le nombre positif e, 


> 


A désignant une constante. Des lors les formules (46’) et (53) montrent 
que l'on a 


A 


gi 


I 
l+o 
p 








da) — «| < BZ Ve, 


o étant un nombre positif arbitraire et B une constante (indépendante de 
22a 


Ht pog : I : 
x et de e). Si x a une valeur donnée, — atteint pour o = jg, ‘02 mi 
= B 
nimum et ce minimum a pour valeur e*(log z)*. On a done, quel que soit «: 

Z^ 2/ AE oJ T 
| d (x) — x | < Be (log a) Ve. 


La formule correspondante pour f(x) se déduit de l'expression (57) et l'on 
irouve ainsi 
f(x) — Li(z)| < Æ.logx.Ve, 


A désignant une constante. La différence f(x) — F(a) étant de l'ordre 


de Vw, la même formule s'applique a F(a), d’où ce résultat: 


1 por À : 
Dans l'hypothèse R(o) =, il est certain que l'erreur commise en posant 


F(a) = Lx) 
est inférieure à log c.v, multiplié par une constante.” 
Comme log x est d'ordre inférieur à toute puissance x’ (s > 0), on voit 
qu'on obtient ainsi une limite supérieure de l'erreur commise qui est, pour 


les grandes valeurs de z, infiniment petite par rapport à celle obtenue 
plus haut. 








© D'après les formules précédentes, combinées avec la formule de M. DE LA VALLÉE 
Poussin citée plus haut, il serait facile d'assiguer une valeur numérique à cette constante. 


SUR LA REPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 
D'UNE FONCTION MONOGENE 


(Seconde note) 


PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


Nous avons introduit dans notre premiére note une nouvelle concep- 
tion géométrique: l'étoile. | 

Dans le plan de la variable x, soit une aire engendrée de la manière 
suivante: autour d'un point fixe a on fera tourner une fois un vecteur 
(= demi-droite) /; sur chaque vecteur on déterminera d'une manière uni- 
voque un point, soit a,, dont la distance au point fixe a sera plus grande 
qu'une quantité positive donnée, la méme pour tous les vecteurs. Le point 
a, pourra être situé à une distance finie ou infinie du point a. Dans le 
eas où la distance de a à a, est finie, on exclura du plan des x la partie 
du vecteur qui s'étend de a, à l'infini. L'étoile est le domaine qui reste 
aprés que l'on aura pratiqué toutes ces coupures dans le plan des v. Le 
point fixe a est désigné comme le centre de l'étoile. Il convient encore 
de nommer les points a, les sommets de l'étoile ainsi que d'introduire la 
définition suivante. 

Une étoile est inscrite dans une autre qui lui est eirconserite, si tous 
les points de la première étoile appartiennent à la seconde, et si les deux 
étoiles ont des sommets communs. 
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Pour résumer les résultats qui ont été obtenus dans la première note 
^ : NEL SUL. ed 
nous emploierons la notion d'expression limite. 


Soit f,(ayz...) pour un nombre infini de valeurs de a une fonction dé- 
terminée des variables xyz.... Soit a, un point limite des a. — Supposons 
que, xyz... étant un point donné dans le domaine des variables, il corresponde 
à chaque nombre positif a un autre nombre positif à tel que 


Le — far] AO: 


tant que 
Ja’ — a, «2, Ja” — «| < 0. 
Cette supposition faite, le symbole 


Lim f;(zyz...) 
a un sens parfaitement déterminé. 
On dit que Lim f,(zyz . ..) est convergente au point xyz.... 


a=a, 


En ayant a, = co, on n'a: qu'à remplacer |a’—a,|<0, |a" —2,| «9 
par 











z|<? 
a’ |: 


L’inegalite If — fe | < 9 ayant lieu pour un domaine X des variables 
ayz..., on dit que l'expression limite Lim f,(ayz...) est uniformément cor- 


a=@ 


vergente pour ce domaine. . 








* M. PHRAGMÉN a fait en 1890 tout un cours à l'Université de Stockholm ot 


il a pris pour base la notion de l'expression limite. Son point de départ était la dé- 
finition suivante: 


Soil u,,u,,U,,... une suite infinie de nombres ralionnels ayant la propriété suivante: 
Le nombre positif 0 élant fixé, on pourra séparer de la suite un nombre fini de termes 
de telle sorte que la valeur absolue de la différence entre deux termes restants soit toujours 
plus petite que à. 

La suite définit alors d'une manière univoque une grandeur qui est désignée par 


Lim u,. 


n=0 
Il nous parait évident qu'on gagne en simplicité en basant la théorie des fonctions 
sur Ja conception d’expression limite. On embrasse par exemple ainsi sous un même 
point de vue les séries infinies, les produits infinis, les: intégrales ete. 
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Nous pouvons maintenant donner la forme suivante à notre théorème I. 
Théorème I. a. Soit F(a), F'(a),..., F?(a),... une suite de con- 


stantes assujetties à la condition de Cauchy," et désignons par G,(x|a) le 
polynome en x 


rer n „ans. +) (a). (y 
À = , 


A—0 AO An =0 


qui est formé à l'aide de ces constantes. 
Considérons l'expression limite 


Lim G, (x | a). 


ll existe une étoile A de centre a qui est donnée d'une manière univoque 


les constantes F(a) F?(a)... F(a)... une fois firées et qui possède par 
rapport à l'expression limite Lim G,(x|a) les propriétés suivantes: 
n=m 


Cette expression est uniformément convergente pour chaque domaine à 
l'intérieur de A, mais n'est jamais uniformément convergente pour aucun con- 
tinuum qui embrasse un sommet de A. — Elle définit pour l’intérieur de A 
la branche FA(x) d'une fonction monogene. Cette branche est régulière dans 
l'intérieur de A, mais devient singulière pour les sommets de A. Elle 
possède encore la propriété 


ee) = F(a); LOMME TE. oven. 


det J rea 


t3 


La branche fonctionnelle FA(x), en méme temps que par G,(x |a), peut étre 
définie par une infinité d'autres polynômes 


g.(x|a) = Z F(a) .(& — ay 


dans lesquels chacun des coefficients ce”), les indices v et m une fois fixés, est 
une quantité numérique donnée indépendante de a, de F(a), F(a), ..., 
F(a), ... et de x, et qui possèdent par rapport à A les mémes propriétés 
que G,(x |a). 





' voir »Premiére note» page 43, 44. 
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Il faut observer que les propriétés qui ont été attribuées à l'expression 
limite Lim G,(r|a) n'empéchent aucunement que cette expression pour un 


n=o 
choix convenable des constantes F(a), F?(a), ..., F(a), ... soit con- 
vergente en dehors de l'étoile A. De plus le cas n'est pas exclu où elle 
pourrait être uniformément convergente pour tout un continuum en dehors 
de A. Dans ce dernier cas, il serait possible qu'elle representat pour ce 
continuum une fonction analytique qui ne serait pas un prolongement de 
la branche ÆA(x). Il arrivera pour des formes spéciales de l'étoile A 
qu'un continuum simplement connexe pourra être situé en partie en de- 
dans, en partie en dehors de À sans embrasser en même temps un sommet 
de A. Et le cas n'est pas exclu où l'expression limite Lim G,(r|a) est 


n= 
uniformément convergente pour un tel domaine. Elle représente alors 
pour ce domaine un prolongement de la branche FA(x). Il peut encore 
arriver que Lim @,(#|a) soit uniformément convergente pour un domaine 


n= 


linéaire composé par la partie d'un vecteur compris entre le centre a et 
un point situé en dehors de A. Si l'on arrivait à déterminer les con- 
stantes. F(a), F?(a),..., F®(a),... de telle manière que cette pro- 
priété subsistat on aurait incontestablement en même temps une espèce 
de généralisation de la conception de fonction analytique, la fonction ana- 
lytique pouvant être définie comme nous l'avons vue aussi bien par l'ex- 
pression limite Lim G,(x|a) que par la série de Taytor. La première 


nae 
définition serait plus générale; elle admettrait une espèce de prolongement 
linéaire de la fonction analytique qui conserverait des propriétés essentielles 
de la fonction. ! 

On se tromperait pourtant d'une manière singulière en croyant avoir 
trouvé dans cette observation la base d'une nouvelle théorie analytique, 
embrassant les fonctions analytiques comme cas spécial et ayant en même 
temps la limitation naturelle et fixe de l’ancienne théorie. Pour entrevoir 
la justesse de cette affirmation, il suffit d'observer qu'on peut remplacer, 
comme nous venons de le voir, d'une infinité de manières le polynome 








1 ıT.: n . , : L = 5 . 
Voir à ce sujet l'article récent de M. Boren: Sur la généralisation du prolonge- 
ment analytique (Comptes rendus etc. 23 avril 1900, page III5) qui a paru, ce 


mémoire étant déjà sous presse. 
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G,(r|a) par un autre polynôme g,(x|a) qui est absolument équivalent à 
G,(r|a) quand il s'agit seulement de définir les fonctions analytiques pro- 
prement dites, mais qui en diffère essentiellement quand il s'agit de donner 
une extension à cette théorie telle que celle dont nous venons de parler. 

Si nous avons préféré dans notre dd note représenter la branche 
F'A(x) par l'intermédiaire du polynôme G,(x|a) ou d'un polynôme semblable, 
malgré l'inconvénient qu'il y a dans cette mode de représentation, les raisons 
ont été les suivantes: 

La généralisation pour un nombre quelconque de variables indépendantes 
est immédiate. Les coefficients du polynôme se présentent sous une forme 
extrémement simple au point de vue formel. La démonstration de nos 
théorémes est indépendante du choix des vecteurs. Ces vecteurs peuvent 
en réalité être des lignes courbes quelconques (voir page 48, première note) 
définies de telle manière que leur ensemble recouvre tout le plan en dehors 
du cercle appartenant aux constantes F(a), F”(a),..., F(a), ... sans 
que deux eourbes spéciales se rencontrent jamais en dehors de ce cercle. 

Il faut ajouter encore une raison, c'est que cette mode de représenta- 
tion se rattache d'une manière intime à une généralisation extrêmement 
simple de la série de Tavron que nous voulons exposer dans cette se- 
conde note. 

En effet, parmi les étoiles qu'on peut inscrire dans l'étoile A il faut 
remarquer d'une manière spéciale le cercle C de centre a, dont la circon- 
férence, en vertu de notre définition, passera toujours par le sommet de A 


le plus rapproché du centre. A ce cercle correspond l'expression limite 
I PE I 


Lim Y E Fa) — ay, 


EC Ep 


qui est connue sous le nom de la série de Taylor. La série de TayLor 
possede par rapport au cercle les mémes propriétés que nous venons d'énoncer 


pour 





i ! AO ENS) DONS EI 
Emy 2 Drapes ae (a).{ = ) 


n= o À=0 à,—0 AS 


par rapport à A, avec une seule exception trés-importante. Chaque sommet 
de A était un point singulier de la branche fonctionnelle ÆA(x). Ce 
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n'est pas le cas pour C par rapport à FC(x). On ne peut en général 
affirmer autre chose que ceci: il existe toujours au moins un sommet de 
C (— un point sur la cireonférence de C) qui sera un point singulier de 
la branche FC(x). 

Mais la série de TAYLOR possède d'autre part par rapport à C une 
propriété qu'on ne peut pas en général attribuer, nous venons de le voir, 


à l'expression. limite 


n? n* 


Diis yan » 


n = àj-0 à,—0 








I * 2 — Aıt?2t...+)n 
en ae u) UE ( ) 
Ti 


Mele 
. 
par rapport à À. Elle ne converge jamais pour aucun point en dehors de C. 
Il existe maintenant entre C et À une infinité d'étoiles intermédiaires 
K dont chacune est circonscrite aux précédentes et qui sont encore telles 
qu'à chacune d'elles correspond une expression limite qui possède par 
rapport à l'étoile toutes les propriétés que nous avons énoncées pour la 
série de TAYLOR par rapport à C. Ces nouvelles expressions limite ont 
encore la propriété d'embrasser la série de TAYLOR comme cas spécial. 
Il y a des classes différentes d'expressions qui remplissent ces con- 
ditions. Nous voulons faire dans cette note l'étude d'une de ces classes 
ayant un rapport spécial avec l'expression limite Lim G,(x | a). 


n=w 
On y parvient de la maniere suivante: 
Soit 
2 =0,1,2, ..., o 
| Ag 20; 1,2, .-., o | 


Docs 
lt 





une suite # fois multiple de fonctions d'un certain nombre de variables. 
La définition de la série multiple 


est en général établie en égalant cette série à une série simple dont 
les termes sont les différentes fonctions fj; ,, liées aux nombres entiers 


(alm. CE. d'après un principe donné. 
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Il est pourtant utile d'introduire pour l'étude de cette série un autre 
point de vue qui malgré sa grande simplicité et malgré le profit qu'on 
peut en tirer ne parait pas avoir attiré autant qu'il le mérite l'attention 
des géométres. ' 

Nous introduirons la définition suivante: Nous supposerons que les 
séries 


oo 
Tio: iT LE Tons 


oo 
eat LEE em ua 
P 
fa = À, I» 


oo 
f= i N, 
sont toutes convergentes pour une certaine valeur des variables. Nous 
dirons alors que la série 


est une série n fois infinie qui est convergente pour celte valeur. 
Nous supposerons encore que les séries 


fas 1) (cid; cI haters fa , f 


sont toutes uniformément convergentes pour un domaine commun XA à 
l'intérieur du domaine d'existence des fonctions fj; ,. Nous dirons alors 
que la série f est wne série m fois infinie qui est uniformément convergente 
pour le domaine K. 

Cette définition posée, nous pouvons énoncer le théorème suivant: * 





Voir: Om den analytiska framställningen etc. Första meddelandet. 11 Maj 1808. 
Vet. Ak. Ofversigt. 

* Ce théorème est une conséquence immédiate d’un théorème démontré par WEIER- 
STRASS dans son mémoire: Zur Funelionenlehre, § 2, Werke, Bd. 2, page 205—208. 
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à 5 0,1,2, 4, 00 
= . : oem 2 | y. . , = 
Les fonctions fj, ), | V PESE E | étant, pour le continuum K, des fonc- 
An 05:19 2,5. 7, 00 


lions analytiques uniformes et régulières des variables x,x, ... x, et la série 


o ob oo 


I, d cho EXTERN 

/ Àj-20 A,=0 e Pasa z n) 
étant une série n fois infinie qui est uniformément convergente pour ce do- 
maine K, la série représente toujours pour ce même domaine K une fonction 


uniforme régulière des variables x, ...2,. 


Il est facile de voir que la conception d'une série » fois infinie est 
trés différente de celle qu'on a en général d'une série » fois multiple et 
que le domaine de convergence de la première série est en général beaucoup 
plus vaste que celui de la seconde. 


Faisons par exemple 





On a, en désignant par € un point réel entre © et — 1 


fs) Y rote — or. 





Cette égalité a lieu pour [x 


e| € |€]. Par suite 





oo oo 
^ . TN I / ^ * ps 
La série y Pie f° Poe étant regardée comme une série double 
— — 
v=0 u=0 — |— 


dans le sens ordinaire de ces mots, on aura 
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A I : 
et cette série sera done convergente seulement pour o0 > £> I Si au 





ac oo 

© Lin I 305 = Ar 
contraire la série YY gr f **? (0) C^" est regardée comme une série deux 
— jm 


fois infinie la convergence a lieu pour 0>£ > — 1. C'est par une applica- 
tion de notre conception de série » fois infinie dans le cas où il n'entre 
dans les fonctions f, ;, qu'une seule variable ©, que nous obtiendrons une 
classe d'expressions limite jouissant des propriétés que nous avons énoncées 
précédemment. 

Nous avons appris dans notre première note’ à construire une étoile 
finie Æ située à l’intérieur de © et ayant X à son intérieur, & désignant 
une étoile quelconque et X un domaine fini situé à l'intérieur de ©. 
Nous avons appris également à construire de la manière suivante une 
nouvelle étoile E? faisant partie de © et ayant encore X à son intérieur, 
le nombre entier positif # étant pris suffisamment grand.” 

On fixe un vecteur / issu du centre a. En désignant par r une 
quantité positive suffisamment petite et en limitant le vecteur à la longueur 
(n — 1)r, il arrivera que tout cercle de rayon r décrit d'un point quel- 
conque du vecteur limité comme centre fera partie de E. C’est en portant 
sur / la longueur np, où po est la limite supérieure de r et en faisant 
tourner / une fois autour de a qu'on obtient 2. 

En désignant par « une quantité réelle positive et inférieure à l'unité 
et en remplaçant p par o, = ap nous avons obtenu une nouvelle étoile 
E qui est située à l'intérieur de E? et qui embrasse X, a étant pris 
suffisamment rapproché de l'unité.* 

Choisissons maintenant pour & l'étoile A appartenant aux constantes 


F(a), F9(a), ..., F(a), ... et faisons 





(1) 
B =atyp- —— O «ft n—1 





! Page 50— 51. 
? Page 49. 
? Page 50. 
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où z est un point de X. Nous obtenons ! 


I 
FA(E 4-6 — Y. p £^ 698 + s, 
A=0 I— 
(2) A 
I 
Box are. 
4=m+]1 I— 


En désignant par g la limite supérieure de FA(x) quand x appartient a 
E et en nous appuyant sur les formules 


Ip, 


I fe 
| a F^ 69 





nous obtenons encore + 





(3) lel 


La série 


est done uniformément convergente pour le domaine X. 

En se rappelant que la dérivée de la branche fonctionnelle FA(x) a 
la méme étoile de convergence que la fonction elle-même, on conclut que 
chaque série 


o6 
I 


p F7 6985 p'— OA 26 a 
À=0 i— 


est encore uniformément convergente pour le domaine X. 





' e. f. formules (20) et (21) de la première note. Dans ces formules au lieu de 


ff on an — I, mais on voit qu'elles sont encore valables sous la forme donnée ici. 


2 


c. f. formule (22) de la premiére note. 
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On aura done: 


cH 
| FA(2) =D FEE", 
er | 
Fog 4) = N — FH (E, ..) £^, 
À3=0 mei 
(4) hol mde Dr 
2,=0 [= 





pce SE) = 2 pc Forte +49 (a). e 


| =) An 
ey = À 

où les séries Zn FE DE. D PRO sont toutes uni- 
en ‚aa 


formément convergentes pour le domaine X. 
Le résultat que nous venons d’obtenir pourra se résumer ainsi: 


Soit X un domaine fini quelconque à l'intérieur de l'étoile A appartenant 
aux constantes F(a), FO?(a),..., F?(a),.... On pourra toujours fixer un 


nombre entier positif minimum n tel que, n étant un autre nombre entier 
positif. qui ne sera pas plus petit que n, la série n fois infinie 


(5) Dr pis ru > Lae! BOE) (Gr (* — dida 





VW 


en élant uniformément convergente pour le domaine X represente en méme 
temps FA(x) pour ce domaine. 


Le domaine X étant situé à l'intérieur du cercle! appartenant aux 
constantes F(a), F?(a),..., F(a), ... on aura » — 1, et la série (5) 
devient pour # — » une série une fois infinie qui n'est pas autre chose 


que la série de TAyLor. 





! Voir page 48 première note. Nous dirons alternativement le cercle de convergence 
des constantes F(a), FW(a),..., F09(a), ... ou encore le cercle des conslantes F'(«), 
TD a) mea ys ove 
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On voit que la série de TAYLOR 


DE 


| F®(a).(x — ay 


a une étoile de convergence U (le cercle de convergence) tel que la série, 


À 


Al js 


en étant uniformément convergente pour chaque domaine en dedans de C 
ne converge jamais en dehors de C. 
Existe-t-il pour la série générale 


) 9 


AE pis N 


Sen z—a 
Y Lo P» RTE FOr that | 





un domaine de convergence de ce même caractère ? 

Nous verrons, les constantes F(a), F(a), ..., F(a), ... étant prises 
d'une manière quelconque que ce n'est pas le cas, sauf pour n — I, 2, 3, 
mais que d'un autre côté on pourra former une nouvelle série n fois infinie 
qui pour ” suffisamment grand représente FA(x) dans un domaine quel- 
conque à l'intérieur de A et qui, tout en embrassant comme cas special 
la série de TAYLOR, possède encore la propriété d'avoir un domaine de 
convergence de la nature que nous avons indiquée. 


En effet, supposons que la série (5) soit convergente pour 2 = 2’. 





z'—a : 21 
Mettons €'’ = ; & = a+ pé’. Chacune des séries 
9. 
Yu (a), Ye M (pipe D Each 
ics „u [Ami là 


étant convergente, il y a évidemment une branche fonctionnelle qui coincide 
dans les environs de « = a avec FA(x) et qui reste uniforme et régulière 
à l'intérieur d'un domaine €’ formé par l'ensemble des différents points 
qui appartiennent aux cercles ayant pour centre £; p —0, 1,2, ..., 4à— I, 
et pour rayon le]: Soit maintenant x” un point situé entre a et x’ sur 
le vecteur partant de a et passant par 2’. Faisons 


Eu = * = 3 Lu + pe" 


et désignons par C" l'ensemble des différents points appartenant aux cercles 


ayant pour centre £' et pour rayon |&”|. On voit que C" est toujours 
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situé à l'intérieur de C' si la distance minimum entre £7, et la frontière 
de €” reste pnus grande que |$"|, mais que C" sort en partie de C’ 
sitôt que cela n'a pas lieu. Le premier cas arrive toujours pour # — 1,2,3, 
le second peut toujours arriver pour #> 3 par l'effet d'un choix con- 
venable de 

Done on aura évidemment le théoréme suivant: 


La série n fois infinie 


= Mu poser pose(ay (ety 


À=0 À,—0 An=0 


dans le cas général où les F(a), F(a), ..., F(a) sont des constantes quel- 
conques remplissant la condition de Cauchy, se comporte quant à la convergence 
d'une manière différente pour n — 1,2,3 et pour n > 3 

Dans le premier cas il existe un domaine de convergence K tel que la 
série est uniformément convergente pour chaque domaine à l'intérieur de K, 
mais cesse de converger pour chaque point situé en dehors de K. On ob- 
tient ce domaine de convergence K en construisant l'étoile E par rapport 
à A (voir page 191). Dans le second cas au contraire la série (5) ne posséde 
pas un pareil domaine de convergence K. Par l'effet d'un choix convenable 
des éléments F(a), F(a),..., F(a), ... il pourra arriver que la série 
converge en un point x' sans étre convergente en un autre point x" situé sur 
le vecteur entre a et x’. 


Avant d'aborder la question de former, au lieu de (5), une autre série 
qui, pour toutes les valeurs de n, les F(a), F(a),..., F(a)... étant 
quelconques, garde la propriété de posséder un domaine de convergence A 
comme celui que nous avons obtenu jusqu'ici seulement pour les cas 
n = 1, 2, 3, nous ferons l'observation suivante. 

Il est vrai que l'étoile E? (n > 3) prise par rapport à A n'est pas 
un domaine de convergence K dans le cas général où les F(a), F(a), ..., 
F®(a),... sont des constantes quelconques assujetties à la condition de 
CavcHy. Mais ces constantes étant choisies d'une manière spéciale, il arrive, 
méme dans des eas très généraux, que l'étoile AZ? garde, pour toutes les 
valeurs de n, sa propriété d'être un domaine de convergence K. 

Supposons par exemple le choix de ces éléments tel que l'étoile A 
nait qu'un seul sommet fini, soit © = b. Supposons de plus, pour sim- 
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plifier, que 5 soit un nombre réel positif et que le centre de l'étoile A soit 
zéro. On aura évidemment pour résultat que l'étoile E? (n—1,2,3,...) 
prise par rapport à A est dans ce cas un domaine de convergence tel que 
celui que nous avons désigné par A. Vu le rôle central qu'on pourra dans 
la théorie générale de la représentation analytique d'une fonction monogène 
faire jouer à la fonction 

I 


I—24 
qui n'est qu'une fonction appartenant à une telle l'étoile À à un seul sommet 
fini, il ne sera pas sans intérêt d'exécuter pour le cas d'une étoile À à un 
seul sommet 0 la construction des étoiles K?. 

On le fait aisément de la manière suivante. Soit 2 un vecteur 
quelconque, et désignons par €, 7 les coordonnées d'un point sur Z qui 
appartient à 2”.  Posons 


c hl y — m. 


La définition géométrique que nous avons donnée de Z'? pourra se trans- 
former en la définition arithmétique que voici: 


(mu — b)? + mv’ > 6? > uy? + v’; m*— 59... ce UE 


On aura done 


b 
SES URS 


x mb i : nb 3 
(race) een 


L'étoile 2 devient la partie de l'intérieur d'un cercle ayant zéro pour 





centre et nb pour rayon qui se trouve, en même temps, à gauche et de la 


ligne droite menée perpendieulairement à l'axe réel par le point æ = n- 





QE PCR AEN | mnb nb 

et des circonférences ayant pour centres —,——- et pour rayons —,.— ; 
U — N: Tu à 

m==2,3,...,m—1. Les cas n — 1,2,3,4, 5 se trouvent dessinés 


sur la planche jointe à cette note. 

Revenons au problème qui consiste à former, au lieu de (5), une autre 
série » fois infinie qui possède toujours, les F(a), F(a), ..., F(a), ... 
étant des constantes quelconques remplissant la condition de Cavcmv, 
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un domaine de convergence K tel que la série en ne convergeant jamais 
en dehors de A soit uniformément convergente pour chaque domaine à l'in- 
térieur de K. 

Soit Æ une étoile de centre a. Nous construirons par rapport a 


() 


issu du centre @.  Construisons un système de n circonférences ayant 


E une nouvelle étoile 3’ de la manière suivante. Fixons un vecteur / 
leurs centres @, 7, , 2, , ... » %n—1 Sur Z et dont chacune passera toujours par 
le centre de la précédente. Nous désignerons les rayons par 7, 7,, ",, ..., 
r, ,. Les centres 7,,...,%7, 1 seront choisis d'une manière telle que 
chaque circonférence coupera la précédente aux points où elle sera ren- 
contrée par les droites issues du point @ qui lui sont tangentes, et que 
Von ait ln — a =r, =r. Il est évident que le rayon r étant pris suffi- 
samment petit notre système de cercles fera toujours partie de E. C'est en 
portant sur / la longueur 7.1 2| + 7,1, en substituant à r sa limite 
supérieure o, et en faisant tourner / une fois autour de a que nous ob- 


() 


tenons E". 

Le domaine formé par les différents points du système de cercles que 
nous avons construit autour de / possède la propriété importante que le 
domaine correspondant à +’, r’ étant une valeur de r plus petite que 7”, 
est toujours situó à l'intérieur du domaine construit par rapport à v". 
L'inconvénient qui existait dans l'étoile qui était désignée auparavant par 


(; 
n 


voit, par les mêmes considérations que celles employées précédemment, 


E® a donc disparu et E ) étant construit par rapport à l'étoile À, on 


que la série » fois infinie 


(6) D: LE 





(7) oi Yn 3E 7, lire An—2) — 2T ue Yju—2 


1 
est uniformément convergente pour chaque domaine à l'intérieur de AU) 
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et que si la série converge pour un point z ce point ne pourra jamais 


1 
ï) 


La définition géométrique que nous avons donnée de À 


3) 


1 
encore d'une manière immédiate que AS 


être situé en dehors de A 


(.) 


est inscrite dans l'étoile princi- 
1 
VUE 


Nous voulons maintenant exprimer les quantités 7, ...7, , d'une 


nous montre 


1 
pale A, et que pour n’ > » l'étoile Aw) est inscrite dans l'étoile 


manière arithmétique en fonction de la variable x. Designons par «a, l'angle 
comprise entre le vecteur / et la tangente menée de a à la circonférence 
ayant z, pour centre. Nous aurons 








Vua (ET, o. ag SE hts 
(8) = ER at Sina. 
fae YT 3 
2r, 43 SIN 1 72960 WM. 
D'oü 
Tul sin Gy 41 I I 
ri "Uc HO m Tee NS 
7 p+ Be 2 sin iE == 2 Ul ) 
Par conséquent, en vertu de 
2 res e 39/% I 
I ri Q1 = 2sın qr: 298 , 
T feat E 1 ee 
sin @,,;; = — - Sin à, + -sin a, V8 + sin* a, 
(9) 4 4 


| sina, = I 





1 y. . ie, . ore . fi 
Remarquons encore qu'il existe évidemment une infinité de solutions au probleme 


1 
géométrique que nous avons résolu par la construction de l'étoile al), On pourra 
employer d'autres systèmes de n cercles, et on pourra aussi employer des systèmes d'autres 
figures que le cercle. 
L’essentiel pour nous est de montrer qu'il existe des séries » fois infinies qui sont 
la généralisation directe de la série de TAYLOR et qui possèdent une vraie étoile de con- 
vergence plutôt que d'étudier une forme spéciale de pareilles séries. 


© 
© 
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c'est à dire 


: 
R 
l 


na N 
E 16 
et ainsi de suite. 


Faisons encore l'observation qu'ayant une fois obtenu sin a,,, par la 
formule (9), le rayon r,,, s'obtient par la formule: 


Teta sin a, 


TE 2 Sin 4,41 


n T 
nan NE) | hee 
Pre 2/ sin ay 


Le calcul de 7,41 — x, se fait immédiatement. On a 


ou 


Rutt — Qu LEA Tul pu Tul Tn—1 
*—a n SP Se coe Sp ULESU qr UE US GaP uy ar eosar Wan mp Gren 





22-42 sin? an_1 


~ (1 + sin a, 3) sin O41 ; 





La série (6) devient par conséquent 











oo o0 oo 
(10) > > en: > C edunt t (a) < (x 3E aya uds 
A,=0 A,—0 Aes io ds 

où 
CAR m 
I A+ ( 2 ie ( 2? VÀ 

( sin? a4 4 jc (= —) sin 4 2 sin es) 
XXI A [A p I 


Ay 
sin ee) (27 M)An-ı + An 
2 ale 


(11) ( 2-2 





, 
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Nous aurons done 





I 
Ci, = [A ) 
I /1\ artes 
Cin aes ag a) > 


I ea 
>) 


o» CEE G 


I ( sin a, anis (© sin @,)”\ st 
C; = . cux © TE , 
lohsls [à [à LA [À IE Gre faba ee, I+ sing, 


. . . . . . . . . . . . . . 











Nous avons montré dans le précédent article qu'il existe, outre le cercle 
C et létoile A appartenant aux constantes F(a), FO(a),..., F®(a),... 


5 


aurons l'occasion d'étudier, dans une note suivante, de nouvelles étoiles 
de ce caractére. 


encore d'autres étoiles A’ intimement liées à ces mêmes constantes. Nous 


Dans la détermination de toutes ces étoiles entre un élément arbi- 
traire qui n'existe pas pour l'étoile A. C’est pourquoi il sera convenable 
d'appeler cette étoile soit l'étoile À appartenant aux constantes F(a), F(a), 
..., FW(a), ... comme nous l'avons fait dans la première note, soit l'étoile 
principale des constantes F(a), F™(a),..., F?(a), .... 

Le résultat que nous venons d'obtenir peut être résumé au moyen 
du théoréme suivant: 


Théorème 3. Soient F(a), F(a), F?(a),... des constantes quel- 
conques assujetties à la condition de Cauchy, et soit 


2 lI A 2, On. TREE) , (x Ma qj) 


une série m fois infinie où c, ,, désigne certains coefficients numériques in- 
dépendants des constantes F(a), F™(a), F(a), ... ainsi que de a et de x. 

On pourra toujours fixer ces coefficients en sorte que la série possède 
les propriétés suivantes: 
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1 


Elle aura une étoile de convergence Ab) telle que la série converge uni- 
1 


formément pour chaque domaine à l'intérieur de Al | mais ne converge jamais 


1 1 
en dehors de yl Cette étoile AU est inscrite dans l'étoile principale des 


constantes F(a), F(a), F?(a), ..., et, pour n2 n, le nombre entier 
positif n étant pris suffisamment grand, elle renferme elle-méme à son intérieur 
un domaine quelconque fimi appartenant à l'intérieur de A. 
1 1 
L'étoile 40 est encore inscrite dans l'étoile AG) tant que n <n’. 
L'égalité 
1 


(12) FAS) (x) = x > ans > Na) (aan 


2,=0 2,=0 An=0 7° 

Prime () Fer a 

a lieu partout à l'intérieur de A’. Pour n = 1 la série devient la série 
de Taylor. 


On pourra facilement transformer les séries n fois infinies qui ont été 
employées dans cet article en des séries simples qui conservent en partie 
les mêmes propriétés. En effet en employant les mêmes considérations 
que dans notre premiére note on obtient facilement la proposition suivante: 


Soient F(a), F(a), ..., F(a), ..., une suite de constantes assujetties 
à la condition de Cauchy, et soit l'étoile A de centre a l'étoile principale de 
ces constantes. Designons par Gi (v|«) le polynôme en x 


» > b > n à - i Forte. +2) (q) (: - Ser dris 


A,=0 1,20 Àn— 








Il existe une étoile À, inscrite dans À qu'on obtient en employant la construc- 
tion qui a été indiquée page 191 (pour former E par rapport à E) et qui 
possède par rapport à l'expression limite Lim G(? (v |a) la propriété suivante: 


m 
m=n 


Cette expression converge uniformément pour chaque domaine à l'intérieur de 
A, et représente en méme temps FA,(x). 

On obtient le même énoncé en substituant à A, l'étoile qu'on obtient par 
la construction de la page 197, si l'on substitue en méme temps aux coeffi- 
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1 I I AytAAgt...+An e 9 
cients LAE RID ( .) les coefficients c,,. ;, donnés par les formules 
SR LEE. n 2 


(11) et (9). 


Il y a une différence importante entre l'expression limite Lim G (a |a) 


m- «o 


et l'expression limite Lim G,(x|a) dont nous avons parlé au commence- 


fi—oo 


ment de cette note. Cette dernière expression ne pouvait jamais être uniformé- 
ment convergente pour une continuum embrassant un sommet de l'étoile 
A. Pour l'expression limite Lim GO («| a) au contraire nous pouvons seule- 


m- coo 
ment affirmer ceci: c'est qu'elle ne sera jamais uniformément convergente 
pour un continuum embrassant un sommet de À, qui serait en méme 





temps un sommet de A. 
Quant aux imperfections que nous avons signalées pour l'expression 
limite Lim G,(r |a), elles existent évidemment a fortiori pour les expressions 


n = 


Lim GO (x | a). 
Mm= oo 


L'inconvénient essentiel de Lim @,(x|a) comme expression de la branche 


n=o 


fonctionnelle FA(x) était que cette expression pouvait avoir un sens en 
dehors de l'étoile A sans toutefois représenter un prolongement de cette 
branche. 

C'est une imperfection qui n'existe plus pour les expressions 


M poche +) (a) (x FAM qe) 


oo 
PDT, 


0 An=0 '! 


4,=0 À 


() 
par rapport aux étoiles A. 

En étendant un peu la définition d'expression limite donnée au com- 
mencement de cette note, on aura pour la branche FA(x) une représenta- 


tion analytique ayant les mêmes propriétés que celles trouvées pour les 
.) 
expressions qui représentent ral (a). 
En effet: 


Pour un nombre infini de valeurs de a soit f,(m, y, 2, ...) une fonction 
des variables x ,y,2,..., définie d'une manière univoque à l'intérieur d'un 


Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogène. 208 


domaine K, faisant lui-même partie dun domaine K dont il se rapproche 
indéfiniment quand a se rapproche d'un point limite a,. 
Supposons, &,Y,2,..., elant un point donné à l’intérieur de K, qu'à 
pp 3 ‚Y, ) ) ? 
chaque nombre positif o correspond un autre nombre positif à tel que les fonc- 
tions fy (©, Y, 2, ++), f(x, y, 2, ...) aient un sens et qu'on ait |f, — f„|<e 
N ; 
tant que |a —a,| < 6, |a”—a,|< 9. Le symbole 
Lim. f, (3/5 25% - 3) 
a=a 
possède alors pour chaque point à l'intérieur de K un sens parfailement dé- 
terminé. 
On dit que Lim f,(r, y, 2, ...) converge au point 2,y,2, .... 
a=4, 


Quand on a a, = co on remplacera | a’ — «,| <0, | a" —a,| < 9 par les 
I 


inégalités 
a 


I ^ 
«o, [|o 
a 








Quand on a l'inégalité |f, — f| <o pour un domaine X à l'intérieur 
de K, on dit que l'expression limite Lim f, (v, y, 2,...) converge uniformé- 


a=a% 


pour ce domaine. 


La définition s'étend immédiatement à des expressions limites multiples. 
Il faut alors avoir égard aux observations que nous avons faites au sujet 
des séries multiples. 

Rappelons encore la notion de l'étoile de convergence qui a été in- 
troduite dans cette note. 


C’est lorsqwentre une expression limite et une étoile K il y a un rapport 
tel que l'expression limite converge uniformément pour chaque domaine à 
l’intérieur de K, mais ne converge jamais pour un point en dehors de K, 
que nous avons désigné l'étoile K comme l'étoile de convergence de l'ex- 
pression limite. 


On peut maintenant énoncer le théorème suivant: 


Théorème I. b. Soient F(a), F?(a),..., F(a), ... une suite de 
constantes assujetties à la condition de Cauchy, et soit A l'étoile principale 
de ces constantes. Soit encore 


oo wm o0 
a)= I. 2 Chae ge Mea (=a) at ck 
- = eu eee 
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une série m fois infinie où c,, ; désigne certains coefficients numériques in- 
dépendants des constantes F(a), F”(a),..., F?(a),... ainsi que de a 
et de a. 

On pourra toujours déterminer ces coefficients en sorte que l'expression 


limite 

| 

Lim $, (x | a) 

n=w 
possède l'étoile A pour étoile de convergence et en même temps représente 
à l'intérieur de A la branche fonctionnelle FA(x). 


On s’est beaucoup occupé dans ces derniers temps de donner un sens 
aux séries divergentes. Il s'agit surtout alors de la série de TAvron qu'on 
veut définir en dehors de son cercle de convergence. C’est un probléme 
qui est déjà résolu dans un certain sens par la conception du prolonge- 
ment analytique. Ce problème est résolu dans une autre direction par 
nos différents théorèmes. 

Nous désirons ici attirer tout particulièrement l'attention sur les deux 
théorèmes de cette deuxième note. En effet, il s’agit pour nous non seule- 
ment de trouver une expression analytique représentant la fonction dans 
un domaine qui varie depuis C jusqu'à A mais encore de trouver une ex- 
pression qui, tout en étant valable à l'intérieur de ce domaine cesse de 
converger en dehors du domaine. 

Nous donnerons dans des notes suivantes des méthodes pour résoudre 
ce probléme au moyen d'expressions d'une nouvelle nature. 


ee: 
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SUR LA REPRÉSENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE UNIFORME 
D'UNE FONCTION MONOGENE 


(Troisième note) 
PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


Après la première note imprimée dans ce journal (15 mars 1899), 
nous avons publié sur le même sujet dans les Comptes rendus de l'aca- 
démie des sciences de Paris (15 mai 1899) une communication’ où 
à nos théorèmes 1 et 2 nous en avons ajouté un nouveau. 





* A notre premiere note ainsi qu'à cet article se rattachent les travaux suivants: 

Entre Borez. Addition au mémoire sur les séries divergentes. (Annales de 
l’école normale. Série 3. Tome 16. . Page 132.) 

Paur PAINLEVÉ. Sur le développement d'une branche uniforme de fonction ana- 
lytique. (Comptes rendus etc. 23 mai 1899.) 

EMILE Borer. Sur le calcul des séries de Taylor à rayon de convergence nul. 
(Comptes rendus ete. 23 mai 1890.) 

Emite Picarp. Sur les développements en série des intégrales des équations diffe- 
rentielles par la méthode de Cauchy. (Comptes rendus ete. 5 juin 1899.) 

E. PHRAGMÉN. Sur une extension d'un. théorème de M. Mittag-Leffler. (Comptes 
rendus etc. 12 juin 1899.) 

PAUL PAINLEVÉ. Sur le calcul des intégrales des équations différentielles par la 
méthode de Cauchy-Lipschitx. (Comptes rendus etc. IQ juin 1899.) 

PAUL PAINLEVÉ. Sur le développement d'une branche uniforme de fonction ana- 
lytique en série de polynômes. (Comptes rendus etc. 3 juillet 1899.) 

L. LEAU. Représentation des fonctions par des séries de polynômes. (Bulletin 
de la société mathématique de France, t. 27. Page 194—200.) 

Pauz PAINLEVÉ. Sur le développement des fonctions analytiques de plusieurs va- 
riables. (Comptes rendus ete. 10 juillet 1899.) 

Emme PicARD. Lectures on Mathematics. (Clark University Decennial Ce- 
lebration, 1899) page 246. 

- Acta mathematica. 24. Imprimé le 1 août 1900. 
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Nous avons en outre, dans la seconde note de ce journal, appris à 
former toute une classe d'expressions limite qui embrasse la série de TAYLOR 
et dont chaque cas possède une étoile de convergence. Cette étoile est 
inscrite dans l'étoile principale des constantes F(a), F?(a), ..., F®(a),... 
et elle est circonscrite au cercle de ces constantes. En augmentant suffisam- 
ment un certain nombre entier positif ^ qui est intimement lié à l'étoile, 
on fait tendre celle-ci indéfiniment vers l'étoile principale. Pour n= 1 elle 
coincide avec le cercle. En faisant croître n au delà de toute limite, on 
obtient une expression limite ayant l'étoile principale méme pour étoile 
de convergence. 

Dans le nouveau théoréme des Comptes rendus nous avons affirmé 
l'existence d'une autre classe d'expression limites ayant cette méme pro- 
priété. Au lieu du nombre entier » il y entre un paramètre réel et 
continu a de sorte qu'on peut faire varier l'étoile de convergence d'une 
manière continue entre le cercle et l'étoile principale. 

Nous voulons dans cette troisième note montrer comment on peut 
former ces nouvelles expressions limite. Nous établirons en méme temps 
deux nouveaux théorémes et nous formerons une nouvelle expression limite 
pour laquelle l'étoile principale A des constantes F(a), FO (a), ..., F?(a), ... 
est une étoile de convergence. 

Comme dans la première note, soit & une étoile quelconque de centre 
a. Nous définirons par rapport à 6 une nouvelle étoile &(? de la manière 
suivante. 

Considérons la représentation conforme définie par la relation 

u 
Jeep 
1—u u 


(1) v=e! 








Emite BoREL. Sur la généralisation du prolongement analytique. (Comptes 
rendus etc. 23 avril 1900.) 

Lr Roy. Sur les séries divergentes. (Comptes rendus etc. 14 mai 1900.) 

Voir encore mes articles: 

Sulla rappresentaxione analitica di un ramo uniforme di wna funxione monogena. 
Atti della R. Accademia delle Science di Torino. Vol. 34. 23 Aprile 1899. 

On the analytical representation of a uniform branch of a monogenic function 
Cambridge Philosophical Transactions. Vol. 18. 

Un mémoire développé sur le même sujet par M. E. Boret paraîtra prochaine- 
ment dans ce journal sous le titre: Sur les séries de polynômes et de fonctions rationnelles. 


^l 
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où f désigne une quantité réelle remplissant la condition 
(2) ONE 
Faisons décrire à # une circonférence ayant pour centre l'origine et pour 
rayon l'unité. 
Posons, pour o c e € z 
nen 
On aura 


u ? 


9 
I +u\”d : 2 j s : 
fett - ans feret nemi fat 
0 


1 0 





Posons encore, pour o c e <7 








u = € Ÿ. 
On aura 
v ? 9 
B 1 . B . 4 8 
ft x) “= sin | (etat) dg — icons | (cote?) de. 
Eu U 2 Er 2 NZ : 

1 0 0 

On a encore ' 
gY gy n 
: : cos, 

Par suite, quand w parcourt à partir de w= 1 jusqu'à «= — 1 la partie 


supérieure de la circonférence ayant pour centre l'origine et pour rayon 
l'unité, la quantité 
v= Re* 


décrira un are de spirale logarithmique défini par l'équation 


La 
—t88> -? 


R=e > o<p<a. 





! Voir p. ex. BERTRAND, Traité de calcul différentiel et de caleul integral. — Calcul 
intégral, page 125. 
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Cette spirale logarithmique a pour centre le point v — 0, et coupe l'axe 
des v réels aux deux points: 
Ee —xtge= 
v=1 eb v=—e : 
D'autre part, quand w parcourt à partir de # = 1 jusqu'à w — — 1 la. 
partie inférieure de là méme circonférence, 
9 = Rev 
décrira un nouvel arc de spirale 
hel 5$ 6 4 ) OZ; 
symétrique au premier par rapport à l'axe réel. 
La relation (1) peut s’écrire: 


(3) v — ue 


On voit done immédiatement que l'intérieur du cercle correspond à Vin- 
térieur de la figure cordiforme limitée par les deux ares de spirale, de ma- 
niere que le centre du cercle w — o correspond au centre de la figure 
cordiforme v — o.  Mettons 


(4) B=ı—a. 


1 





Les deux ares limitant la figure cordiforme se coupent au point v — I 


—rte s— 
mg ss 


sous l'angle intérieur az et au point v — —e " sous l'angle intérieur 
(2 — a)z. 
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Nous ferons encore la remarque suivante. La figure cordiforme est 

située à l'intérieur d'un rectangle dont les deux côtés passant par les points 
—— 


21 
De tt sina? et v=+1 


sont perpendiculaires à l'axe réel et dont les deux autres côtés passant par 


2x 27 








d T - 
. 2tga— . T 5 2tga . FT 
v — ie 2 ,sina- et v——1e 2 .sin'a= 
2 2 


sont parallèles à ce même axe. 


Es NS 


mal 





ae 
a 


en. E sin ag 





Remarquons d'ailleurs qu'au point où la tangente verticale touche la figure 
en question le rayon vecteur, lorsque « tend vers zéro, se rapproche indéfini- 
ment de la verticale menée par le centre. 

On voit qu'on peut, en faisant décroître suffisamment la constante a, 
faire tendre indéfiniment le contour de la figure précitée vers la ligne droite 
menant de v=o à v—1. Nous avons reproduit (planche I) trois cas 
différents de la figure cordiforme. 

Il est important pour ce qui suit de connaitre le développement de 
v" suivant les puissances positives de w, m étant un entier positif. 


Posons 
-fiey- fiel 
(5) v—ue ° .e’ j 
f 12 
(6) e ? 


(m), , nem 1C) 
=| Pee ae rx ul... red UU. 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 8 octobre 1900. 
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Nous verrons gue Aj?(B) est une fonction entière rationnelle de B de 
degré À qui s'annule pour f — o. C'est une fonction impaire, quand À 
est un nombre impair, et c'est. une fonction paire quand À est un nombre 
pair. Le coefficient de [f (w=1, 2,...,A) est un polynome en m de 
degré p à coefficients rationnels positifs qui s'annule pour m — o. 

Différentions en effet (6) par rapport à w; on obtient: 


TUN NE 
mrt! aL unu T. bus i +. s wie 


d 





Ag A 


[2 


h (m) SEE 








= U(Bg).u-F ——— 
Par suite en faisant 


(7) [( * pe :] e (n + os)? + o (wt + au (yu +. 


I —^4 





on aura 


(8) 





i. (B) 


(AH eg Ra e PEU + m) 


En différentiant (7) » fois par rapport à f on aura: 


(2) (log? 1 + y = p à 





Q) 
et par conséquent: 


(9) (EY Gas E = = PD gi 


(A) 











Ib T+ iw\” 
PE = = N . 
( *) (zoe *) = 1-+ Pe); y — 0 o E 





vr)... 
| d(aBy — ° 


Ga @93(A) 


d (28) = 
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On a encore en vertu de (7) 


(11) | g;(0) = o. 


Par conséquent HP) (A=1,2,..., 00) est une fonction entière rationnelle 
de B du degré À qui s'annule pour B = o. 
Faisons maintenant 





(12) (z log = L5) Eso». 


2u lea p=0 


nous aurons en vertu de (9) 








'd* gi (B) er mE ) " 
| Ge m. E (à RAS »); À | y — nombre pair 
I3 





ue) é 5 
- — or À — p —= nombre 1mpair. 
( d(28) /8=0 2 I 


Par conséquent 



































281 (2 221 (2 SE 
[ms = 27 t, 4-2 tse — + 
gy 3 
Tel Er E205 nz 
I (2g? 2g (agis 
Ux IB) = ora “(25 UE AE, a 2 E. 
2/8) 28) 
A eT E P Jp. ace 
(50, », 256.5, OO): 


En invoquant alors la formule (8) nous voyons l'exactitude du théorème que 
nous venons d'énoneer au sujet de hi’() comme fonction de 9 et de m. 
On obtient les nombres rationnels 
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par une formule de récurrence très simple. En différentiant (12) par 
rapport à u, on a 





: = Liv +i pp,» 1).0 


1— u? 1-0 


V+ (lo). 
D'oü 
I I + u\’ 
+ lo) 

= L[v+ı+ 2p)(2u, v + 1)—-(p— 1 + 29) (24 — 2,» + ı)]u®. 


Par conséquent 


(» 4- 1 + pau, v+1)=(v+1)(2u, ») -(v— 1 + 20) (24— 2 , v o 1) 


I 
(15) Ce eC 
[SS A 2 ECO pe. 2 995. 


(16) 


8B) — RGB) + (B) +: (2A), 


I 


(Bd) = js (38* + 5 GA + eh", 





29) U (595 7 2 Te 
(29) + eh + Ze’ 4-109) 


FRS 


Sur la représentation analytique d’une branche uniforme d’une fonction monogéne. 213 
R(B) =m . (28), 
MP(B) = (m? + sm). (28)*, 

m° + Im? -— jm). (28)? + =.m. (28), 

herp 


)=( 
HB ) = (m + 3m? +2 Sm "s (28)* + s(: m’ + jn). (2)*, 
i 


m? + sm* +3 in +2 5 m Bim) (28) 


+ 20(- m’ Tintin) (28)° + Sm. (28), 





(17) ree) — (n + 15 ms + m + om + gem? + em). (29° 


+ 40( m* tee m? + Sn + m). (28)° 


ISI (RT + sm). (28)°, 





RB) = (m + m ms + m ‘4 on n° + m ME jm) 
x (2) + 7o(: m° + 2m* + m E an a =m). (29° 


+ 784( 53 m° $n? tin). (28)* + Dm. (2A), 


On pourra employer comme moyen de contrôle la formule 


(18) M (1) (a 2m(2m + 1)...(2m + À — Y) | 


A 
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Nous avons obtenu les coefficients des polynómes g,(?) par une formule 
de récurrence. Mais on peut aussi donner facilement une expression ex- 


plicite de ces polynómes. En s'appuy ant sur les formules 


(4) Fa 
(2) PER 


u 


1 ft + j-— Jz-z (1 + wf — (1 — uf du 


Ju 28 (1 — a)? u 








du fe peed Dye 4 Met Met 2a ty de 


Ja 3 i 








Bw VQ [RED | atn] , FAB+IXE+2) | = 
ial & |; Y "M DE 


—= 4 
Dee 2 E E 





pes sated un up sre (8+21—3) a(a+1) 
| 20 |2l—2 13 








HUE (A+2l- 5) a(t %Xa+ 2Xa + 3) AM) a(a+1Xa+ 2). (a+ 2l— 3) 
|2l—4 [5 à [2 . [at 





a(a+1).(a+2l—1)T w+} 
[2L 1 2l: 1 





+ 





B(B+1)..(B+21—2) a(a- 1) 
22-1 13 


[aes 1)...(8+ 20) at 


[2L 1 


9(8+1)..(B+21— ) 
4 EBD (P AA) alata Emi) | 














irat 13 
ar A(B+ 1XB8+ 2) eat 1)" (a+2l—3 -3) anse 8 «(at 1)...(a- 2t—1)7 ut? 
3 EX E^ De Je 
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En comparant avec (7) on aura donc 
B(B+1).(B+21— 71) | B(BH1)..(B+21—3) a(a+1) 
l 
dues) = Al ig = wa | [db 


ar B(B-- 1)...(83-21—5) a(a+iXat2\a+3) 
4 5 





ar diee 








+ AG a(a+1\a+2).(a+2l—3) , a(a+1)..(a+2l—1) 
l2 c [21 [2141 | 





(19) 





B(B+1)... 3+ 21) +1). (P+21—2) AT 
Jaf) = ln nup ge igen An ) 





ahs BUS DEREN) CAN AN 3) 
Be 5 





un 





B(B+1XB8+2) a(a+1).(a+2l—3) , B a(a+1)..(a+2l—1r) 








Revenons à la formule: 


(5) v=ue ° .e 


Nous voyons que la constante 


(20) A) Er 


qui dépend du choix de f, joue un rôle important dans la représentation 
conforme définie par l'égalité 





u 
ey: 


(1) te: 


I y aurait done intérêt à trouver une nouvelle expression en A pour 
cette constante. Une telle expression s'obtient facilement de la manière 
suivante : 
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Onv2: 
1 
I I+ au & at Je 
28, [ =) u 
0 
1 1 1 
du a(a + 1) ala + 1Xa + 2)a + 3) u* 

= (+ Salas Jaa [5 TER a s 
0 0 


En désignant par B(a, b) l'intégrale Eulerienne de première espèce, on a 


1 





du 
Gay Bü.) 
0 
1 
u^ du 
ILLOD) 
0 
1 
udu 
(1 — uf B(s, a), 
0 
A cause des formules 
Bil, a) =-, 
Bi3 la) — a(a + — + 2i. 
Bea 15252 


a(a + 1)(a + 2Xa + 3a + 4)’ 


© Voir par ex. chap. 14 du Cours de M. HERMITE rédigé en 1882 par An- 
DOYER. Quatrième édition 1891. 
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on aura l’expression demandee: 


1 


IG = ues - jp " uve 2) a 5 (4 $ 4) miis | 


E v , AG = 


I 
n=0 Zt m -atn 
‘2 2 














Ces préliminaires posés, nous donnerons la définition de l'étoile 6° 


se rapportant à l'étoile & qui est elle-même une étoile quelconque de 





centre a. 
Posons 
nu 
1+u B du 

di [(() | wu 
(22) FCs ic) — hae” 
où 
(4) CR eed 


doit vérifier les inégalités 
(2) OO 


et où A désigne une constante indépendante de # que nous allons dé- 
terminer d'une manière convenable, Fixons le vecteur, soit /, entre « et 
æ et posons 

[m 


(23) = fl). 





Quand u décrit une cireonférence ayant pour centre l'origine et pour rayon 
l'unité, z décrira autour de l'axe de symétrie / une figure cordiforme comme 
celle que nous venons d'étudier. L'axe de symétrie est coupé par la figure 


cordiforme aux deux points 





1 5 
MET 
z — a + Kei (r — a), 
ee 
z—a— Ke? .(x — a) 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 10 octobre 1900, 28 
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qui correspondent aux points 4 — 1 et u—= —1 de la circonférence. 
L’angle intérieur de la figure cordiforme est égal à az au premier point 
et à (2 — a)z au second point. 

Soit maintenant » une quantité positive plus petite que l'unité... Mettons 


(24) K=-e 


Zn faisant décrire à $4 un cercle de rayon x concentrique au premier, 2 
décrira une figure que nous désignerons par Z symétrique par rapport à 
/ 


finiment de celle-ci en même temps que r se rapproche indéfiniment de 


située à l'intérieur de la figure cordiforme, et qui se rapproche indé- 


) 


l'unité. Le vecteur / est rencontré par le contour de Z aux deux points 





(25) | J f sy eye 
é 


correspondants aux points w — r et w — —r sur la circonférence du cerele 
de rayon v. 

Soit maintenant & une étoile quelconque ayant pour centre a. La 
figure cordiforme ayant pour axe / étant située à l'intérieur d’un rect- 


angle dont les deux côtés perpendiculaires à 1 coupent / aux points ' 


1 
t 1+u\P du 
I) lin 
l—u u 


2— a + Ke? .(% — a), 


HAE mure 
1—w u [ri 
2 ae "ec 


(an) 


\ / 


. SIN a 


MI 





: Voir page 209. 
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et dont les deux autres côtés parallèles à / passent par les points 


1 


AC 8 1 du ax 
| =) 3 | u T = 








«pri 2tga— n . n 
a —!gi-E eKe* denies ine AE 
1 i 
Pru? du ar 
j (=) | u 2tga= = 
z — a — iKe? Je ?.sina-.(x — a), 
2 


on voit qu'en prenant x suffisamment rapproché de «a la figure Z fera 


toujours partie de ©. 





Soit maintenant |x — a| la limite supérieure des valeurs |x — a| pour 
lesquelles la figure correspondante Z fait partie de &. Nous désignerons par 
6 l'étoile qu'on obtient en faisant tourner | une fois autour de a et qui a 


pour contour l'ensemble des points x. 


Comme nous avons négligé de faire une étude approfondie de la forme 
de Z reste la question de savoir si, x étant un point sur / plus rapproché 
du centre @ que ne l’est le point z, il ne serait pas possible que la figure 
Z correspondante ne fasse partie de ©. On voit facilement que ce n'est 





pas le cas. Prenons pour = y une quantité réelle positive plus petite 


enu 
que l'unité, et diminuons © dans la proportion de 7 de manière à obtenir &,. 
La figure Z fait partie de &,. L'étoile (5, d'un autre côté fait partie de 
(. La figure Z fait donc elle même partie de 6. 

Il conviendra d'introduire encore la définition suivante. La figure Z 
sera appelée la figure génératrice et la fonction f(u |a) la fonction génératrice 
de l'étoile &. 

La figure cordiforme étant inscrite dans le rectangle dont nous venons 
de parler on voit par des considérations tout analogues à celles qui ont 
été employées à la page 51 de la première note que X étant un domaine 
quelconque à l'intérieur de ©, il est toujours possible de choisir « suffi- 
samment petit pour que l'étoile © embrasse entièrement le domaine X. 
Il suffit d'établir entre les constantes r et a une dépendance telle que 7 
tende indéfiniment vers l'unité en méme temps que a tend indéfini- 
ment vers zéro. Le rectangle se rapproche alors autant qu'on veut de 
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^ 


la liene droite allant de a à x et la figure génératrice Z si on diminue sufli- 
samment la constante « se rapproche indéfiniment du rectangle. 
Remarquons encore que pour « — 1 la figure génératrice devient un 
cercle ayant le point @ pour centre et passant par le point æ, et que par 
conséquent l'étoile 6? est le cercle concentrique à l'étoile & passant par 
le sommet de ( le plus rapproché du centre a. Remarquons aussi que 
l'étoile 6? pour toutes les valeurs de a reste inscrite dans l'étoile €. 
C'est une conséquence immédiate de ce que la figure oénératrice, comme 
on le demontre aisément, est inscrite dans le cercle ayant le point a pour 
centre et |y — «| pour rayon et de ce que le contour de l'étoile 6 passe 
par conséquent au moins par le sommet de 6 le plus rapproché de l'origine. 
Prenons maintenant pour © l'étoile principale ! A des constantes 


F(a), Fa), F9(a), ..., F(a), ... 
qui sont assujetties à la condition de Cavcuv? exigeant que la limite 


" 7 FU (a) 


Nous nous proposons de trouver pour FA? (x) une expression analytique 
valable pour l'étoile A” et telle que A? soit une étoile de convergence de 
celte expression. 


supérieure des valeurs limites des modules soit un nombre fini. 








Nous verrons en effet qu'une telle expression existe. 
Pour faciliter la recherche nous introduirons des étoiles auxiliaires 
définies par rapport à AM, 


Soit 7 une nouvelle quantité positive telle que 
(26) FRANS 


En faisant décrire à w une nouvelle circonférence ayant pour centre l'origine 
et pour rayon 7’, 2 décrira le contour d'une figure Z' symétrique par rapport 
à /, située en dedans de notre figure cordiforme et en dehors de la figure 
génératrice Z, se rapprochant indéfiniment du contour de la figure cordi- 





1 
Seconde note page 200. 


Voir page 43 note 2 de ma premiére note. 
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forme quand 7” se rapproche indéfiniment de l'unité et se rapprochant in- 
définiment du contour de Z si 7” se rapproche indéfiniment de r. Les points 








[ ce 1 du f (= 8 (= —# du 
q.s IS x ll =) =) u 





, y) r 
HL @=a-+—e . (x — a) 


se correspondent. On sait que X étant un domaine quelconque à l'in- 
térieur de A”, il est toujours possible de former une étoile E = embrasse 
entièrement X et qui soit située elle-même à l'intérieur de A (c. f. pages 
50 et 51 de la première note). 

Nous désignerons par E’ l'étoile formée par tous les points 


ficere 


(27) =a+le . (x — a) 





où x appartient à E. On voit qu'en choisissant r’ assez rapproché de 
l'étoile E' est située entièrement à l'intérieur de 4%. On voit encore 
que r’ étant suffisamment rapproché de r le domaine E' constitué par l'en- 
semble de toutes les points différents qui appartiennent aux domaines Z’ 
est situé entièrement à l'intérieur de l'étoile A. Nous appellerons g la 
limite supérieure de FA(z) quand Z reste compris dans E'. 

Opérons maintenant sur FA(z) la substitution ' 


CE) du 
=) "m 








(28) z— a = (x — a)f(u |a) — 
Wiis 
(29) He} 


x étant un point quelconque d'un domaine X à l'intérieur de A®. Il est 


! Voir (22), (23), (24). 
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clar que ÆA(z) donnera ainsi une fonction de # qui est régulière pour 
|u| € r et encore regulière pour |r| € »', »' étant assujetti à la condition 
(26) et étant en même temps suffisamment rapproché de r. En effet lorsque 
w reste compris dans le domaine |u| <‘r’, z est une fonction regulière de 
. , ^ » 7 : s Dr 
& qui est représentée par une figure Z' comprise dans le domaine #’, lequel 
d'après l'hypothèse faite sur r’ est situé à l'intérieur de A. 
Ayant donc 





5 acre ye 


<= Lex \™ ef Mer ser MB), à 5 
- (7) P" |: ESSA e | 





on aura 








(31) FA(z) = F(a) 4- Y. G,(x — a) (s 
v=1 N 

ou 

(2.2 À (+ ute ns? (8) 7 %— U rU A 3) 3 Lu > 7 

a pet Oe | ss ee 








ae Erie Y ur N : = LS DE TRE 
La série > G,(r — a)(“) où r appartient au domaine X situé à l'intérieur 
vol 2 


de A® convergera pour |«| E v. Par conséquent ? 


| — a 5] < st" 








* Voir (6). 
* Werersrrass, Werke, Bd. 1, page 67. 
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et 


(33) IG — 9| x (SJ 


La série 


oo 


(34) 2: G, (x — a) 


v=) 


est done convergente pour chaque point à l'intérieur de A®. Elle est 
encore uniformément convergente pour chaque domaine X à l'intérieur de A0, 


Nous avons vu qu'en faisant 4 = r on obtient z — v. Par suite: 


oo 
(35) FAO(xz)— F(a) + 22G,(x — a) 
y-l 
égalité qui a lieu pour chaque point situé à l'intérieur de AM. 
Supposons maintenant inversement que c — m, soit une valeur pour 


oo 
laquelle la série 22G,(r — a) est convergente. Alors d’après le théorème 
v=1 
, ^t d u\? se: 
d'AnEL,! la série Ss G,(a— a)(“) sera convergente pour |u|<r. Elle définira 
v=1 à 
à l'aide des relations (22), (23), (24) une fonction de z, régulière à l'intérieur 
du domaine Z construit sur le vecteur allant de a à r,. Cette fonction est 
identique à FA(z) à cause de la formation des polynómes G,(r—-a). Le 
point x, est done ou un point à l'intérieur de A® ou du moins un sommet 


de AO. 
oo 

Désignons maintenant par S,(r|«) la série F(a) + Z G,(x — a). On 

voit immédiatement que l'expression. limite Lim S,(x 


a=0 


convergence qui n'est pas autre chose que l'étoile principale A 


a) a une étoile de 





et que 


5 
l'égalité 
(36) FA(x) = Lim S,(z |a) 
a=0 
a lieu partout à l'intérieur de A. 
Nous pouvons résumer dans le théorème suivant les résultats que nous 


avons obtenus jusqu'ici: 





! Oeuvres. Nouvelle édition. Page 223. Théorème V, 


bo 
bo 
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Théorème 4.  Désignons par A une étoile de centre a, par a une 
quantité positive qui ne sera pas plus grande que l'unité et par A® une 
étoile concentrique à A et inscrite dans A qui sera engendrée par la fonc- 
tion génératrice f(u\a). On pourra toujours choisir cette fonction telle que 
a étant suffisamment petit l'étoile A” renferme dans son intérieur un do- 
maine donné quelconque situé à l'intérieur de A et telle que pour x — 1 l'étoile 
AC devienne le cercle concentrique à A et inscrit dans A. 

On pourra encore choisir f(ula) telle que, À étant l'étoile principale 
d'une suite de constantes 


Fa) FOG). EO aye 


assujetties à la condition de Cauchy, la serie 


oo 


S,(r|a) = F(a) + 2 G, (x — a) 














où 
, no), a) Te (2) 2 
Ga d'abus mern (a).(x — a) Ic 
indui a Pe (ay. (y — a)" M Fo ; 
qus UE wee i liae ms NR 
et où 


sont des constantes positives déterminées qui ne dépendent que de la fonction 
génératrice, possède une étoile de convergence qui soit identique à A, que 
l'égalité 


FA(x) = S,(x|a) 


ait lieu partout à l'intérieur de A®, et que la série S,(x|a) pour a = 1 de- 
vienne la série de Taylor. 
L'expression limite Lim S,(x|a) a une étoile de convergence qui est 
a=0 


identique à l'étoile A, et l'égalité 


FA(x) = Lim S, («| a) 


a = 0 


a lieu partout à l'intérieur de A. 
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Nous avons vu (page 219—220) que X étant un domaine fini quel- 
conque à l'intérieur de A on pourra toujours choisir « suffisamment petit 
pour que A® renferme X dans son intérieur. Nous avons obtenu encore, 
la quantité positive r'(1 >?’ 2 r > o) étant prise suffisamment rapprochée 
de r, l'inégalité: 


(33) [G(x — a)| < sz) 


qui a lieu pour tout le domaine X. On a donc pour tout ce domaine 


m 


| FA) = F(a) + X Gs — a) + e, 


(37) u 
(38) PU CE 


É À » r N 
Fixons maintenant entre »' et a une dépendance telle que 7 tende in- 


definiment vers l'unité quand « tend indéfiniment vers de zéro. Faisons 
par exemple: 
1 


(39) r = re"), 


où w(a) est une quantité positive qui dépend de a de telle sorte que 





(40) Lim o(a) = co. 
a=0 
On aura: 
T 
Yr 
< w(a), 
= 
z 
(41) le| Es. o(a).e ©. 


En prenant alors pour m un nombre entier positif tel que 


(42) m > 2w(a) log w(a) 
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on obtient 





ota) 


[0] 


(43) 


Done, si on fait dependre l'entier m de a d'une manière choisie de telle 
sorte que l'inégalité (42) soit vérifiée, au moins pour des valeurs petites de 


a, l'expression 


oo 


x G,(x — a) 


v=1 


aura la propriété que voici: 


o étant une quantité positive déterminée; on pourra toujours trouver une 
autre quantité positive a telle que l'inégalité 


m 
FA(x) — EG{(x — a)|« c 
v=1 
soit satisfaite pour toutes les quantités x appartenant à X, pourvu que a soit 
inférieur à a. 


Mais c'est là notre théorème I de la première note qui ainsi se trouve 
démontré dune manière sensiblement différente de celle que nous avons 
employée auparavant. 

Le théorème I une fois démontré, le théorème II s'ensuit immédiate- 
ment par les mêmes considérations que dans la première note. 


= 


Arretons nous un instant pour fixer la forme de l'expression 22 G,(z —a). 
v=0 


On a, la fonction génératrice étant 


(= 8 1 du 
> (ele 


fu | a) on , 
(44) . I+u 8 du 
| Mes) s 
Ae 


OS 


bo 
=] 
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la formule: 





| I 





m I 2 MO ,(8) Ig 
Z G,(x — a) = F(a) + (> t poa cm 





+ i (oe ale rot ij 2) 21 zii 


v=2 











m (m--1) ^ ‘pan =A 
3 h,_(m—1)( (B) p -(m—1) po da m 
diners PACE : vat 
y 


m 





+ Fo) 


(ee m 


où h® (8); (zh); AY(2) = 1 sont les polynómes en f dont les pro- 


vo v=, iT, ..., 


priétés essentielles ont été enoncées à la page 210. 
L'inégalité (42) est remplie si on y fait a — -, m — n^, n étant un 
3 = T, 


nombre entier positif. Posons alors 


D 
= 
m 
= 

i 

A 

& 
mn 


























==) \ y= = 
n° 1 2| == ) 
I I "EL n 
"Pus A Pus r7? |FO(a).(xr — a) 
(46) | 
/ n? n2—1) TL — 3 
I I D. hi eO 
iy f CON AZ 7 (n?—1) w— jw) 
ds [n*— 1 HS y — (n* — I) dk 1 F (aX @) 
I — y-n?—] - / 
I E 
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Nous pouvons dans notre théorème I (seconde note), substituer le 
nouveau polynôme G,(r|a) au polynôme G,(r|a). L'énoncé du théorème 
reste le même. 

Pour démontrer le théorème 4 nous avons employé comme fonction 
génératrice la forme spéciale (44). 

Il est évident qu'on aurait encore pu prendre pour f(«|a) d'autres 
fonctions. Dans le choix de /(w|a) nous avons introduit une restriction 
considérable par la condition que les constantes hf, doivent être toutes 
positives et par cette autre condition que la série obtenue doit pour a = 1 
devenir la série de TaAvron. En laissant de côté ces restrictions, on ob- 
tient évidemment une latitude beaucoup plus grande dans le choix de la 
fonction génératrice. 

Une fonction très élémentaire remplissant ces deux conditions est 








| Qt 6i Hauts) 
[te 2) EINEN a(t + wy + (1 — y}? 


(47) 
| 


Cette fonction a la propriété suivante. Quand w décrit un cercle ayant 
pour centre l'origine et l'unité pour rayon, f décrira une figure cunéiforme, 
symétrique par rapport à laxe réel et limitée par deux arcs de cercle qui 
se coupent sous un angle az aux deux points 





a+te 

N) Eee 
ate 
Um «(1 — e) 


L'intérieur de la figure cunéiforme correspond à l'intérieur du cerele et 
les deux points 4 = o, f= o se correspondent. En faisant 


CT 





= f(u|a) 


€ — Ga 


et en faisant décrire à 4 une circonférence ayant l'origine pour centre et 
" pour rayon on obtient la figure génératrice Z. Les points 
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GERS 
WT: gre . (x — a), 
I + ae 


se correspondent. ' 

Revenons à la formule (43). ll y entre outre la constante a encore 
une constante r. On peut se demander à la série (35) gardera les pro- 
priétés énoncées dans notre théorème si on y fait r — 1, c'est à dire si 
au lieu de la figure Z enfermée dans l'intérieur de notre figure cordiforme 
on prend pour figure génératrice la figure cordiforme elle-même. C'est en 
effet ce qui a lieu mais pour la démonstration il faut alors avoir recours à 
des considérations d'une autre nature que celles que nous avons employées 
jusqu'ici. 

M. Puracmin nous fait à ce sujet la communication suivante que 
nous ne pouvons faire mieux que de reproduire textuellement: 

Si on veut employer la figure cordiforme elle-même comme figure 


yd 


génératrice, on est amené à étudier la question de la convergence d'une 
série entière sur la circonférence de son cercle de convergence. 

En effet, définissons l'étoile A® par la condition que, x désignant un 
point de cette étoile, toute la figure cordiforme, semblable à la figure 
génératrice et ayant pour axe la droite entre a et x, doit appartenir à 
l'étoile A; soit alors x un point situé à l'intérieur de cette étoile AO. Cela 
posé, si on substitue à l’argument z de la fonction FA(z) la fonction de 
u definie par la formule 





on aura une fonction de « régulière à l'intérieur du cercle dont le centre 
est l'origine et dont le rayon est l'unité. D'ailleurs, dés que lon a 





! J'ai employé cette figure cunéiforme au début de mes recherches sur la repré- 
sentation des fonctions monogénes générales. En reponse à une lettre de M. Vrro Vor- 
TERRA datée de Pise le 9 avril 1899 où il me communiquait les principes d'une dé- 
monstration appuyée sur lemploi de la figure cunéiforme, je lui indiquais le jour suivant 
ma propre démonstration dans une lettre écrite de Perouse. 

On verra amplement dans la suite l'avantage qu'il y a à employer la figure cordi- 
forme au lieu de la figure cunéiforme, 
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a — 1 cette fonction a nécessairement deux points singuliers situés sur la 
circonférence de ce cercle, à savoir les points u=1 et u=—1. Par 
conséquent, le développement de cette fonction suivant les puissances de w, 
développement que nous écrirons | 


ob 


(1) Xs G,(x — a)’ 


0 


a pour cercle de convergence le cercle de rayon 1. 

Or on démontre, comme nous allons le faire, que cette série converge 
encore sur la circonférence de son cercle de convergence, et cela wniformé- 
ment sur toute la circonférence, et de méme uniformément pour toutes les 
valeurs de x situées dans un domaine X, donné arbitrairement à l'intérieur 
de l'étoile A®. 

On peut done en ce développement faire # = 1, et on obtient de 
la sorte le développement 


(2) PN) — GT d) 


qui converge uniformément dans X. 

Pour démontrer le théorème que nous venons d’énoncer sur la con- 
vergence uniforme de la série (1), il suffit de rappeler le théorème classique 
de M. Lirscuirz Sur le développement des fonctions réelles en séries trigono- 
métriques. | 


Ce théorème peut être énoncé de la manière suivante: 2 


Soit e(0) une fonction réelle et univoque de l'argument réel 0 et continue 
pour 0 — 6,. Supposons qu'on sache pour 9T z, ou m et m dé- 
signant. deux entiers dont le premier est plus petit que le second, déterminer 
une fonction (A) de l'argument réel à, telle que, pour deux valeurs 0' et 
0" de l'angle 0 situées toutes deux ou bien entre 0, et 0,+7 ou bien entre 


0. et 0, — z et satisfaisant à l'inégalité 
lo—e"| «2o 


on ait: 


le@) — e(8"7)| < Ho): 





* Journal de Crelle, t. 63. 


2 T Ie», ! 
Nous avons précisé un peu l'énoncé du théorème. 
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Supposons encore qu'on sache déterminer une quantité positive M telle que 
pour toutes les valeurs réelles de 0 on ait |e(#)| < M. 
Cela posé, la différence entre ç(0,) et la somme 


a, + a, cos 0, + a, cos 20, +... + a, cos nO, 





( | 
3) + à, sind, + 4, sin 20, +... + 0, sin n6, 
où 
; D +7 : sm 
=> g(0)d0, ..., a, =- | e(0)cosn0.d60 
TU bars Ee 
: Oy +7 
b, =- | e(80)sinn0.d0, 


0 


les quadratures dans ces formules étant supposées avoir un sens, est in- 
férieure à 








NS: 2m + I etre 4(2n + D 
iM =) + 49 (7) log 
4 Re NE ane TEST TR 2n + I, = T 
Si e(#) est périodique et de période 27, de sorte que les coefficients 
As. 0,, 0, , ..., 0, sont indépendants de 6, et que la formule (3) 
donne le commencement de son développement en série de FounrEn, et si 
on peut employer, pour toutes les valeurs de 6,, la méme fonction (2) et 


de plus si cette fonction est telle que d(9) log? tend vers zéro avec 0, il 
s'ensuit de ce théorème que le développement de &(4) en série de FouRIER 
est uniformément convergent pour toutes les valeurs de 4. 
Envisageons maintenant un ensemble fini ou infini de fonctions £(®), 
que nous supposerons encore, pour simplifier, périodiques et de période 27. 
Supposons que, ayant fixé la valeur 6 —6,, on puisse employer la 
méme fonction (8) Dd toutes ces fonctions ¢(@), et que cette fonction 


soit telle que (9 à) log tende vers zéro quand 9 tend vers zéro. 


Il est évident, des ce cas, que la série de Fourier: 


a Ha, cos 6, + 8, eos 20, +... 
+ 0, sin 0, + 5; sin 20, +... 
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est uniformément convergente pour toutes les fonctions e(#) appartenant a 
l'ensemble donné. ' 

Pour pouvoir appliquer ces théorèmes aux parties réelle et imaginaire 
de la fonction de « obtenue en substituant à l'argument z de la fonction 


FA(z) la fonction de w définie par 








nous remarquons que, 2 et z" désignant deux valeurs de 2 correspondant 
aux valeurs €" et &"' données à uw, on aura nécessairement 


(4) le" —2'| < K.|z —a|.|o" —e'|*, 


K désignant une certaine constante qui ne dépend que de a.” D'un 





! Tl semble que, en général, on n'a guère apprécié ce théorème de M. Lipscurrz 
à sa juste valeur. Le plus souvent on le présente comme un complément du théoréme 
célèbre de DIRICHLET, pouvant servir à examiner la convergence de la série de FOURIER 
dans le voisinage des points où la fonction donnée possède un nombre infini de maxima 
et de minima. 

Or, si l'on eonsidére le fond des choses, il est évident que de ces deux théorémes 
celui de M. Lipscuirz est à la fois le plus profond, le plus utile et le plus élémentaire. 
On pourrait méme dire que, tandis que ce dernier théoréme est un vrai théoréme d'ana- 
lyse, le théorème de DIRICHLET est plutôt du ressort de l'arithmétique supérieure. 

Si 6 et 60" satisfont toutes deux, ou bien à l'inégalité O — 0 < x ou bien à 


21—a l—a 


On pourra prendre K = 2 
a a 








l'inégalité O>0>—7, on pourra prendre K = 
. y^ . . 1 zT 
si # et #° sont arbitraires, pourvu seulement que |#’ —#|<-. 

E 


» 5 6 c : 2—a : 
En effet, écrivons pour simplifier v au lieu de ———, de sorte qu'on ait 
&-—a 


u 


fG + “ne 
log v = — 
N I—% u 


1 





Pour O — 0 — z, si nous faisons comme ci-dessus u = ef, nous aurons 


Saas 5 1—a 
logv =e SAS | (ste 2 d. 
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autre côté, pour toutes les valeurs de z et de z" appartenant à X 
on aura 


(5) | FA(2”) — FA(z')| < K,.|# — z | 





Par conséquent, si # et 0" sont deux valeurs de # comprises entre O et x et si 
v et v" sont les valeurs correspondantes de v, on a 
" 


1—a 
(a) log v" — log v' — [ (x 7) d. 


Or on a, pour les valeurs considérées de 6, 
2 ; d 
77 > ctg 3 22195 


G) A @\ 1-2 
8 > (c 27) , 


€" a" 


= GIN te Ay 1—a 
| (7) d > (cts) db; 


par conséquent 


t 


a a 


ce qui donne, en intégrant dans le premier membre, et en ayant égard à (a) 


21—a 





(8^ — De) > (log v" — log v) 


a 


Maintenant on a, en écrivant € pour log v, 


loge" log v" 
CELUM. wer Ji Ge — ih vdé; 
log v' log v 


par conséquent, |v| étant inférieure à l'unité, on a 
| — v'| < loge” —logv'|. 


D'ailleurs on a 
a + y > @ + y) 


pour æ et y positifs, o< @< I — ce dont on s'assure immédiatement en considérant 
les dérivées par rapport à x et à y — et par conséquent 


= — ga < (A — gy. 
Par conséquent on obtient 
21—a 


a“ 


|v" —v']< 





.|e” — e s. 
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. 1 
K, désignant une constante plus grande que les valeurs absolues de FA(z) 


dans X. 





On démontre de même que cette inégalité subsiste si les valeurs # et #” sont toutes 
deux comprises entre O et — 7. 
Si les valeurs # et @” sont situées de part et d'autre de la valeur 6=0, on aura 








"Uu zs ‚la 
Il < 2 ors, 
21—a 
jv} «L7 el 


et par conséquent 
21—a4 N 
Jo” — <7 (ete + qup) 
Or on a pour «< I et pour x et y positifs, l'inégalité 


at + Ya PISA Gry + yy 


qui résulte de ce que pour x + 7 — constante, est maximum z^ + y^, pour z = y. On 
obtient donc 


A ; AUG a E 
Jv —v] <4" qepe pep) 


ER ala 
a 





e —a |". 


Supposons enfin que # et 6” different, de x tous les deux, de moins de Dans ce 


hia 


cas on peut écrire 
u 


[es dn 
l—u m 
=n 


et par conséquent pour u — ebi 


1—a —1a 
log (v — v,) = | (ste H dû el 


Nous obtenons immédiatement: 


| log (v — v,)| < Iz — 0] 


ce qui donne aisément 
|v” — v'| < | logo” — v) — log (v' —- v)| < |^" — e |. 
Or il est évident que 


! 4$ S, 
Meyers 
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On aura done 
(6) | FA (2") — FA(2)| «RR .[& == a| : |o" —'|. 


Par conséquent les conditions pour que le développement de Fourrer soit 
uniformément convergent par rapport à 6 sont évidemment remplies et 
pour la partie réelle et pour la partie imaginaire de la fonction 74(z), 
considérées comme fonctions de l'angle réel 8 introduit par les deux sub- 








stitutions 
^ lcu 1—a du 
2 — d) / G5) ] u 
= ue 

SE 

et 
u =e” 

Considérons alors 
(7) RF A(z) = a, + % (a, cos nd — b, sin n6), 


développement de la partie réelle de cette fonction en série de FOURIER. 


Il est évident que pour w= re", on a aussi, 
(8) RFA(z) = a, + 2- (a,r" cos nd — b,r" sin n6). 


En effet, d’après le théorème d'ABEL, le second membre est uniformément 
convergent pour r < 1, et représente par conséquent, comme le premier, 
une fonction harmonique dans le cercle r — 1. Or, ces deux fonctions 
harmoniques étant, d'aprés la formule (7), identiques sur la circonférence, 
elles sont aussi identiques à l'intérieur du cercle, et cela donne précisément 
la formule (8). Les fonctions harmoniques conjuguées ne peuvent done 
différer que d'une constante, et on a par conséquent 


(9) IFA(z) — 2 (a, 1" sin nd + b,r" cos n0) + const. 


IFA(z) désignant la partie réelle de la fonction ; I" A(2). 
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Bi 


D'un autre côté on a pour # — e" un développement uniformément 


convergent en série de FOURIER 
(10) IFA(2) =a, + 2 (q;, eos nO — b; sin n6) 
dont en raisonnant comme ci-dessus on tire pour 4 — re* le développe- 
ment suivant convergent pour r < I 
(11) IFA(z) = a, + 2 (a,r" cos n — br" sin n6). 
En comparant ce développement au développement (9), on trouve 
ds — pu D! = — s. 
Par conséquent on a, pour |w| € 1 


FA(2) = a, + ia, + X (a, + ia;)w", 


et ce développement converge uniformément sur la circonférence |u| = 1. 

D'ailleurs il est évident, d'après ce que nous avons dit, que cette 
convergence est uniforme, non seulement par rapport à l'angle 8, mais 
encore par rapport à la quantité x qui figure dans la formule de sub- 
stitution, pourvu que cette quantité reste comprise dans le domaine X. 

C'est tout ce qu'il fallait établir pour démontrer qu'on a 

> 
FA(x) = F(a) + Z 6,( — à) 


et que ce développement est uniformément convergent pour les valeurs de 
æ à l'intérieur de X.» 


Il est done démontré qu'on peut employer comme fonction génératrice 


u 

"ra uyM a du 
JS) = 
u 





(48) rule) == 
où 
^ 1-a du 
ES E 
(49) w= e 


et comme figure génératrice la figure cordiforme représentée par 


£g — à 4 (x — a)f(u | a) 
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quand % décrit une circonférence qui a pour centre l'origine et pour 
rayon l'unité. Les polynómes G,(r — a) deviennent dans ce cas 











+ AO IND 
(50) G (x — a) = Ne 1(8) FO(¢ a) a - L d 5 -»(B) Fo(a)(* ‘) ie rs 


mx PRE 
AU D 


+ e) tee 








e 


Rappelons la formule (21) et remarquons en méme temps l'égalité 


2 
a 


(51) o — (Jee (1 + aB(a)) 


qui en résulte immédiatement et qui montre de quelle manière « tend 
vers l'infini quand « s'évanouit. De l'égalité (6) on tire encore en faisant 
wu = 1 la formule remarquable 
1e 1E? 
hy (B) 3) 
S) 0 ca tO, 


E E 


Na) 2 
che py ithe 








ou, en faisant AjP(f) = 1 


, 





es AP (8) 
On— D E 


v=0 


On aura done pour des valeurs suffisamment petites de x l'identité 
suivante : 


F(a) + G(x — à) 


= F(a) + Y: Y 20). peg (— ty 


n|v — u 





a (a) LEY = Fe a) » A Un 


Fe |^ 


= F(a) + S LN = a — ay. 


pal 
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Le polynôme G,(r — a) est un polynôme en x de degré v mais 
c'est en même temps un polynôme en f de degré » — 1 (voir page 210). 
Les considérations que nous avons employées pour démontrer la convergence 


de la série 22G,(r — a) nous montrent immédiatement que © étant un 


v=l 
point quelconque à l'intérieur de A, il y a toujours une valeur de B par ex. f, 
telle que la série 


Y. G(@— a) — x RC o E =) 


v=1 y=] p=1 
soit uniformément convergente par rapport à 8 pour chaque domaine 
oxfxzf« <1. 
La formule (53) fait ressortir d'une manière intéressante le vrai rôle 


ao 
de la quantité dans notre mode de représentation. La série 2 G, (x — a) 
v=1 


n'est pas une fonction proprement dite de A, parce que sa valeur, la série 
étant convergente, est absolument indépendante de 8. La quantité B sert 
seulement à régler l'étendue de la convergence, qui augmente de plus en plus 
en méme temps que 8 s'approche de l'unité. 

Rappelons nous la construction de l'étoile A (voir page 229). On 
voit que la figure cordiforme étant choisie pour figure génératrice l'étoile 
A” prend une forme très simple. 


i - + . 
Faisons par exemple 





L'étoile A“ devient dans ce cas, le point « — o étant pris pour centre, 
une figure cordiforme qui a pour axe de symétrie l’axe réel, dont le 
sommet obtus est au point z— 1 et dont le sommet aigu est au point 


ztg(l—a) 


y -—-——e ^. Nous avons dessiné (planche IT) trois spécimens différents 
de 4”. On remarquera qu'en diminuant a, l'étoile A” s'approche avec 


une grande rapidité de l'étoile À qui est elle-même ae ce cas le plan 
entier a l'exception de la demi-droite (1... + co). 

Supposons, pour prendre un autre exemple, que l'étoile 4 ayant pour 
centre æ =o n'ait que deux sommets finis r— 1, r— — 1. L'étoile 4? 
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devient alors le domaine situé dans l’intérieur de deux figures cordiformes 
de méme paramètre « qui ont toutes les deux pour axe de symétrie l'axe 
réel et dont l'une a pour sommet obtus r = 1 et l'autre y = — 1. 





Nous avons vu que la série 


o6 


I G(x — a) .w 

v= 
étant regardée comme série de puissances par rapport à # a pour rayon 
de convergence l'unité. Par suite d’après le théorème de Cavcuv! la 


tte a NS — —— 
limite supérieure des valeurs limites de Nx — a); y — I,2,..., © est 
l'unité. Cette propriété subsiste tant que x appartient à l'intérieur de 


2o 


l'étoile A®. D'un autre côté la série 22G,(x— a) étant divergente, tant 
v=1 


74) 


que x est un point en dehors de A™ la limite supérieure des valeurs li- 


mites de 





VG, (e — a)| est nécessairement plus grande que l'unité quand x 
est situé en dehors de A. Si on remarque encore que chaque point x 
à l'intérieur de A sera renfermé dans A® si l'on donne à a une valeur 
suffisamment petite, on obtient le théorème suivant. 


Théorème 5. On peut toujours choisir la fonction génératrice d'une 
manière telle que toutes les propriétés du théorème 4 subsistent et que Von 
ait de plus les suivantes: 


n9 


La quantité a étant donnée, la limite supérieure des valeurs limites 


* 


de | Gi = a)|; y=1,2,...,0 est égale à l'unité quand x 
appartient à l'intérieur de A? et supérieure à l'unité quand x est 
situé en dehors de A^. 








* Première note, page 44. 
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2°. Le point x étant situé à l'intérieur de l'étoile A, il existe toujours 
une quantité a, — 1 telle que, a étant plus petite que a,, la limite 
supérieure des valeurs limites | yG,x — a)|; »=1,2,3,..., C9 
est égale à l'unité, tandis que x étant situé en dehors de A cette 
limite supérieure est toujours supérieure à l'unité et cela quel que 
soit a. 


On voit que ce théorème donne un critère précieux pour trouver les 
sommets de l'étoile A. Pour être sûr que le point x ne peut pas être 
situé en dedans de À, il suffit en réalité de faire voir que, la quantité 
a étant choisie aussi petite et une quantité M aussi grande qu'on veut, il 
y a toujours des indices » tels que |G,(x — a)|> M. D'un autre côté 
tant que a est situé à l'extérieur de A® on est sûr qu'il existe de tels 
indices. 

Dans les cas ordinaires il doit même arriver qu'il y a toujours un 
indice », tel que |G(x — a)| > M tant que » >». D'un autre côté si 
x est situé à l'intérieur de A® il y a toujours, 9 étant choisi si petit 
qu'on veut et a étant pris suffisamment petit, un indice », tel que 
|G,(r — a)| < 9 tant que » > »,. 

Je reviendrai dans une autre note sur cette question de la recherche 
des sommets de À. 


La figure génératrice cordiforme définie par 


z — a + (x — a)f(u|a), 


ET à 


la fonction génératrice f(u a) étant donnée par les égalités (48), (49) où 

la variable w parcourt une circonférence ayant pour centre l'origine et 
- , .ı7 x "^£ .. h 

pour rayon l'unité, possède la propriété remarquable que voici. Regardons 

la figure comme engendrée par un rayon tournant autour du centre a. 


Un des angles que le rayon forme avec le contour de la figure est toujours 


az sauf au point 


D I = 


RES qu 
(x — a) 


Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogéne. 241 


Rappelons-nous la définition de l'étoile À.  Fixons un vecteur et 
regardons la figure cordiforme autour de ce vecteur qui est inscrite dans 
l'étoile A. Les sommets communs de cette figure cordiforme et de l’etoile A 
sont en méme temps à cause de la propriété de la figure cordiforme dont 
nous venons de parler des sommets de l'étoile A‘ 





ET Y 


x.o-(x.ape 


Done si E est une étoile concentrique et homothétique a A™ qui est 
située dans son intérieur et si Æ est l’ensemble de tous les points qui 
appartiennent aux différentes figures cordiformes construites autour des 
vecteurs entre a et un point à l'intérieur ou sur le contour de 7 l'étoile 
E devient identique avec l'étoile Z. 

On sait que la limite supérieure |49?(z)| à l'intérieur ou sur le 
contour de E est la méme que la limite supérieure de | F4?(x)| sur le 
contour. Appelons cette limite g. La limite supérieure de | FA(x)] 
quand z appartient à la figure cordiforme construite autour de l'axe de 
symétrie (ax), æ appartenant au contour de Æ, n'est donc pas supérieure 
a9. f On a 


FA®(z) = F(a) + Z G,(e — a)w. 


Donc 


| G,(r — a)| < 9. 


Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant: 


Théorème 6. On peut toujours choisir la fonction génératrice d'une 
telle manière que toutes les propriétés des théorèmes 4 et 5 subsistent et 
encore la propriété suivante: 
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En désignant par E une étoile concentrique homothetique et interieure 
à A”, par x un point sur le contour de E et par g la limite supérieure 
de |FA®(x)| quand x parcourt ce contour; ayant 


FA®(x) = F(a) + 2G,(x — a), 
vel 
où G(x — a) a la méme signification qu'au théorème 4, on aura 
| G,(x — «| < 9; ER D TE an re 


On voit facilement qu'en ayant employé par exemple la figure cunéi- 
forme au lieu de la figure cordiforme ou aurait obtenu un théorème 
beaucoup plus compliqué. 

Mettons « — 1 et il résulte du théorème 6: 


Soit & le cercle de convergence et r une quantité positive plus petite 
que le rayon de convergence de la série de Taylor 


AUT 
al _ TF) Ny. 
F(a) ings (a) . (x — a). 
y] i— 
Soit. encore g la limite supérieure de | FC(v)| sur la circonférence qui a le 
point a pour centre et r pour rayon. On aura alors, © étant un point sur 
cette circonférence 


Pe). — ay | a; AES ieee REN OR 


C'est le méme théorème que celui dont nous avons fait un si fréquent 


1 


usage dans notre premiere note ' et qui est énoncé en général sous la forme 


y 


1— 





— F9 (a) | «ono. 


= = — E =: 





‘ Voir Weierstrass, Werke, Bd. I, page 67. M. HuRwrrz m'a communiqué 


lors d'une visite que je faisais chez lui à Zürich le moi de mai de l'année passée qu'il 
a eu longtemps l'habitude d'énoncer dans son cours le théorème de WEIERSTRASS sous 
la forme qui se présente ainsi comme cas spécial de mon théorème 6. 


Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogène. 245 
Nous ne devons pas finir cet article sans parler d'un résultat remarquable 


qui a été trouvé par M. Boren et qui est antérieur à nos travaux. 
M. Borer a démontré! l'égalité 


BIKE Lim e * = = | FC) + FR — a) +... j; FO (es — ay | 


où k désigne une quantité positive et A’ est une étoile de convergence 
circonscrite au cercle des constantes F(a), F(a), F?(a),..., F?(a),.... 
Il a montré par là qu'il existe une expression analytique générale édifiée 
de méme que la série de TavroR avec les seuls éléments F(a), F(a), 
F?(a),... pris de la fonction mais valable pour une étoile de con- 
vergence circonscrite au cercle de ces éléments et contenant à son intérieur 
tout point de ce cercle où la fonction reste régulière. Autant que nous 
avons pu nous en assurer il a été le premier à établir ce résultat capital 


pour la représentation analytique des fonctions monogènes. 


Pendant l'impression de cette note, j'ai eu connaissance d'un nouveau 
résultat du plus grand intérêt que vient d'obtenir M. Boren. 

L'expression limite par laquelle nous avons exprimé FA(x) et qui 
possede l'étoile 4 pour étoile de convergence peut s'écrire 


n 

Lim Lim 22G,(x — a). 
a=0 n=» Y=1 

C'est en réalité une expression limite double. Mais nous avons trouvé 

dans notre première note qu'on peut toujours exprimer FA(x) par une 

expression limite simple Lim g,(r|a). Cette expression limite simple a 


n-co 
l'inconvénient que l'étoile A n'est pas avec nécessité une étoile de con- 
= = , . : y. , 3 
vergence de l'expression. On peut se demander s'il n'est pas possible de 
déterminer le polynôme 5,(r|«) de manière que Limg,(x a) possède 
l'étoile A pour étoile de convergence. M. BonEr vient de montrer par 
une analyse profonde que nous publierons prochainement que ce n'est 


pas le cas. 








! Fondements de la théorie des séries divergentes sommables, Journal de Mathe- 


matiques, Série 5, tome 2, année 1896, pages 103—122. 
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L'expression analytique la plus simple qui représente FA(x) en de- 
dans de A et qui a en méme temps l'étoile A pour étoile de convergence 
est donc nécessairement une expression limite double, comme celle que 


nous avons donnée dans le théorème 4 de cette note. 


945 


ERKLARUNG. 


Im 22“ Bande (1899) dieser Zeitschrift findet sich auf Seite 371—377 
die franzósische Übersetzung einer bereits im October 1897 in den Mo- 
natsheften fiir Mathematik und Physik (Jahrg. 8, p. 377—382) 
publicirten Note des Herrn M. Lerca. Gegen die darin enthaltene In- 
sinuation, dass ich » Manches» aus einer wenig bekannten Abhandlung des 
genannten Herrn »neuerdings publicirt» haben solle, wurde nicht nur un- 
mittelbar nach deren Veröffentlichung und an der Stelle ihres Erscheinens 
(Monatsh. Jahrg. 9, p. 46) von mir Verwahrung eingelegt, sondern ich 
habe auch noch in einem bereits Ende März 1898 zur Ausgabe gelangten 
Aufsatze (Mathem. Annalen, Bd. 50. p. 443 ff.) ausführlich dargelegt, 
dass Herr Lercn nach Lage der Sache überhaupt nicht berechtigt er- 
scheine, irgendwelche nennenswerthen Prioritäts-Ansprüche mir gegenüber 
geltend zu machen, selbst wenn dies in angemessenerer, als der von ihm 





gewühlten Form geschehen wiire (a. a. O. p. 443—447), und dass er auch 
in anderer Hinsicht, soweit jene Note an eine meiner früheren Arbeiten 
anknüpft, einer schiefen, zu falschen Auffassungen verleitenden Darstellungs- 
weise sich bedient habe (a. a. O. p. 455, 456). 

Da nichtsdestoweniger die mehr als ein Jahr später gedruckte fran- 
zösische Übersetzung die von mir gemachten Einwendungen vollständig 
ignorirt und überhaupt keinerlei andere Correctur enthält, als dass » Manches», 
was ich Herrn Lercu entlehnt haben soll, inzwischen zu einem »beaucoup» 
angewachsen ist (a. a. O. p. 376), so sehe ich mich veranlasst, jene meine 
Erwiderung in ausdrückliche Erinnerung zu bringen und im übrigen auf 
die oben näher bezeichneten Stellen hinzuweisen. 


München, im Mai 1900. 
ALFRED PRINGSHEIM. 
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SUR LES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES DE LA FORME 
a^ y! = cz 
PAR 


EDMOND MAILLET 


à PALAISEAU. 


Nous nous proposons d'établir iei les résultats suivants: 
I. Soit À un nombre 1% non exceptionnel. L'équation indéterminée 


x? TE y! — AME 


(kA + B — 1, B =O ou 1) est impossible en nombres entiers réels ©, y,2 


I ers 


entre eux deux à deux et à À, quand À est réel et égal à 1 ou 





rt... Q7, ,..., 7; étant des nombres premiers différents, différents de 
À, et appartenant (mod À) à des exposants f,,..., f, tels que 
i 
I JA— 
MUN 
mte EE 


C'est en particulier le cas quand À — r$? , r, = 1 (mod À). 
II. L'équation indéterminée 


a’ - y) = r gh 


(A 1° non exceptionnel, r, 1°, b, <A) est impossible en nombres entiers réels: 





Nous appelons d’après Kummer (Journ. de LiOcviLLE, 1851, t, 16 et Abh. 
der Akad. d. Wissensch., Berlin, an. 1857 et suiv.) nombre 1% non exceptionnel 





tout nombre I® 27» 5 qui ne divise le numérateur d'aucun des premiers nombres 


de BERNOUILLI. Tout nombre 1% 7 5 ei < 100 autre que 37, 59 ou 67 est non ex- 
ceptionnel. 
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12 . ^ 
1°, quand riz — 1 + 64 (mod 2°), quel que soit A, c, étant un au 
moins des nombres I, 2,...,4— 1, qui dépend de À; 
3 ^ D — 12 
2°, quand A= 5, 7, ou 17 et r1 — 4. (mod À”), 


) — € s REA WD 
3°, quand A= 11 et 7? — 5 ou 47 (mod ir); 
= ra 
4°, quand A= 13 et r1 2 17 (mod 13°). 
III. L'équation indéterminée ' 


a + y — cz 


est impossible en nombres entiers réels quand c est 1° et d'une des formes 
49k3-3, +4, +5, +6, — 8, +9, E70, — 15; 10, — 22, :- 2300 ei 
IV. L'équation indéterminée 


x? ais y — dz? 


(A 1* non exceptionnel) est impossible en nombres entiers. 


Les méthodes qui nous ont conduit a ces résultats permettraient 
d'ailleurs d'obtenir une foule de résultats analogues pour les équations de 


la forme 2° + y^ = ez’, c ayant d'autres valeurs que celles indiquées ci- 
dessus. 





I 
Lemme. Soit À un nombre 1* non exceptionnel: l'équation 
(1) w^ + v = E(a)(1 — a)“ Aw’ (a > 0, f -—'o'ou'«) 


est impossible en nombres entiers complexes u,v, w (u et v n'étant pas 
idéaux), 1"* entre eux deux à deux et à À et formés avec une racine A" a 
de l'unité, E(a) étant une unité complexe, et A un nombre entier complexe 
I" à A et égal à 1 ou de la forme q*...9?, où g,,....9,; sont des 
facteurs 1** différents, idéaux ou non, avec i < A— 3.* 








' Le cas où 4— 5 a été étudié par Dmicater (Oeuvres complètes) et LE- 
BESGUE (Journ. de LIOUvVILLE, 1843). 
* Kummer a établi cette propriété dans le cas particulier où À — I, 2—0 


(Journ. de LrouviLLE, loc. citat, p. 494). Nous abrégeons la démonstration, qui est 


une extension de celle donnée par KUMMER pour ce cas particulier. 


Sur les équations indéterminées de la forme «^ + y} = ez^. 349 


En effet, on a 
(2) w^ + v = (u + v)(u + av)... (uw +a’); 


si l'on a pris 


u — a+ (1 —a)Q, 
v=b+ (1 —a)’R, 


(a, b entiers non complexes, @, A entiers complexes), ce qui est toujours 
possible, on a 


(3) w+ v=o mod (1 — a)’; 


ut av et u+a"v (r +n) ont pour plus grand commun diviseur (1 — a); 
dès lors parmi les facteurs du 2*"* 
utav,utav, r>0,5>0,r=#s) qui ne sont divisibles par aucun 


des nombres 9,, 7,, .. . gj. eL tels. que 


membre de (2) on en a deux au moins 


| u + av = (1 — a)e,(a)t;(a), 
| u + av = (1 — a)e,(a)ti (a), 


e,(a) ,e.(a) étant des unités complexes, /(4), (a) des puissances A 


(4) 


èmes 
exactes non idéales; par suite #,(a), (a) sont des nombres complexes 


véritables (wirklich); ' ils sont premiers entre eux. On en conclut 


(5) u + v = (r — ay^ t E'(a) A w,(a)', 


où E’(a) est une unité complexe, A,w,(a)’ est un nombre complexe véritable: 
f£, , ¢, et w, sont premiers entre eux deux à deux, et premiers à 4. 

D'abord, d'aprés (3) et 1) est impossible quand y — A +1 

32 , l | / ) 


c'est à dire, quand y = 1: supposons 
(6) Br D 
(4) et (5) donnent 
nee tan es 
IO ete Or 


Lote (Do) dE 





! Nous disons que le nombre /(a) est existant ou véritable quand il existe un 


nombre complexe véritable ayant les mêmes facteurs 1°% idéaux que f(@) avec le même 
degré de multiplicité. 
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ou 
D gor) 
(7) D — et} = E(a)A(1—a)-— ^w 
en posan 
es(1 — a’) 
Tea)’ 
E (a Dx a) 
fj; == ———_... 
1 e,(I — a“) 


e et E, sont des unités complexes. D'après (6) et (7) 
() — el; — o (mod À), 
puisque. A= e,(1 — 4)", e, étant une unité complexe; f£, et ¢, étant des 
entiers complexes véritables, on a 
ze, ?=c' (mod 2), 
c et c' étant des entiers réels, et 
c — sc — o (mod À): 


, 


s est done la puissance } d’une unité complexe s'; posant 


(7) devient 
(8) ui + vj = EQAQq1 — a) fui, 


équation qui est une conséquence de (1). Cette équation est de la même 
forme que (1), et l'on peut raisonner sur elle comme on l'a fait sur (1): 
elle est impossible si & — 1 — 1; si a — 1 — I, on est conduit à une 
nouvelle équation de la forme (8), où 1 — a a pour exposant y — 21 — f, 
et ainsi de suite. On sera donc toujours finalement conduit à une impossi- 
bilité, car, aprés la (y — 1)"" opération, on obtient une équation où l'ex- 
posant de 1 —a est ÀA— f, équation impossible d'après ce qu'on a vu. 


Code ee 


Théorème I. Soit À un nombre 1 non exceptionnel. L’&quation 
indéterminée 


(9) a + y = Al, 


Sur les équations indéterminées de la forme a^ + y^ = cz^. 251 
(A+ B7 1, B — o ou 1) est impossible en nombres entiers réels w,y, 2 1°° 


entre eux deux à deux et à À, quand A est réel et égal à 1 ou 7}... 7} 


r,,-..,7, étant des nombres premiers différents, différents de A, et apparte- 
nant (mod A) à des exposants f,, ..., f; tels que 

LU À 

P lee 
(10) m — = eo ° 


^ lm : BE feb 
En effet, r, possède = facteurs premiers, idéaux ou non.’ D'après 


m 
(10), les conditions supposées dans l'énoncé du lemme précédent sont ré- 


alisées: A a au plus À — 3 facteurs premiers différents, et, d’après 
(kA + B)(A — 1)=—B (mod 4), 


(9) est de la forme (1). Le théorème I est alors une conséquence du 


lemme précédent. 


Corollaire. ‘Tout étant posé comme ci-dessus, l'équation (9) n'est 


possible quand À = r} (r, 1* a À et 1*) que si 7, est = 1 (mod À). 
En effet, faisant i = 1, r, appartient (mod A) à l'exposant f,, c'est à 
dire? que rj est la plus petite puissance de r,, qui soit — 1 (mod À). 


Pour que le théoréme soit applicable, il suffit qu'on ait 





(3) Ben 


uand f, = 1, r, — 1 (mod À), cette condition n'a pas lieu; mais elle 
1 , 73 


1 


est satisfaite quand f, > 2, puisque A> 5, car alors elle a lieu si 


AeA 0, ou S M 


IE 


Le théorème précédent permet de démontrer complètement, ce qu'on 


n'avait pu faire, eroyons-nous, jusqu'ici, l'impossibilité d'une foule d'équa- 


! Kummer, Journ. de LIOUVILLE, t. 16, p. 431 et suiv. 
? Voir par ex. DiricuLer, Vorlesungen über Zahlentheorie, 1879, p. 63, ou SERRET, 
Alg. Sup, t. 2, 1885, p. 48. 


sen 
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tions indéterminées en nombres entiers de la forme x^ + y' = cz’, pour A 
non exceptionnel et < 100; absolument comme les méthodes de Kummer 
seules ont permis jusqu'ici de démontrer complètement l'impossibilité de 


a + y' = 2 pour À € 100 et > 7." 
=f 


Considérons le cas où e = »?, et soit l'équation indéterminée en 


nombres entiers 
e syn. 


Si l'on a w,y,2 1% entre eux deux à deux, nous distinguerons les 
trois cas suivants: 

1°, z=0 (mod À); 2°, z ou y, x par exemple — o (mod A); 3°, &,9,2 
la A 

Je dis que, quand on suppose @,y,2 non 1'^ entre eux deux à deux 
on peut ramener l'équation en question à une équation analogue comprise 
dans l'un des trois cas précédents. 

En effet, si z,5,z ont un facteur commun p, on pourra supprimer 
dans (12) le facteur p^ commun aux deux membres. Si non, six et y ont 
un facteur 1" commun p, ou bien on aura p + r,, et p diviserait z, ce 
qu'on ne suppose pas, ou bien p — r,; si la plus haute puissance de r, 
qui divise à la fois x et y est »?, rz’ est divisible par rf’, et, puisque 
zest 1* à r, , 9À 0, ; l'équation (12) se ramène a 


So 


V3 / V1 / 
"bg VM. R ; 
où — et ; n'ont plus le facteur commun r,. Supposons maintenant que 
Ti T| 


æ et y n'aient pas de facteur commun: si x ou y, æ par exemple, a en 
commun avec z le facteur r" p, ce facteur devrait diviser y. 
Il en résulte que l'on peut toujours supposer dans (12) 7, y, z 1% entre 


eux deux à deux, sans quoi (12) se ramène à une équation de la méme forme 


d. À Ngee ean) 
(13) a EN 
avec d, = b, — OA, et où x, y, 2 sont 1'^ entre eux deux à deux. 





1 


LiovviLLE, t. 5, 1840, p. 184) et LiovvILLE (id., p. 360) pour les équations indétermi- 


, 9 9, « 9, » 
nées a?" 4- yen 2? an = oo 22". 


Sur les équations indéterminées de la forme a^ + y^ = cz’. 253 


Si d, <A, (13) coincide avec (r2), et, pour montrer que (12) est 


ers 
I 


impossible, il suffit de l'établir quand x, y, 2 sont entre eux deux a 
deux. Supposons db, <A. 
195, 2=0 (mod 4). 
On appliquera le corollaire du lemme précédent: (12) est impossible 
si 7, = 1 (mod À), pourvu que À ne soit pas exceptionnel. 

20) & = 0 (mod À): 


(12) donne 
(14) y =1%z (mod 1°). 


y et z étant premiers à À, on peut trouver un nombre a+ o et <A tel 


que y — az (mod À). (14) donnera 


g^ zh (mod A), 


a =r} (mod 4), 


d'où 


9 
32 


v) 


(15) (rh) = r$ (mod 


Pour vérifier si cette congruence a lieu on pourra évidemment 


I er bi 


remplacer dans le membre 7% par son plus petit résidu (mod 2), et l'on 
se servira d'une table des réósidus^ (mod 2°). Done: 

Le 2°”° cas n'est possible que si la congruence (15) a lieu. 

Le méme raisonnement s'applique identiquement à l'équation indé- 


terminée 


(16) ax“ 4 by” E cz, 


ers 


où z,9,2 sont 1** entre eux deux à deux, xo (mod A), bz 1 (mod A’). 


Elle n'est possible avec ces hypothéses que si 





(157) c — c (mod J’) 1 
a lieu. 
Exemples: si c=2 ou 4 (mod À), on devra avoir 2^— 2 — 0 ou 
4^— 4-0 (mod 4’), ce qui est impossible quand A < 31; de méme quand 
* Nous en avons donné une pour À < 31 et A= 197 (Assoc. franc. pour l'avance. 


des Sc., Congrès de St Etienne, 1397, Mémoires, p. 166 et suiv). 
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A=11 et c=5 ou — 47 (mod 11°); de méme quand A= 13 et e— 17 
(mod 13°); de méme enfin quand e=— ı (mod À) avec c + ki? —1, 
À étant quelconque. 

Bo. DA US 2 le wees A 


Nous avons établi! le théorème suivant: 
Théorème. Pour que l'équation indéterminée 
(17) av + by" = cz" 


(A 1°, @,y, 2 1° entre eux 2 82^ et cà A, 10,0 ie 


RC entre eux 2 à 2 


et à A) admette un système de solutions, il est nécessaire que la congruence 
> At At t+1 
(18) a + bx, =c(a + By)” (mod A), 
où a, sont les nombres <A qui satisfont aux congruences 
a= Ca, b= ef (mod A), 


admette une solution 7, > o, <A et telle que a + fy, = o (mod 2). 
Pour appliquer ceci à (12), on prendra £ — 1, a=b= 1 (mod 4), 
a=f (mod A); (18) donne 
I + = ca (1 + 7,) (mod 2°), 


et par suite L 


(19) (1 + 4) =c(i + y,)* (mod A”), 
qui doit avoir une solution 7, avec O < 7, <A et 7, = — 1 (mod 4), 
quand ¢=7}' (mod 4’), si (17) est alors possible. 

On sait que si ez e, + ¢,A (mod A’) (e, <A, e, <A) il y a toujours, 
pour chaque valeur de c, au moins deux valeurs de c, telles que (19) n'ait pas 





de solution. Si e =r} est tel que c, et c, soient parmi ces valeurs, (19), 
ax’ + by’ —cz, et a fortiori (12) seront impossibles. Prenant en particulier 
¢,=4—1 il y a au moins une valeur de c, telle que c, + c, A+ kà* — 1, 
et pour laquelle (12) est impossible." On voit de méme dans le 3*"* cas que 





* Assoc. frang., loc. citat, p. 159. 
* Il y en a même deux au moins, car si lon se reporte à la p. 162 de la note 
précitée de l'Assoc. franç., on voit que c, — 4 — 1, c, 4- c,A— k4* — 1 donnent «= 1, 
c'est à dire que la valeur de e, correspondante est de celles pour lesquelles 


À 


"S =e(c, + c,2) (mod 2°) 


t 


= 
® 
= 
m 
A 
| 
J 
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(19) et (12) sont impossibles quand c = 4 (mod 4?) avec 4— 5 , 7 ou 17, et 
quand À— 11 avec c— 5 ou 47 (mod 11°), ou A= 13 avec c— 17 (mod 13°). 
On le vérifiera facilement avec une table de résidus (mod 2°). 

En rapprochant les résultats obtenus nous obtenons les théorèmes 


suivants: 


Théorème II. Soit l'équation indéterminée ax’ + by’ = cz’ (A 1°): 


15. Si ab -— 1 (mod 2’), cette équation est impossible en nombres 


entiers premiers entre eux 2 à 2 et à À quand cz: — 1 + c, 4 (mod J’) 
€, étant un au moins des nombres 1, 2, ...,A—1, qui dépend de À, ou 
encore quand c=4 (mod A" avec À — 5, 7 ou 17, quand À — 11 avec 
€=5 ou 47 (mod 117), ou A= 13 avec cz 17 (mod 13°). 


2°. Si b- 1 (mod 4’), cette équation est impossible en nombres 
entiers premiers entre eux 2 à 2 et tels que æ—o (mod A) quand 


c€— — 1 (moda), avec c + kA? — 1, quel que soit A, ou encore quand 
c=2 ou 4 (mod À”) avec À < 31, ou encore quand A= 11 avec c— 5 ou 
47 (mod 117), ou A= 13 avec c=17 (mod 13°). 


Appliquant ceci à (12), et tenant compte du corollaire du lemme I 
et des remarques faites sur l'équation (12) pour le cas où # ,y,2 ne 
seraient pas premiers entre eux 2 à 2, nous obtenons les résultats suivants: 


Théorème IH. L'équation indéterminée 
x ar y = yhz 


(A 1* non exceptionnel, r, 1°, 5, <A) est impossible en nombres entiers: 


1°, quand #7 = — 1 + cÀ (mod 4*),! ce, étant un au moins des 
nombres 1 ,2,...,À— I, qui dépend. de À. 

2°, quand À — 5, 7, ou 17 et 7? — 4 (mod 4’). 

3°, quand À — 11 et r?=5 ou 47 (mod ir?). 


4°, quand A= 13 et r^ — 17 (mod 13°). 

On pourrait évidemment trouver une foule d'autres équations =’ J- y^ — cz 
impossibles par les mêmes procédés: A titre d'exemple cherchons encore 
tout ce que ceux-ci peuvent donner quand A= 7, et c 1™ et 1% à 7. 





* On sait en particulier que si b, = I, on a une infinité de valeurs de r, satis- 


faisant à l’énoncé pour chaque: valeur de A. D’après une remarque antérieure, il y a 


méme au moins deux valeurs de e, pour lesquelles le théorème est vrai. 
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Supposant ©,y,2 1°° entre eux deux à deux et examinant les trois cas 
distingués précédemment nous trouvons: 

1°, dans le 3°" cas a’ + y' = cz” est impossible quand e n'est = (mod 49) 
Avadeuhl!des. nombres GU PE, SEULTS ae Te, HUNG MEET DUCERE 
EE XO9xou 20. 

29. dans le 1° eas =’ +y — c# est impossible quand c est = 1 (mod 7). 

3°, dans le 2°" cas a^ + y = cat est impossible quand c n'est pas 
résidu de puissance 7'"* (mod 49), c’est-à-dire quand ¢ = 1,— 19, — 18, 
18, I9 ou — I. 


) 


On! en conclura: 


Théorème IV. L'équation indéterminée 27 + y! = cz” est impossible 


er er 
I 


1* à 7, et d'une des formes 


) 


en nombres entiers quand € est 


49k -E 3, 34,5, £6, —9, dg 10, — 15, cb 16 zes 


Tiled; 


Théorème V. L'équation indéterminée 
gt + y* = À 
(à 1°" non exceptionnel) est impossible en nombres entiers. 


On voit comme antérieurement qu'il suffit de considérer le cas où 


ers 
I 


$,,2 sont entre eux deux à deux. Alors z seul peut étre divisible 
par 1 — a. Si (1 — a) (k > 0) est la plus haute puissance de 1 — a qui 


divise z, l'équation. proposée se ramène à 
e y = ela)alı — a), 


où æ,y,2 sont 1° entre eux deux à deux et à À. Elle est impossible 
d'aprés un lemme précédent. 


Palaiseau, 15 juillet 1899. 





Une partie de ces résultats est déjà indiquée dans notre note précitée des Mé- 


moires de l’Assoe. franc. 


ON CERTAIN DISCONTINUITIES CONNECTED WITH 
PERIODIC ORBITS 


BY 


S. S. HOUGH 


of CAPE TOWN. 


In the final part of his work on Celestial Mechanics which has 
lately appeared M. PorscAnÉ devotes some space to the consideration of 
the orbits discussed by Prof. Darwın in his recent memoir on Periodic 
Orbits." From considerations of analytical continuity M. Poincaré has 
been driven to the conclusion that Prof. Darwın is in error in classifying 
together certain orbits of the form of a figure-of-8 and others which he 
designates as satellites of the class A. “Je conclus" says PorxcAmnÉ “que 
les satellites À instables ne sont pas la continuation analytique des satellites 
A stables. Mais alors que sont devenus les satellites A stables?" 

Besides the question here raised by PorwCcARÉ a second immediately 
presents itself. After explaining the disappearance of the stable orbits A 
it is necessary also to give a satisfactory account of the origin of the 
unstable orbits A. These questions had occupied my mind prior to the 
publication of M. PorwcARÉ's work, and the present paper contains in 
substance the conclusions at which I had arrived in connection with them. 

It will be seen that the difficulties which have occurred in following 
up the changes in form of Darwiy’s orbits arise in some measure from 
the omission to take into account the orbits described m the present paper 


as 'retrograde', and the failure to recognize the analytical continuity between 


! Acta Mathematica, vol. 21. 
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these orbits and the direct orbits. It had been my intention to defer 
publication of my conclusions until I had made an exhaustive examination 
of the retrograde orbits with something approaching the completeness de- 
voted by Darwin to the direct orbits, but as I see little prospect of 
obtaining the necessary leisure for so vast an undertaking in the immediate 
future I have thought it desirable to announce the results at which I 


have arrived, with some confidence that a closer investigation will prove 
them to be correct in their essential features though possibly subject to 
modification as regards details largely of a speculative character. 

A summary of the contents of the paper and of the conclusions 
derived will be found in the last section. 


§ 1. On the form of an orbit in the neighbourhood of a point 
of zero force. 


We shall throughout adopt the notation of Prof. Darwin. "Thus S 
will denote the Sun, J a planet Jove; » the ratio of the mass of the Sun 
to that of Jove whose mass is unity, » the angular velocity of J about S. 

Then the equations of motion of a satellite of infinitesimal mass re- 
ferred to rectangular axes rotating with uniform angular velocity x about 
the centre of gravity of S and J, the origin being at the point S and 
the axis of z coinciding with the line SJ, are 


d’x dy 99 

dt? "hdi "asp 
(1) s x 

d'y dx ok 

— 29 — — 

| dt? a dt oy 
where 
* { . 2 2 
(2) 22 — »(r* +2) + p? + ; 
r, p 


the length SJ beine taken as unity, and r, o denoting the distances of 
the satellite from S, J respectively. 
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These equations admit of JAcoBrs integral 


D — aae dy m NG ; 
(6) la) T 0) 288-57, 


where J’ denotes the velocity of the satellite relatively to the moving axes. 
The points of zero force at which a satellite might remain in a po- 


sition of relative equilibrium are determined by the equations 


92 92 
(4) qu. hz 


The positions of these points has been examined by Darwin who finds 
that there are three of them situated on the line S/J and two more at 
the vertices of the equilateral triangles described on the line SJ. 

Now suppose that z,, y, are the coordinates of one of these points 
and that €, 7 are the coordinates of the satellite referred to it as origin, 
so that 

mt 6, y —9T3: 
: LU 99 99. : 
Then if €,y be sufficiently small we may expand moe ascending 


powers of € and by Tavron's theorem we shall obtain 
N À 








20 0 3°72 TUI at ore. = OY) | 
u = — Lum == 2 Y m 3 ion 
Scc] v. Sy, ar 2 |: 9x? "eeu 922 9), 17 da, dy? n Á, 








20 —, 90 320 IP 0% _ 9° X 
Be — =) ——— Dy 
à 2 yi P. |: 925 9%, a *7 ax, oys 7 dys 


Thus in the immediate neighbourhood of a point of zero force x, , y, 
the motion of the satellite will be approximately determined by the equations 














dé , dn 1010 2°Q 
ami vot it ^ x 715; oy,” 
(5) 
d? d£ 372 9^0 
[GEO » = 
dt? dt dx, 04, oy? 


where terms involving squares and products of €, have been omitted. 
These equations being linear, it will be possible to obtain particular so- 
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lutions of them by assuming for £, 7 the forms ae", be". On substituting 


these forms in the differential equations (5) we find 








goo Vi) ee 
er Ec ona =o 
a(2 $i) | Aa) o 
(6) 
9*0 9*9 ) 
i — — (2nÀ — — © 
0(7 si) + a( i 92,9y, É 


whence, on eliminating a, 5, we obtain for the determination of A the 


biquadratic equation 
=) ( 4) : :—( 9*0 jo 
(2 CE A ONS yg 92,91, 


s oto [mao lr ac 
24,0% 











or 





92; Oui | | 925 OUR 








(7) Mules Ales 
\ J 

The character of the motion indicated by the equations (5) will turn on 
the nature of the roots of this equation. Now the conditions implied by 
the equations (4) involve that the point a, , y, is a singular point of the 
curve belonging to the family 2 = const., which contains it, while the 
nature of the singularity for the different points of zero force has been 
examined by Darwin. For those points which lie on the axis of x he 
finds that there will be two real intersecting branches, and thus at these 


points 





99 9°0 oRONNS 
922^ 9y; Xx iem 
will be negative. 

Hence the values of A? derivable from the equation (7) will be both 
real for these points, but they will be of opposite signs. Also at points 
on the axis of c 

2 





) 


de OY, ju 


which introduces some simplification into the equations (6). We propose 
only to concern ourselves with the points of zero force which lie on the 
axis of ©. Suppose that for one of these points the two values of 2? 
derivable from equation (7) are 
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where «, 8 are real quantities. We then obtain the following particular 
solutions of (5) 





= 
- 
NA 
Can) 
I 
R 
ec 
i 





LLL 
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S 
Juv 
| 
= 
e 
2 
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I 
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(iv) 


4i 
| 
3 
w 
Is 


jy) = 


a, a 


and the general solution, involving the four arbitrary constants @,, @,, @,, a, 


2) 
will be obtained by adding together these particular solutions. 


If we put 


a, +a, — h, d, —a, =k, a, Fa, —H a, —a, — — Ki, 


) 


2 


: : : "1950 : : 
and write for brevity 7’ in place of ago We obtain as the general solution 
à 2 


el 


of (5) involving four arbitrary constants A, k, H, K 


| & — h coshat + k sinh at + .H cos 8t + K sin ft, 
(8) bep: da Beis ere : 

| Tawar (h sinh at + k cosh at) — ax (H sin Bt — K cos ft). 
This solution being free from imaginary quantities is capable of a real 
hysical interpretation. 

To avoid cireumlocution we shall speak of the region surrounding 
a point of zero force Z within which the equations (5) may be regarded 
as giving an approximation to the motion as the ‘domain’ of L. If then 
a satellite be initially in the domain of ZL it will be possible to determine 
four constants h,k, H, K so that the equations (8) will represent its 
motion at least for a finite time, but the terms involving the hyperbolic 
functions will rapidly increase with ¢ so that the satellite will depart from 
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the domain of L, and only a short length of its path will be sensibly 
represented by these equations. 

In like manner whatever be the initial circumstances, if the satellite 
should at any instant enter the domain of Z, it will be possible to de- 
termine four arbitrary constants h, k, H , K so that the equations (8) will 
represent its motion so long as it remains within this domain. Let us 
then examine the character of the motion represented by the equations (8). 

First suppose that a satellite is deseribing a path within the domain 
of L such that h — o, k =o. Its motion will then be given by 

| H cos ft + K sin ft, 
@ | y = — © (Hsin Bt — Ksin ft). 


Without loss of generality we may put A — o, since this evidently only 
involves a change in the epoch from which ¢ is measured. We thus have 


Sir 


= H cos ft, 7 = E EPA Hsin ft. 


The path of the satellite referred to the moving axes is therefore elliptie 
and the satellite will not tend to leave the domain of LZ. 

Next suppose that H — o, K — o so that the motion is given by 
& = h coshat + k sinh at, 


(10) Iz ia 





Mr (h sinh at + k cosh at). 


2na 





The path of the satellite is now a hyperbola whose centre is at L. The 
satellite will enter the domain of L along one branch of the hyperbola 
and after traversing the part of the curve which lies within the domain 
it will recede along another branch. Of course the path before entering 
and after leaving the domain of Z may depart rapidly from the infinite 
branches of the hyperbola, but we are at present only concerned with the 
form of the orbit within the domain of L. 

A special ease of importance occurs when the path within the domain 
of L is such that h? = Kk". The hyperbola represented by (10) then 


degenerates into a pair of straight lines, coincident with the asymptotes. 
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If h, k have like signs the satellite will then be continually receding from 
L along a straight line, whereas if h, k have unlike signs it will be 
continually approaching Z, but it will not reach Z until 2= + co. In 
fact the nearer it approaches to L the smaller does its velocity become, 
so that it will not be able to reach this point within a finite time. 

If now the initial circumstances of projection undergo continuous 
change in such a manner that the satellite always enters the domain of 


L 


equations (10), the quantities 2, k and therefore also h? — &? will vary 


, and that its motion within the domain may be represented by the 


continuously. It may happen that in the course of the change h? — 4* 
will pass through the value zero and change sign. This will imply that 
the infinite branch of the hyperbola along which the satellite enters the 
domain will cross the asymptote, and that consequently immediately after 
the change in sign of A? — A^ the satellite will recede along the second 
asymptote in the opposite direction to that in which it receded before the 
change. It follows that, if two satellites be projected simultaneously under 
initial circumstance which differ infinitesimally, but so that, when they 
enter the domain of L, the values of A! — k* for their two paths have 
infinitesimal values with opposite signs, the paths of the satellite though 
differing infinitesimally prior to entering the domain of ZL will have lost 
all similarity of character before they depart from this region. The nearer 
however the hyperbolie paths approach to the asymptotes the longer will 
the satellites. take in passing round the vertices, and consequently the 
smaller the difference in the initial circumstances the longer will be the 
interval before the separation commences. 

We have so far for simplicity supposed that the satellite moves within 
the domain of Z either in an elliptic path (9) or in a hyperbolie path 
(10). In general however its path will be represented by (8) which in- 
dicates an elliptie path superposed upon a hyperbolie path. We may form 
a conception of this motion by supposing the satellite to move in an 
ellipse whose form is represented by (9) while the centre of this ellipse 
moves along the hyperbola represented by (10). 

The character of the motion of the centre of the ellipse will then 
be to some extend shared by that of the satellite, but, when the major 
axis of the hyperbolie path becomes small, the time which the centre of the 
ellipse takes to move round the vertex of the hyperbola will increase and 


264 S. S. Hough. 


the elliptic element of the motion will commence to shew its independent 
existence by the formation of loops in the orbit of the satellite. The 
nearer the hyperbola approaches to its asymptote the greater will be the 
number of loops deseribed by the satellite prior to leaving the domain of 
L, until when the hyperbola actually coincides with an asymptote the 
number of loops will become infinite. "The orbit of the satellite will then 
approach closer and closer to the simple elliptie orbit represented by (9), 
and will in fact be asymptotic to this orbit in the sense in which the 
term is used by POINCARE. 

Except in the case just considered the satellite will finally recede 
from the domain of L in one of two essentially different ways according 
as the centre of the ellipse recedes along a branch of the hyperbola 
which approximates to one or other of the infinite arms of the second 
asymptote. 

The ‘asymptotic’ orbit just dealt with is the limiting orbit which 


separates those which leave in one way from those which leave in the other. 


§ 2. Application to the Orbits of Professor Darwin. 


The results proved in the last section rigorously apply only to the 
very limited region surrounding a point of zero force within which the 
motion can be sensibly represented by the approximate equations (5), but 
there can be no reasonable doubt that the general characteristics will be 
maintained over a far more extensive field. A good illustration is furn- 
ished by the orbits traced by Darwin. 

For example the orbits of the ‘oscillating satellites’ figured in Darwin's 
plates are closely analogous to the elliptic orbits represented by our equa- 
tions (8). They are in fact the orbits at which we should arrive by the 
continuous deformation of the elliptic orbits which would result from 
diminution of the constant of relative energy C. By the time C has 
attained the values for which the figures have been drawn, these orbits 
have lost their symmetrical form but are still roughly elliptic in character. 

Next consider the non-periodie orbits traced on p. 177 of Darwin's 
memoir, viz: those started at right angles to the line SJ on the side of 


J remote from S with C equal to 39:0. As a, (the abscissa of the point 
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of projection) decreases and reaches a value in the neighbourhood of 1:095 
the orbit begins to approach the region of the point of zero force Z. It 
however recedes from this region towards the planet J after describing a 
loop. But when x, has the value 1°09375, or a smaller value, the orbit 
after passing near the orbit of the oscillating satellite no longer recedes 
towards the planet J, but towards the Sun S. As in the last section 
we may regard the motion of the satellite when in the neighbourhood of 
the point of zero force as consisting of two independent motions, (1) a 
motion in a closed periodic orbit similar to that of the oscillating satellite, 
(2) a bodily transference of this closed orbit in virtue of which each point 
of the orbit is carried along a curve analogous to the hyperbola of the 
last section. We may refer to these two parts of the motion briefly as 
the ‘elliptic’ and the ‘hyperbolic’ elements. Evidently the fate of a 
satellite after passing near Z will turn on the character of the hyperbolic 
element of its motion, and the satellite will recede towards J or towards 
S according as the branch of the hyperbolic curve along which the elliptic 
orbit is carried recedes towards J or towards S. 

The critical case which separates orbits receding towards J from those 
receding towards S, occurs when the hyperbolic element of the motion 
takes place in a curve which plays the part of the asymptotes in the last 
section. Each point of the periodic ‘elliptic’ orbit then tends towards a 
fixed limiting position, but. it takes an infinite time for it to reach this 
position. Consequently the satellite will describe an infinite series of loops 
each of which approximates closer than the preceding to the orbit of the 
oscillating satellite a. If the hyperbolic element of the motion differs 
only very slightly from its asymptotic form a large but finite number of 
loops approximating to the orbit @ will be described, but the satellite will 
ultimately recede either towards J or towards S according as the hyperbolic 
path lies on one side or the other of its critical form. 

We are thus able to describe the manner in which the interval be- 
tween the orbits x, = 1:095, 2, = 109375 is to be filled up. As x, 
decreases from 1°095, loops, the first of which has already shewn its 
existence in the figure traced, will be formed in gradually increasing 
numbers and these will tend to approximate in figure to the orbit of the 
oscillating satellite; the path however will ultimately fall away in the di- 
rection of the planet J. 
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At length a stage will be reached when an infinite number of loops 
will be described before the satellite recedes. The orbit will then approach 
the orbit of the oscillating satellite asymptotically after the manner of the 
‘asymptotic orbits’ treated of by PoIncare.' 

As a, still further decreases the satellite will after describing at first 
a large number of loops recede towards S. The number of loops described 
will however rapidly diminish with z,, until when z, = 1'09375 all trace 
of them will have disappeared. 

It will save cireumlocution if we make use of the terms ‘lunar’ and 
‘planetary’ to distinguish those of our orbits which, after passing near the 
orbit of the oscillating satellite, recede towards J from those which recede 
towards S. These terms are however at present only to be used to de- 
seribe the character of the motion in the course of a single revolution 
round the primary. Thus an orbit which is ‘lunar’ so far as its first 
approach to Z is concerned might become ‘planetary’ after two or more 
revolutions round the primary. 

The lunar and planetary orbits will be separated from one another 
by orbits which are asymptotic to the orbit of the oscillating satellite. 
These orbits we shall speak of briefly as ‘asymptotic’ orbits. 

With large values of C, Darwin has shewn that any infinitesimal 
body moving in the plane of the orbit of J about S may be regarded 
either as a satellite, as an inferior planet, or as a superior planet, but that 
with smaller values of C it may be transferred from one category to 
another. The circumstances described in the present section are those 
which occur when an orbit is undergoing the change from that of a sa- 
tellite to that of an inferior planet. It is clear that a similar sequence 
of events will occur when the orbit changes from that of a satellite or an 
inferior planet to that of a superior planet. 


In consideration of the fact that the orbit is symmetrical with respect to the line 
SJ it will be asymptotic to the orbit of the oscillating satellite for £ — — co as well 
as for ¢ + oo, and will thus furnish an interesting illustration of one of PorwcARÉ's 
‘doubly asymptotic orbits’. 


[AU] 
c 
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83. On the relative orbit of « satellite which approaches 
indefinitely close to its primary. 


Imagine a satellite P to be moving subject solely to the attraction 
of its primary J. The orbit will then be a conie section. 

Let us suppose that the initial circumstances are such that the orbit 
is an ellipse of large eccentricity. At perijove the satellite will then pass 
very near to its primary. Further suppose that the initial circumstances 
are varied continuously in such a manner that the distance of the satellite 
at perijove diminishes without limit, while the length and position of the 
major axis remain invariable. The elliptic orbit will become more and more 
flattened until it becomes sensibly a straight line except through very 
small portions of its length at perijove and apojove. 

The same will be true in whichever direction the satellite is moving 
in its orbit and the two orbits which correspond to the two different di- 
rections of projection will approach the same limiting rectilinear form. 

It is clear that if we suppose all the circumstances remote from the 
primary to undergo continuous variation the two forms of orbit may be 
regarded as continuations of one another, the rectilinear orbit forming the 
connecting link between the direct and the retrograde orbits, though 
physically only the part of this path between two successive perijove 
passages can be regarded as having a real existence, owing to the collision 
which would ensue between the satellite and primary at the instant which 
corresponds to the time of perijove passage. 

There will be a similar connection between the direct and the retrograde 
orbits if we suppose that the initial cireumstanees are more general in 
character, admitting of change im the length and position of the major axis. 
If the initial conditions vary continuously the length and position of the 
major axis will likewise vary continuously, and, provided only that the 
length retains a finite value at the critical rectilinear stage, the direct and 
the retrograde orbits will merge into one another. 

Let us next consider the figures of the relative orbit, when the motion 
is referred to axes which rotate uniformly. The motion may then be re- 
garded as taking place in a moving ellipse, the line of apses of which 
revolves uniformly in a direction opposite to that of the rotation of the 
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axes. We wish to consider the form of the relative orbit when this ellipse 
is very much flattened and approximates to the rectilinear form. 

When the satellite is at perijove it is evident that the motion in the 
ellipse takes place very rapidly and therefore that the form of the path 
will resemble closely that which occurs when the axes are at rest. This 
results from the fact the axes can only be very slightly displaced during 
the passage of the satellite round Jove. ‘The more eccentric the ellipse 
the more closely will the relative orbit correspond with the actual orbit. 
Thus the motion in the relative orbit will be direct or retrograde according 
as that in the actual orbit is direct or retrograde.’ 

On the other hand when the satellite is in apojove the motion in 
the actual orbit will be very slow and the apparent motion in the relative 
orbit will be chiefly that due to the rotation of the axes themselves. 
Thus the apparent motion will be retrograde whatever be the direction of 
motion in the true orbit. It is then evident that the path from apojove 
will be of the form indicated in the annexed diagrams (figs 1 and 2) according 
as the motion in the true orbit is direct or retrograde. In these figures 
the axes are supposed to be rotating in a counter-clockwise direction, and 
the direction of motion of the satellite is indicated by arrowheads. 





Fig. I. Fig. 2. 


he critical form of orbit which corresponds with our previously 


rectilinear orbit, and which separates the orbits of the type represented in 


A ‘direct’ motion implies motion in the same sense as that of the rotation of 


the axes. 
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figure 1 from those of the type represented in figure 2, evidently possesses 
a cusp at J. Of course if a satellite moving in this orbit arrived at J 
a collision would occur and the physical continuity would be interrupted, 
but if we suppose that in the event of a collision the satellite rebounds 
without loss of energy in the direction opposite to that in which it fell 
into the primary the physical as well as the analytical continuity between 
the direct and retrograde orbits will be maintained. 

So far we have regarded the satellite as moving subject to the attraction 
of J alone, but if it be moving under the disturbing influence of the Sun, 
its path when in the neighbourhood of J will still be governed by the 
laws of elliptic motion. If then all the circumstances remote from J 
undergo continuous variation in such a manner that the orbit approaches 
J and in the course of the change actually falls into J, it is evident 
that so far as its form in the immediate neighbourhood of J is concerned 
a series of changes will occur similar to that already described. The orbit 
will pass through the cusped form and after the critical stage the direc- 
tion of the motion round J will be reversed. If at first the satellite 
described an open loop round J as in fig. 1, it would afterwards describe 
a closed loop as in fig. 2 and vice-versa. 

As the orbit approaches the critical form from either direction its 
form in the neighbourhood of J will approximate closer and closer to that 
of a parabola. Suppose a, a’ are the points in which the orbits (figures 
1 and 2) cut any line through J as the satellite approaches J and £,f 
the points in which they cut this line as the satellite recedes. Then the 
points «, 2,a', £ will all ultimately coincide with J, but the tangents to 
the orbits at a, f, and at a’, being ultimately tangents at the extre- 
mities of a focal chord of a parabola will in their limiting position be at 
right angles. These limiting positions will be the two bisectors of the 
angles between the line 49 and the limiting position of the axis of the 
parabola, i.e. the tangent at the cusp of the limiting orbit. 

It follows from the figures that though we might regard the point a’ 
as the analytical continuation of 4 since both coincide with J at the critical 
stage, if we wished to maintain continuity in the direction of the curve at 
the point where it crosses a given line, such as 4, we must regard the point 
f of fig. 2 as the continuation of à fig. 1 and a’ as the continuation of f. 
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84. Application to the orbits of Professor Darwin. 


Let us deal with those orbits. which start from points on the line 
SJ at right angles to this line, and confine our attention to those for 
which the starting point lies outside SJ on the side of J remote from S. 
With a given value of the constant of relative energy two such orbits 
may be regarded as originating from each point, distinguishable by the 
initial direction of projection. We may without ambiguity designate these 
orbits as direct or retrograde according as the initial direction of motion is 
direct or retrograde. 

It is now clear that if the starting point moves up towards J the 
direct and the retrograde orbits will approach the same limiting (eusped) 
form, and that so far as the circumstances in the remote parts of the 
orbits are concerned each form of orbit can be regarded as the analytical 
continuation of the other. 

Next suppose that the region to which the starting point is confined 
is limited by a branch of the curve of zero velocity as in the figure (5) 
on page 177 of Darwin’s paper, and let us further suppose that the 
starting. point moves up to its extreme limit in the opposite direction viz: 
the point JZ where the curve of zero velocity cuts SJ. Now the form of 
an orbit in the neighbourhood of the curve of zero velocity has been dealt 
with by Darwin, who has shewn that at such a point the orbit will 
possess very large curvature. The limiting form will be cusped while the 
figures before and after the passage through the eusped form will be similar 
in character to those presented in our figures 1 and 2 above. 

Hence again we see that as the starting point approaches M7 the direct 
and retrograde oibits will approach the same limiting cusped form, the 
cusp being at M on the curve of zero velocity. Likewise also the direct 
and retrograde orbits may be regarded as continuations of one another. 

As the starting point P moves along the line of syzygies the direct 
and retrograde orbits may then be regarded as forming a continuous cycle 
as P moves backwards and forwards between J and M. In this cycle 
when /' arrives at J or M the orbit will assume the cusped form and 


an interchange from the direct to the retrograde or vice versà will occur. 
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The tendency of the direct orbits to assume the cusped form is well 


indicated by the orbit C = 39'0, x, = 1'001 shewn by Professor Darwin 
(fig. 5). 


§ 5. Conjectural Forms of Retrograde Orbits. 


The cusped orbit C = 40'0, x, — 1 has been computed in part by 
myself and independently by Prof. Darwın. Its form is found to resemble 
that shown in fig. 3 below. Again when x, reaches its extreme limit in 
the opposite direction the form of the cusped orbit is that shown in fig. 
4. We may pass from one of these forms to the other either by following 
the direct orbits or by following the retrograde orbits. 
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The sequence of changes in the forms of the orbits which oceur as 
we follow the direet orbits may be inferred from the results already given 
by Darwin, but as regards the retrograde orbits we have as yet no positive 
data available. It seems to me however that the probable sequence of 
changes is that indicated by figs. 5—8. In fig. 5 the starting point P 
has receded slightly from J and the direction of rotation round J at the 
next approaeh has been reversed by a passage through the cusped form. 

In fig. 6 the large loop has diminished in size and the small leop (no 
longer represented in full) has inereased, indicating another near approach 
of the satellite to the primary. 

Fig. 7 represents the form of the orbit after this loop has passed 
through the cusped stage, while fig. 8 at once fills up the interval which 


remains between this orbit and that shewn in fig. 4. 


§ 6. g-curves. 


The main object of DAnwiN's research was to investigate the forms 
of the different varieties of periodic orbits, but in order to discover these 
periodic orbits he has incidentally determined the forms of a large number 
of non-periodie orbits. The method of procedure was to trace these latter 
orbits by a process of mechanical quadratures, and to examine the values 
of the angle (g,) at which the normal to the orbit was inclined to the 
axis-of-~ at the instant when the orbit again crosses this axis. The periodic 
orbits are then selected by determining by interpolation the initial eireum- 
stances which allow of the orbit cutting the line of syzygies at right 
angles at the second crossing, i.e. those which make the value of c, zero 
or a multiple of z. 

Now the initial eireumstances with which we are concerned involve 
two parameters viz: C, the constant of relative energy, and x,, the abscissa 
of the starting point. If the value of C be assigned, ç, may be regarded 


as a function of the single quantity x, and the nature of this function 


0? 
may be represented graphically by a curve with x, as abscissa and e, as 
ordinate. When the form of this curve is known we may at once re- 
cognize the existence of, and the initial circumstances associated with the 


periodic orbits by reading off the abscissae of the points of intersection of 
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the curve with the lines e, =0, 9, = +7, 9, = +27, &e. As C varies, 
the curve, which we shall describe as a ¢-curve, will undergo continuous 
deformation and the variations in its form will indicate the vicissitudes 
through which the different periodic orbits pass. 

For large values of C the planet J will be surrounded by a closed 
branch of the curve of zero-velocity, and it therefore appears that two 
forms of discontinuity in the figures of the non-periodic orbits under dis- 
cussion may present themselves; (1) where the satellite is instantaneously 
reduced to rest by attaining a point on the curve of zero-velocity and (2) 
where the satellite falls into the primary. 

The former case has been frequently met with by Darwın and it is 
clear from his figures that the crisis concerned involves no abrupt change 
at points on the orbit other than that where it occurs. Thus no dis- 
continuity in the value of e, will result. 

No instance of the occurrence of the second event has been found by 
Darwin prior to the satellite first crossing the line of syzygies. A case 
has however been found (C = 39:0, x, = 1'095) where the satellite passes 
very close to its primary after twice crossing the axis-of-r, while similar 
instances appear to oceur among the retrograde orbits in the critical forms 
which separate orbits of the characters represented in figs. 5-6-7. 

Now the angle © made by the normal with the axis-of-x at the points 
where the orbit cuts this axis must be regarded analytically as a multiple- 
valued function of x, having an infinite number of determinations, since 
the orbit will evidently cut the axis-of-z an infinite number of times. 
The complete ç-curve will then consist of an infinite number of branches 
each one of which corresponds with a particular crossing. In dealing with 
the direct orbits we define g, as that particular determination which cor- 
responds to the first crossing of the axis after a semi-revolution round 
the primary, the values which correspond to subsequent crossings being 
denoted by different suffixes (c, , c, , &c.). 

In so far as we can pass from the direct orbits to the retrograde 
orbits, by continuous deformation through the cusped form, the particular 
crossing, to which the angle e, belongs in the case of the retrograde 


reometrical continuation of that previously 


In] 


orbits, may be defined as the 
defined so long as the point under consideration does not fall into the 
planet J. This definition will however lead to ambiguity when the orbit 
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falls into J. "To remove this ambiguity we will suppose that before and 
alter the passage through the cusped form, the crossings corresponding to 
the approach of the satellite to the primary are continuations of one 
another, as also are those which correspond to the recession of the satellite 


from the primary. The angle e, will then be defined without ambiguity, 





and it is evident that if the sequence of changes indicated in fig. 3—S 
be the correct sequence through which the orbits pass, the points marked 
with similar letters on these figures will correspond with one another, the 
determination e, being that which belongs to the point « throughout. 

From the result proved at the end of $ 3 it follows that the angle 
will no longer be a continuous function of z,, but when the crossing 


" 
Pi 


to which e, belongs falls into J the ordinate of the ç-curve will change 
I E 1 ' ‘ 
abruptly by Um The points selected as the continuations of one another 


are in fact not the true analytical continuations of one another so that 
when the orbit passes through the critical form we transfer our attention 
from one branch to another of the c-curve. 

The advantage gained by defining g, in this manner, rather than 
by following the continuous changes in the angle c, is that as we follow 
the evele of orbits discussed in § 5, e, will go through a series of cyclical 
changes, whereas if we maintained strict analytical continuity, on each 
passage through a cycle we should have to fix our attention on a different 
determination of the angle e. 

We are now in a position to examine that branch of the e-curve 
which corresponds to the determination ¢,. Since the direct and retrograde 
orbits merge into one another when x, has its extreme values (1 and m) 
the eurve will touch the lines qu = 1, € —m. 

For large values of C, Danwın finds only a single periodie orbit for 
Which c, =z among the direct orbits in question, while the angle e, 
decreases with increasing values of z,. 
retrograde orbits are similar to those represented in $ 5 the g,-curve will 


Assuming that the forms of the 


then be as below, where two passages through the cusped form are indicated 


by abrupt diminutions by =z as T, increases. 


Nl = 


In this figure the point A corresponds with DanwrIN's periodic orbit, 
the points J and M with orbits which start from a cusp while the points 
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P, P,Q, @ correspond with orbits which have a cusp at J, at some 


time after starting. 








If we follow the retrograde orbits up to their limiting form when 
cusped at M it is evident that the normal at the crossing denoted by 7 
in figs. 7, 8, which may be regarded as the true analytical continuation 
of « in figs. 5 and 6, will approach nearer and nearer to a direction at right 
angles to the line of syzygies. At the final stage the crossing will dis- 
appear by coalescence with a second which occurs before the passage 
through the starting point. We thus conclude that the continuation of 


WN Ion 


the branch P'Q will touch the line x, = m at the point where eg, = 


as indicated by the dotted part of the curve in the above diagram. 
Further since the points P, Q' necessarily lie between the lines 





¢, —— and ¢, = =, it may be readily seen that the branch of our curve 
í 5 


which. corresponds with the retrograde orbits must necessarily cut the line 
€, — z, indicating the existence of a retrograde periodic. 

If as in the above figure P, Q' lie on opposite sides of the line e, =z, 
P', Q will also lie on opposite sides of this line and the retrograde periodie 
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will then be of the character indicated by figs. 5 and 6 in which the 
crossing a becomes rectangular, i.e. it will be a ‘doubly’ periodic orbit. 

On the other hand if P, Q' lie on the same side of eg, = one of 
the branches JP, MQ" must have bent round so as to cross this line, and 
the form of the retrograde orbit will be modified in a manner which it is 
easy to trace. 


8 7. First deformation of the c-curve accounting for the 
disappearence of the orbit A. 


As C varies the figure of the ç-curve given in the last section will 
undergo continuous deformation, and we may follow the fate of the orbit 
A by fixing our attention on the point À of this figure. Now from the 


figures given by Darwin we see that as C decreases the point A will 


approach the line x, = 1. Meanwhile the point J will move along the 
line x, = 1, and it is evident that the points A and J may at some stage 


coincide. When this occurs the cusped orbit J itself cuts the axis at 
right angles at the next crossing and may be regarded as periodic. Prof. 
Darwin who is a present examining the forms of some of these cusped 
orbits informs me that the orbits in question appear to become periodic 
for a value of C about 39°5, but the actual numerical value has not yet 
been determined. 

After the critical stage the point J will cross the line e, = z and 
the point A will no longer be found in that part of the curve which 
corresponds with the direct orbits, but in the part which corresponds with 
the retrograde orbits. Subsequently the curve will bend up so as to again 
eut the line ce, = 7, indicating the growth of two new periodic orbits, 
the orbits B and C of Prof. Darwiy’s paper. The form of the ç-curve, 
so far at least as regards that part of it with which we are concerned 
will now be as below (fig. 10). 

It appears then that the starting point of the orbit A will move 
up to the planet J, that the orbit will at first become cusped and that 
afterwards it will have a loop round J which is described by the satellite 
in a retrograde direction. The critical stage occurs when C is in the 


neighbourhood of 39:5. This explains why Prof. Darwin who confined 
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his attention to the direct orbits alone, failed to find any trace of this 
orbit when C = 39:0. 











88. Form of the g-curve in the neighbourhood of an 


asymptotic orbit. 


So long as the curve of zero velocity possesses a closed branch round 
J, the only forms of discontinuity which the ç-curve can present are those 
dealt with in the preceding sections, but when the curve of zero-velocity 
has assumed an hour-glass form more complex figures, resulting from the 
existence of asymptotic orbits, may occur. The nature of the singularity 
which appears in the neighbourhood of an asymptotic orbit may however 
be inferred from the curves given by Darwin for the case C — 3970. 

Hitherto by defining ce, as a particular determination of a multiple- 
valued function we have been able to regard c, as a single-valued function 
of the quantity z,, but we must now attach a slightly extended meaning 
to the symbol ¢,, which will no longer permit us to regard it as single- 
valued. 

Suppose that the crossing on which our attention is fixed and to which 


the determination ¢, belongs approaches the point of zero-force. We have 
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seen ($ 1) that the orbit may then acquire loops, and may therefore cut 
the axis of x in several points before it recedes again either towards the 
planet or the Sun. When such loops exist, we define eg, as the angle 
made by the normal with the axis at any crossing prior to its again receding 
from the point of zero force. The number of real determinations of eg, 


will then depend on the number of loops which cut the line of syzygies. 


Now on reference to Darwin’s figures it will be seen that as x, 
decreases from the value #, = m, e, — z is initially negative and twice 
vanishes and changes sign. The vanishing points determine two periodic 
orbits B and C. The corresponding portion of the g-curve will then 
resemble that of the curves previously given. 

If we confine our attention to the value of c, at the first crossing 


it is evident that after passing the point B the value of eg, diminishes, 


until when xz, is rather less than 1°06 it attains the value For values 


D | 


of x, beyond this one, the corresponding crossing becomes imaginary by 
coalescence with a second. Hence the branch of the c, curve, to which 
we limit ourselves in directing our attention only to the first crossing, 

. . . 7 . . . . p 
will intersect the line eg, — 7 at right angles and will at this stage identify 
itself with a second branch. This second branch applies to the values of 
€, at the second crossing, and from the figures it is clear that it first 
appears when x, is rather larger than 1'095. The second value of e, 
comes into existence simultaneously with a third and its initial value is 


The value of e, as we pass along the second branch ranges between 


— . and +, and consequently vanishes at some stage. The vanishing 
stage is that which corresponds to the figure-of-8 orbit of Danwiw's paper. 
It is clear that the second branch may be continued into a third, the 
third into a fourth and so on, that these various branches are in reality 
different parts of one and the same continuous curve, which possesses an 


infinite branch consisting of a series of waves of the form shewn in fig. 11. 


This figure gives a concise summary of the results implied in DAnWIN's 
figures 3 and 5, and we may interpret all the features of it in connection 
with the orbits represented in those figures. 
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Thus consider the intersections with the curve of an ordinate which 
moves from right to left. 









































Fig. II. 


The first critical stage which will occur after its foot has passed B 
will be when the ordinate just touches the crest of the first wave. The 
ordimate will then intersect the curve in two new coincident points in- 
dicating that the orbit will intersect the axis of æ in two new coincident 
points. This results from the fact that the orbit has acquired a single 


loop which just comes into contact with the axis of v at the critical stage. 


will be each equal to — = and con- 


MIS 


Evidently the initial values of e, 


nia 


sequently the crest of the first wave lies on the line g, = — 


280 S. S. Hough. 


The new values of c, will then separate and the next critical stage 
will occur when the larger of them attains the value zero, i. e. when the 
ordinate passes through the point marked 8, in the diagram. The orbit 
will then be periodic and of the form of a figure-of-8. It is the figure- 
of-8 orbit which has been found by Darwiy. 

For further decrease in x, the ordinate will touch the crest of a 
second wave which indicates that a second loop will have been formed 
in the orbit and that this second loop bends upwards so as to touch and 
afterwards eut the axis-of-r. Subsequently when the ordinate passes 
through the point 8, the orbit with two loops will have become periodic. 
It will then be one of the more complex figure-of-8 orbits whose existence 
has been foreshadowed by Prof. Darwin (p. 189). 

Evidently the number of waves intersected by the ordinate will go 
on rapidly increasing in number, and with them the number of loops of 
the orbit intersecting the axis of #, until a critical stage will be reached 
when the ordinate attains a position shewn in the figure about which all 
the waves oscillate. When the ordinate attains this position the orbit will 
be the asymptotie orbit described in § 2 which possesses an infinite 
number of loops. 

For further decrease in x, we see from the results of $ 2 that the 
orbit will no longer be of the ‘lunar’ type but of the ‘planetary’ type. 
The number of real interesections of the ordinate with the ¢-curve will 
rapidly diminish which implies that the orbit will shed its loops. Finally 
the ordinate will cease to intersect the curve in real points and the orbit 
will have attained the form shewn by Darwin for the cases x, = 1°04, 
1°02 and r oor, where there are no real intersections with the axis of & 
prior to the recession towards the Sun. 

The intersections of the infinite branch with each of the lines e, — 0, 
€, — — 7, €, — —2z &e. will indicate the existence of periodic orbits 
having 1, 2, 3 &e. loops. Since these orbits are all necessarily of the lunar 
type the points on the figure, marked 8,, 8,, 8, &e., which correspond 
to these periodie orbits, all lie to the right of the critical ordinate which 
separates the lunar orbits from the planetary. 

We see then that the existence of an asymptotie orbit implies also 
the existence of an infinite number of complex figure-of-8 orbits, the first 


of which is that which has been found by DARWIN. 


On Certain Discontinuities connected with Periodic Orbits. 281 


§ 9. Completion of the c-curve. 


The part of the curve shewn in our last figure is that which cor- 
responds to the direct orbits. Darwiy’s investigations enable us to figure 
this part of the curve with certainty, but no attempt has been made to 
draw it to scale in order that the essential features may be exhibited in 
a somewhat exaggerated form. Thus the amplitudes of the successive 
waves will be very much smaller than they are represented, all the critical 
features being included between x, = 1'095 and x, = 1°06 (approximately). 
As regards the remaining part of the curve we however have no such 
data available, and we have to fall back entirely on considerations of 
continuity to supply them. 

Now Darwin finds that when #,=1'02 and even when x, = 1'001 
the orbits are planetary and that they do not intersect the axis-of-r prior 
to their recession towards the Sun. It seems probable that they will 
retain this same character until x, reaches its limiting value (unity) and 
the orbit has a cusp at J. On the other hand when x, = 1°3 (see fig. 3) 
the orbits are lunar, and it is probable that they will retain their lunar 
character until the starting point reaches the curve of zero-velocity (x, — m). 

If this be the case, as we pass from the orbit x, =m to the orbit 
z, =1 by continuous deformation, following the retrograde orbits instead 
of the direct orbits, we must pass through a stage where the orbits change 
from the lunar to the planetary form. Thus there must be a second 
asymptotic orbit among the retrograde orbits. 

Whether or not the above assumptions as to the form of the cusped 
orbits be correct, it is clear than in such a cycle of orbits as that under 
consideration asymptotic orbits must occur in even numbers. Thus the 
existence of a single asymptotic orbit in the cycle necessarily involves the 
existence of a second. 

Now it might appear at first sight that an asymptotic orbit could 
pass out of our cycle when the orbit falls into the planet and eg, under- 


I 4 m 
goes an abrupt change by 37: Such however cannot be the case. To 


prove this let us suppose that the crossing on which our attention is fixed 
moves up to the planet J. A second crossing will reach J simultaneously 
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with it. Now if our crossing corresponds with the approach to J, since 
a second crossing will occur after it on the opposite side of J, the orbit 
(so far as this crossing is concerned) will necessarily be of the lunar 
type both before and after the change: On the other hand if the crossing 
with which we are concerned belongs to the branch of the curve along 
which the satellite recedes from J, since the discontinuity in the geome- 
trical form of the orbit is confined to the critical point and does not extend 
to remote parts of the curve, the orbit will be of the same character before 
and after its passage through the critical form. Thus such a discontinuity, 
as that represented by the passage from the point P to P' or from Q to 
Q in fig. 9, can never involve a transition from the lunar to the planetary 
form or vice-versa. 

It appears then that asymptotic orbits can only disappear from our 
cycle by coalescence and that the development of them will always occur 
in pairs. 


8 10. Second deformation of the c-curve. 


Having recognized the existence of the asymptotic orbits and the 
form which the ç-curve assumes in their neighbourhood we next proceed 
to examine the transitional forms through which the curve will pass when 
two such orbits coalesce. A reversal of the order of the events considered 
will then indicate the state of affairs prior and subsequent to the develop- 
ment of a pair of asymptotic orbits. 

First let us consider the forms of the orbits which possess a cusp 
at J as C increases. When C = 39:0 these belong to the planetary class, 
but when C= 40'0 they are found to be no longer planetary but lunar. 
The cusped orbit must therefore, for intermediate values of C, acquire 
loops, pass through the asymptotie form and finally shed these loops again. 
This will occur when one of the two ordinates which correspond to the 
asymptotie orbits in our cycle moves up to the line z, — 1. The corres- 
ponding asymptotie orbit will then undergo a change from the direct to 
the retrograde form or vice-versä, and subsequently both asymptotie orbits 
will be direet or both retrograde. It seems probable that it is the retro- 


grade orbit which passes through the critical form and becomes direct after 
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the crisis. This assumption is however only made for the purpose of giving 
greater definiteness to our statements and is not essential to the arguments. 
After the passage of the asymptotic orbit through the cusped form the 
figure-of-8 orbits which accompany it will each in turn undergo a like 
change. For simplicity we will suppose that all these changes oceur before 
the next critical stage is reached and that consequently the form of the 
g-eurve, so far as it applies to the direct orbits, is now as below, having 


two infinite branches. 
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There will now be a second figure-of-8 orbit of a character similar 
to Prof. Darwın’s, which corresponds to the point 8; of the figure, while 
there will be two infinite series of more complex figures-of-8 corresponding 
to the two series of points 8,, 8,,..., 8;, 8;, .... It should be no- 
ticed that none of these points can be between the two critical ordinates 
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which correspond with the asymptotic curves, since the periodic orbits all 
belong essentially to the lunar category. As C decreases further the next 
event of importance will be the coalescence of the crests of the two first 
waves in the above figure. After this coalescence the infinite branches of 
the curve will be severed from the remaining part, which will form a curve 
of the type shewn in figs. 9 and 10. 

The significance of this change is that for larger values of C orbits 
of the type represented by C — 39°0, X, = 1°04, which do not intersect 
the axis of æ before their recession, can no longer exist. 

Subsequently as the two critical orbits approach one another the 
successive wave crests of the two branches will coalesce in turn and a 
series of isolated ovals will be formed. The curve will then consist of a 
branch similar to those of S& 6 and 7, a finite number of isolated ovals and 
two infinite branches as below, where the curve is drawn on a reduced 
vertical scale with two ovals (fig. 13). 

We arrive next at the case where the two critical ordinates move 
up to coincidence. The asymptotic orbits will then coalesce and disappear. 
The infinite branches of the ç-curve will have degenerated into an infinite 
series of isolated ovals. The two infinite series of figure-of-8 periodic orbits 
will however still have a real existence. 

For further increase m C these ovals will shrink in size, reduce to 
points and finally; disappear. It is clear that each of the points 8,, 8,, 8,, ... 
will disappear by coalescence with the corresponding point of the series 
8, 85, 84, ... indicating that each of the periodic orbits disappears by 
coalescence with a second. Also it is evident that the more distant ovals 
will be the first to vanish indicating that the periodic orbits with a large 
number of turns round the orbit a will vanish before those with a smaller 
number of turns and that the last orbits to vanish will be the simple 
figures-of-8 of Prof. DanwiIN's paper. 

There will be an interval between the disappearance of the points 
8,, 8; We. and the final evanescence of the ovals. During this interval 
non-periodie orbits may occur having loops, but it will never be possible 
for the loops to adjust themselves so as to cut the line of syzygies at 
right aneles, 
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8 il. Summary and Conclusion. 


The problems dealt with arise as the result of the study of an 
apparently remarkable change in the forms of certain periodic orbits 
which have been examined by Prof. Darwiy, whereby an orbit originally 
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ao 


in the form of a simple closed oval seems to have developed into the 
form of a figure-of-8. This change is of so surprizing a character that 
M. PorvcARÉ and others have concluded that Prof. Darwin was misled 
in regarding the simple oval orbit and the figure-of-8 orbit as members 
of the same family. But if we regard them as members of two different 
families questions at once arise as fo the earlier history of the second 
family and the later history of the former. On these points Darwın's 
results throw very little light, but by supplementing the numerical results 
obtained by him by arguments based on the consideration of geometrical 
continuity I have shewn that the history of either family may be traced 
in part, and have verified M. PorwcARÉ's conclusion as to the independence 
of these two families. The results explain fully how the first family has 
been lost sight of by Darwix and how the second family comes into 
existence. It appears to have been largely a matter of chance that with 
the actual numerical data adopted the appearance of the second family 
coincided exactly with the appearance of the first, a fact which naturally 
led Darwin to the conclusion that the two forms of orbit really belonged 
to the same group. 

The earlier sections of the paper (SS 1—4) deal with two critical 
cases which may occur in connection with the forms of non-periodie orbits 
and lead to two classifications of these orbits. They are first classified as 
‘lunar’ or ‘planetary’ according to the fate of the satellite after describing 
a semi-revolution round the primary. If it recedes towards the primary 
and proceeds to describe further revolutions round it, it is described as 
‘lunar’. If on the other hand it passes away towards the Sun it is described 
as ‘planetary’. "Phe critical orbits which separate the lunar from the pla- 
netary describe an infinite number of loops round the point of zero-force, 
approximating at each turn closer and closer to the orbit of the oscillating 
satellite. Adopting Porncarn’s term we describe the critical orbit as an 
‘asymptotic’ orbit. We next classify the orbits as ‘direct’ or ‘retrograde’ 
according as the initial direction of motion is direct or retrograde, the 
critical orbits which separate the one class from the other being described 
as ‘cusped’ on account of the forms which they assume. It is then shewn 
that by the inclusion of the retrograde orbits as well as the direct, we 
may arrange the orbits under consideration into a perfect self-contained 
cycle which may however involve certain abrupt discontinuities. The 
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disappearance of the orbit À is accounted for by the fact that at the stage 
at which it was sought by Darwin it had passed through the critical 
cusped form and thus was no longer to be found in the part of the cycle 
examined by him viz: the part which includes only the direct orbits. 

We proceed to shew how all the results indicated in the figures of 
the non-periodic orbits traced by Darwın may be represented on a single 
curve, and how a study in the variations in the form of this curve will 
enable us to trace the history of the different families of periodic orbits. 
The method employed by Darwin to discover the periodic orbits in fact 
is equivalent to the examination of the form of this curve in regions where 
there were & priori grounds for suspecting the existence of a periodic orbit. 

The chief point of interest in connection with these curves is the form 
which they assume in the neighbourhood of an asymptotic orbit i.e. one 
of the critical orbits implied in our first classification. The form indicates 
that such an asymptotic orbit is accompanied not only by a simple figure- 
of-8 orbit of the kind found by Darwın, but also by an infinite series of 
complex figures-of-8 whose exact forms have not yet been examined but 
whose existence has been predicted by Darwin. 

We next shew that in a complete cycle of orbits, such as that which 
we have found to exist, asymptotic orbits must occur in even numbers and 
consequently must appear or disappear in pairs. As Damnwiw's results 
indicate only one of such orbits among the direct orbits for the case C= 39:0 
we conclude that a second one must exist among the retrograde orbits. 
The two asymptotic orbits must have had a common origin and at the 
instant of their first appearance must have been both direct or both retro- 
grade. For purposes of illustration it has been assumed that both are 
initially direct though this is not essential to the arguments employed. 

The existence of two asymptotic orbits implies also the existence of 
two simple figure-of-8 orbits of the form found by Darwın, which must 
likewise have had a common origin. The converse is however not ne- 
cessarily true. For if we trace back the changes described in the last 
section we see that the first indication of the development of a pair of 
asymptotic orbits will be the growth of loops, as in the orbit == 1'095 
of Darwın’s fig. 5. When these loops first appear it will not be possible 
for them to arrange themselves so as to cut the line of syzygies at right 


angles and render the orbit periodic, but with smaller values of C pairs 
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of periodie looped orbits will appear which gradually separate from one 
another. The first to appear will be those with the smaller number of 
loops, the final ones being the asymptotic orbits which may be regarded 
as the limiting form of periodic looped orbits when the number of loops 
becomes infinitely great. 

The passage of the second asymptotic orbit from the direct to the 
retrograde form will be preceded by a similar passage of the whole series 
of periodie looped orbits which accompany it, including the simple figure- 
of-8 orbit which at its origin coincided with that of Prof. Darwın. Here 
again the failure to find any trace of this orbit is to be explained by the 
fact that the search was confined to the direct orbits alone, whereas at the 
stage under investigation (C = 39'0) this orbit had already passed into 
the retrograde form. 

In conclusion I have to thank Prof. Darwın not only for the unfailing 
courtesy with which be has placed at my disposal all the details of the 
prodigious amount of numerical work which formed the basis of his published 
memoir on this subject, but also for the readiness with which be has com- 
municated to me his further results still under investigation and for valuable 
criticism which has saved me from numerous errors. Even should the 
present results be found to require modification on further investigation, 
and it is admitted that the detail is to be regarded as conjectural rather 
than proven, I shall feel that the paper will have served a useful purpose 
if it succeeds in enticing other investigators into the vast and hitherto 
unexplored field which seems to be opened up with each new development 
of this highly interesting subject. 


ÜBER DIE ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG DER INTEGRALE 
LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


VON 


J. HORN 


in CLAUSTHAL. 


Im ersten Theil meiner Arbeit Über das Verhalten der Integrale von 
Differentialgleichungen bei der Annäherung der Veränderlichen an eine Un- 
bestimmtheitsstelle' habe ich das Verhalten der Integrale einer Riecati'schen 
Differentialgleichung und einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung für den Fall untersucht, dass die unabhängige Veränderliche auf 
einem bestimmten Wege nach einer Unbestimmtheitsstelle geht. Für die 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Coefficienten in der 
Umgebung der Unbestimmtheitsstelle den Charakter rationaler Functionen 
haben, habe ich die Sätze des Herrn Poincaré * über die asymptotische 
Darstellung der Integrale linearer Differentialgleichungen mit rationalen 
Coefficienten durch die Thoméschen Normalreihen ohne Benutzung der 
Laplace’schen Transformirten bewiesen und vervollständigt, indem ich an 
die Untersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung am 
Anfang der Abhandlung des Herrn PoINCARÉ im American Journal an- 
knüpfte. Damals kam es mir vorzugsweise darauf an, Methoden zu ge- 
winnen, welche sich, wie der zweite und dritte "Theil der angeführten 





! Crelles Journal Bd. 118. 

? Vgl auch KxrsER, Untersuchung und asymptotische Darstellung der Integrale ge- 
wisser Differentialgleichungen bei grossen reellen Werthen des Arguments (Crelles Journ. 
Bde DIO u. 177): 

* American Journ. Bd. 7, Acta math. Bd. 8. 

* Crelles Journ. Bd. 119. Vgl. die Arbeiten von Herrn BENDIXSON. 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 4 octobre 1900. 37 
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Arbeit zeigen, auf nicht lineare Differentialgleichungen übertragen lassen. 
Indem ich jetzt diese Rücksicht bei Seite lasse, beweise ich für eine li- 
neare Differentialeleichung n‘ Ordnung, deren Coefficienten in der Um- 
gebung der Unbestimmtsheitsstelle z — co den Charakter rationaler Func- 
tionen haben,’ die asymptotische Darstellung der Integrale durch die der 
Differentialgleichung formell genügenden divergenten Reihen, wobei ich 
wie in der oben erwühnten Arbeit vorliufig noch einzelne nach der Stelle 
x — co führende Wege ausschliesse und die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung als verschieden voraussetze. Auch jetzt mache ich von der 
Laplace'sehen Transformirten keinen Gebrauch, sondern nur von Poincaré’s 
Intersuchung des Grenzwerthes der logarithmischen Ableitung und von der 
bekannten Erniedrigung der Ordnung einer linearen Differentialgleichung 
unter Benutzung eines particulären Integrals. 


fo 


T 


Wir schicken einige Hilfsuntersuchungen voraus.? 
In dem Differentialgleichungssystem 


dw; 
—k A 
(A) acc «ww + EQ,u, m 
sei k eine ganze positive Zahl (einschl. o), die Q,, Functionen von x mit 
der Eigenschaft 

à 3 

lim Q,, = o 


und a,,..., 4, constante Grössen, deren reelle Theile eine absteigende 
Reihe bilden und sämmtlich verschieden sein sollen. Wir lassen x als 





' Die Untersuchungen des Herrn PorNCARÉ, welche sich auf die Laplace’sche Trans- 
formation gründen, setzen die Coefficienten als rational in der ganzen Ebene voraus, 
während hier nur das Verhalten in der Umgebung der Unbestimmtheitsstelle in Frage 
kommt. 

* Vgl. PorscARÉ, Am. Journ. Bd. 7. 

* Unter lim /(#) wird stets der Grenzwerth verstanden, welchem die Function f(a) 
zustrebt, wenn ® als reelle positive Grösse ins Unendliche geht. 
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reelle positive Grösse ins Unendliche gehen und untersuchen das Verhalten 
der Quotienten 





wy 
w E (422, ..., m) 
1 
Es ist 
d oe £ 2 
Fa w w, w, 
% re — «,— + Qu — Qu + > Gr zn > Qui (A—2, ...,m) 
rest p> 
und 
R(a, E a) < O. 1 (A=2, ...,m) 
Wir haben 
| Q| < 0, 


wo d eine für © = oo verschwindende positive Grösse ist. Wenn man 
X mE 
201 Baker er = R(a, — a) —9 


setzt, wo g eine kleine positive Grösse darstellt, so ist e für grosse x 
positiv und 
lime — ©; 


Wenn für einen gewissen Werth von x 


Wy 
—|«- (#=1,...,A—1,A+1, ..., m) 





WA 


Wy, 


(4=2,....m) 


= 
ES 
a 
/\ 
( 


ist, so ist der reelle Theil von 


kleiner als 


R(a, — a) + 20 + 2(m — 1)d. 


O | M 


also 
W) 


d log 
—E 
dz 








1 


x ie 


* R(a) ist der reelle Theil von «a. 
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Wir verstehen unter M den jeweilig gróssten der Quotienten 


und zeigen, dass, wenn 


ist, 


sein muss. Es sei 


Wegen 


ist 


ferner ist 


wegen 


und 


wegen 


es ist also 


w 
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bel 2 lux] >... ; 
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Unter diesen Voraussetzungen ist aber 














ww}: 
d log | — 
oe 8|, i _, dlog M > * 
X = & =: 
da da: 4 
Ee à À p 
Wenn für einen gewissen Werth von x M zwischen ¢ und - liegt 
und bei wachsendem x grösser als ¢ bleibt, so ist hiernach 
lim M = 0; 
das gleiche ist der Fall, wenn für beliebig grosse Werthe von x M<e 
ist. Mit anderen Worten, wenn für einen grossen Werth von 4 
0, I 
= = ei 
v, = (A=2,...,m) 
ist, so ist 
& TU 
lim— = o. (A3, ..., m) 
w 


1 


Für das Folgende genügt es, zu wissen, dass überhaupt ein Integralsystem 


w,,...,w, des Differentialgleichungssystems (A) vorhanden ist, welches 
die Eigenschaft besitzt, dass sich siimmtliche Quotienten 


w Wm 


der Grenze Null nühern, wenn z als reelle positive Grósse ins Unend- 


liche. geht. 


Die Functionen 


101 
(4242, ..., m) 


genügen den Differentialgleichungen 


dz 
(B) E + 23 2 fue, = fiu SF I Rus, <= Ry, (4-2, ..., m) 
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wobei gesetzt ist: 


fy = %— a, 
R, = Qu Hu = Qu, 
Ry = Qn, (A+ P) 
Ra = Qa— Qu. 


Ein System von der Form (B) besitzt ein Integralsystem 2,, ..., 2m mit 
der Eigenschaft 
hm, = 0, (A=2,..., m) 
wenn 
R(f,) So, (1—2, ..., m) 
hm R,, = lim 4, — 0, lim £j, = o 


ist. Denn ein solehes System (B) kann aus einem System von der Form 
(A) hergeleitet werden. 





Wir nehmen jetzt an, die Functionen R,, (A, p — 1,..., m) seien 
von der Form 
bi bi rn 
Ry, — = +. + g^ 


lim — 0 


wo n eine feste ganze positive Zahl darstellt. Erzetzt man jede Function 
f durch Null, so wird das System (B) durch ein System von Potenzreihen 


Cal Che 
Ch ee pe ES (22, ..., m) 


x 


formell befriedigt. Wir zeigen, dass das System (B) ein Integralsystem 
von der Form 


Cu Cn 


ar. pp, pe, 


lim $, £6 
besitzt. Die Functionen 


a = Gn (A=2, ...,m) 
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genügen nämlich den Differentialgleichungen 


p 
RETI 


dz Ar 628, 11 = AS + 5,6, AF 91) (4,522, ..., m) 


wenn man setzt: 


R, 
Sa 


an 





Si, — Ri, == By, an (A = I) 


N 


Sy = Ry — Ruin — (E25, os on Bim Zmn) + zen’ 
S, = Ory 
wo c, eine Function von x mit 
lim ¢,, = 0 


ist. Ein System von dieser Form besitzt aber, wie vorhin gezeigt wurde, 
ein Integralsystem &,..., &, mit der Eigenschaft 


Léo: (A=2,...,m) 


SN 


2. 


Den eigentlichen Gegenstand unserer Untersuchung bildet die Diffe- 








rentialgleichung 
dn y dr—1 y dn—23 y da : 
. E x v? D . (m—1)& d MELDE. | 
(€) dam aX TE dm T 2 dg d veis d. x JE dz + x I mii —0; 
Die Coefficienten 
O31 (32 
IB = ad, + zd + E DOO (Az1,..., m) 


: à 1 : 

sind entweder Potenzreihen von -, welche in der Umgebung von xz = co 
x ^ : 

eonvergent sind, oder Functionen, welche durch divergente Potenzreihen 


I 2 m , 
von - asymptotisch dargestellt werden, wenn x als reelle positive Grösse 


296 J. Horn. 
ins Unendliche geht; in beiden Fällen ist, welche ganze positive Zahl auch 
für n gesetzt werden möge, 


arı din On 


at voi er: 


x 





lin @,, = o. 
Die charakteristische Gleichung von (C) 
a" + aa"! +...+4,1¢+4,=0 
habe » verschiedene Wurzeln 


2» ++ An) 


deren reelle Theile verschieden und absteigend geordnet seien. 
Setzt man ! 


y — MW, sd Un, 
—vk . 
T h x” = ay Wy Ei Jan à ae Ain Wm 5 (v=1,...,m—I) 


so genügen die Functionen w,,....,:w, einem Differentialgleichungssystem 
von der Form (A), woraus durch die Substitution 


Wi 


N (A=2, ...,m) 


wi 


ein System von der Form (B) hervorgeht. Es ist 


R(B;) = R(a, = a) AO (A=2, .….,m) 
und entweder 
DO LEM 
R,, E rs aa 2 se (4,1 21, ...,m) 


eine convergente Potenzreihe oder 


pO po ge» 


À b; Bi 
R,, = = ap + Er p E , 


lim pf? = o 


Jt 


Vgl. PorNCARÉ, Am. Journ. Bd. 7. 
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Setzt man für jede Function A, die convergente oder asymp- 


für jedes n. 
totische unendliche Reihe, so wird das System (B) durch das Reihensystem 





u 


ea Cre 
A ae xin x® E a: OS 
Nimmt man jetzt für n eine feste Zahl, so besitzt (B), 


formell befriedigt. 
wie in $ 1 gezeigt wurde, eine Lósung 





Cal Con (GE 
Mn z sara zit zx 


ne 0: 


Ob diese Lösung auch für jede Zahl » > » auf die Form 


Cat 
a = + 


x 


Ein’ Can' : - 
retro E a" E lim Gan’ == O 


es) 
mu 





z, durch die Reihe 


gebracht werden kann, d. h. ob die Function 


Ca Ca2 
E A P +... 





asymptotisch dargestellt wird, bleibt noch dahin gestellt. 
Aus den formalen Reihenentwicklungen 








er €)2 
= mt AC "E E (A22, ...,m) 
ergibt sich. der Gleichung 
a4 dlogy aw +: + anWm 
da = We TU 
er a, IF CAR ar ... ar Am 2m 
Ener + Zm 
zufolge die formale Entwickelung 
_, d log y ni ay, d Ge x (s FE 
a “= @ 5 ho. 
da 1 x x x’ 
oder, wenn man 
Dy nei — Pry 
Okt? CAELIS " C 
TI 2r e. Y E 1s 
e = ( IN - + = 
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setzt, die der Differentialgleichung (C) formal genügende Normalreihe 


akt | ayyrk 


MT Mia up 


y— ss — et n a (6, +24 4...). 


Aus der Gleichung 
m 





» 
Pe E CA, n+k+1 dg SAn+k41 1 
; xul : gtk+ an FH ? 


Y F — 
lim $4444 = © 
folgt 


_, d log y, a, + G,2, +. Hmm en ay Ate ee, pte EDI Aintk+1 ip Nin 
— = - == Eger 
dx I JE ER + Si HE 2 antkH gntk+t 





lm 7, = 0 
oder 


art ayy zk 


- rt tanz | Cin Tin 
yy etta (++... Rp Ie), 





neo: 


Da n eine zwar von vornherein willkürlich gewählte, aber dann festge- 
haltene Zahl ist, so ist noch nicht bewiesen, dass die Function y, durch 
die Reihe S, asymptotisch dargestellt wird. 

Aus der Gleichung 








d'y, 
v v v 
g^ da a + Gate +... + &mZm 
Un IX LUC co amer 


folgen noch Gleichungen von der Form 








d'y; 
rk. de _ ayy 1 a +k+1 7) jt 
y a Ot at are dar an +E+I + gntkti ? 
/1 = 
BE 
lim 7° 


Unter 2,,...,2» wird das oben eingeführte Integralsystem von (B) verstanden; 


es ist nur die Bezeichnung insofern geändert, als die beliebige, aber feste Zahl m jetzt 
mit n + À + I bezeichnet ist. 


bo 
© 
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und insbesondere 








d'y 

: dm. 
lım Te = One (v=1,...,m—1) 

I 

$ 3. 


Die am Anfang von § 2 beschriebene Differentialgleichung (C) wird 
formell befriedigt durch m Normalreihen 


&jzx*tl ay, ak 
A AL 
= 1 

+...+4 Che 


2 ÈS SEL C | 
Y k+1 k ^p , Mi = 
5 —14 a (o. + > E ey (A=1,...,m) 


a? 


Wir bewiesen den folgenden Satz: ' 


Die Differentialgleichung (C) besitzt ein Fundamentalsystem 


35 eee Un 
von der Eigenschaft, dass die Function y, durch die Normalreihe S, asymp- 
totisch dargestellt wird, wenn x als reelle positive Grösse ins Unendliche 
geht; d. h. es ist, wenn n irgend eine ganze positive Zahl ist, 


a) okt) 


— +. / 0; CO, ed 
o k+1 ,P /)1 Van Van 
y — em mar... ++), 
lim z4 = ©. 


Für eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 


a An+k On-+k E 
) n+k+1 n+k+1 = 4 
1? =) + P + Lee + QU EEFE + pith) ? lim Qui — O 


ist dieser Satz gültig; denn die Integration ergibt 
axk+1 C, 


te a 


- oa / (el 
y =? k+1 zn C + T + gs + 
lim 7, = 0. 


! Vgl. PorNCARÉ, Acta math, Bd. 8. 
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Wir nehmen an, der ausgesprochene Satz sei für eine Diffe 
gleichung (m — 1)" Ordnung richtig, und zeigen, dass er dann au 
eine Differentialgleichung m‘ Ordnung gilt. v s 

Wir beginnen mit dem Beweis des Satzes, den wir für eine Differer 
gleichung (m — 1)'" Ordnung als gültig voraussetzen: 

Ist in der Differentialgleichung (C) 


431 Manet | Gintkp1 1 
zo) ap RENE gud ap PTE ? 
him, = © 
so besitzt dieselbe ein Fundamentalsystem 
ayaktı 


y met ltr. 


lim Ton = 0. 


Wir verstehen unter y, das in § 2 nachgewiesene Integr: 


und setzen 
= chi ada, 


Dann genügt z der linearen Differentialgleichung (m — 1)'* 


dn—1 g dn—23 2 


Be 
(D,) duc eb bee, = Oo 


dabei ist, wenn man 





setzt, 


(a) : (p—1) EN 
= COS + m— Dir C +...+ (1) B 


1 
— b + ba + SE ee bunt etd Opnnkbkl o —— 
u = A anti =p Se rt Dire 


lim c — 0 
} [CERES - 
Insbesondere ist 


b, ES (m),o + (m =, 1), 50,05 sb Age S zi (1) a0 + 








' Dabei ist n als feste Zahl gedacht. | erm 
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Setzt man 


FC) CUT eaa 
P) = | + CE Tr -À- o p.t + DET; 


so ıst 
f(a, + B) = Ba(p). 


Da die charakteristische Gleichung f(a) — 0 von (€) die Wurzeln a, ..., &n 
besitzt, so sind 


B. di M ur Boca d 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung g() = o von (D,). Es ist 
oar ER (B,,). 


Die Differentialgleichung (D,) hat nach dem für die Ordnung m— 1 vor- 





ausgesetzten Satze die m — 1 Integrale 
DL yak i D R 
: T—— +... FBR a ) 0) 
a k+1 k AC, An An 
re EURE one N 
& v % 
lim Orn =O (A=2,...,m) 
Wir untersuchen die folgenden m — 1 Integrale von (€): 
y, = UM (ade. (A22,...,m) 


Der Index À wird vorübergehend weggelassen. 
Durch Integration der Gleichung 
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= fea Atm 
qtu] 
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B pe zi eof Ges EXq 35 95973. 
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p» Bxkt! 
D | CRE EZ d 
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setzt, die Recursionsformel 






eboney 
kl 


Pr, ci TE Et OM PEM ke Fi (a Irem DE PRESS RC 
Wenn man vermittelst dieser Formel 3, Moss Ya dureh’ art: 
ausdrückt, hat man 

BEN 


fade = Dy + Dim +... + Dam + je et a ada 


Bakt! 


te E. E, | 
=e't x (IR ub mace 





Setzt man 


schreiben sich 





fart 
js TUR. 
* 
oo 


Unter Einführung der Bezeichnung 





UT UM Boni AR 
ce “te a v7 7c (v)dx 


o 


hat man 
Bath kl 


fad ML ar + ++, 


= N 
Um zu beweisen, dass 


lime, = 0 


ist, setzt man 
pi — att +w 
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oder 


so dass e, übergeht in 


n 





o6 8 k Sept y 
a, A ET ( us \ - 
I rel? à y | QAUTYE i 
T e EN 3 


A we 
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c—n—k—1 
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k+1 
xr s] c, (v)dw. 


Für ¢> 0 ist 


/ Et1\ v 











: k+1 
nl ee” rn, | 
y t (= 1,4) 
positiv und kleiner als M,; setzt man 
k+l 
10 
Et 
HA 
so hat man für w>o, r0 
Dentelle aw \#+l - 
lé (: +) —1)< Mw. 
y e $ 
Ferner ist für w>0, x — 1 
Jo—n—k—1| w 





za) Mlog (1 + w), 


ak 


log (: + 


wo M eine positive Grösse ist. Wenn man c so gross nimmt, dass 
| z,(x)| und demnach auch |z,(v) | unterhalb der endlichen Grösse g liegt, 


so ist 
oc v=1 v 
ac Rv 
| T O3 aw + ar log (14) 
z 


dw. 


Das letzte Integral ist endlich und daher 


lime or 
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Wenn man den Index À wieder einführt, hat man 


Aye 














> E Eh 
[ade =" ar 4 - tee = 
lim En OF 
also 
ayıktl C C 
y, EFI M. TAE. ae wi) 
Aya) 
x Ian (Eis o E on) 
oder für 2 = 2 ‚m 
ajzkH — aj 
yum na 
lim 7, = © 
Ferner hat man 
_;, dlog y d log y 2) 
k . k vt 
We ar o , 
ak | z;d« 





woraus unter Einsetzung der bekannten Entwicklungen = die 
auf der rechten Seite hervorgeht: 


di | j : 
—k ER ++... ++ Jan 


dx qutk qnit ue 





lim 7, = 0. 


$ 4. 
Wir haben gesehen, dass die Differentialgleichung (0) | 
| 


= 


Yes Um 
mit der Eigenschaft 
: x dlogu — 
lim x a 
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oder 
zh 
Gta) AR 
M = Ë : lim 9, = o en) 


besitzt. Aus dieser Form geht hervor, dass eine Relation 
Ioy=o 
he 


mit constanten Coefficienten nicht bestehen kann, dass also y, , ..., y, ein 
Fundamentalsystem bilden. 
Ist 
yu qum 


irpend ein Integral mit der Eigenschaft 


dog iin 


an , 


lim x 
da 


so muss € — O,...,€ 


(«i = © sein; es gibt also nur ein einziges Inte- 
gral y,, für welches 


— d. log ym m 





lim x 
da m 


ist, wenn Integrale, welche sich bloss um einen constanten Factor unter- 
scheiden, als identisch angesehen werden. 

Das Integral y, von (C) ist folgendermassen entstanden. Nach Fest- 
legung der ganzen positiven Zahl n ist G = Guieya (A=2,...,m) irgend 
ein Integralsystem des in $ 1 aufgestellten, aus (C) auf die m $ 2 an- 
gegebene Weise hergeleiteten Differentialgleichungssystems mit der Eigen- 
schaft 


lim & =O; (A=2,...,m) 


Die Gleichung 





[ur 
€ 1+293+...+zm t 
gp em 
wo 
(E c S 
Al Ayn+k+1 And kl 
=. + + 


x "IER qnl artk+l 
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ist, stellt ein Integral von (C) dar. Wenn unter z, das einzige Integral 
von (D,) verstanden wird, für welches 


da log Zm 


: —k zl SO > 
ET A CA 


m m 


ist, so ist 


Setzt man an Stelle der ursprünglich angenommenen Zahl # irgend eine 
ganze positive Zahl »’ > n, während im übrigen das bei der Bildung von 
y, benutzte Verfahren beibehalten wird, so stösst man auf die Function 


tm ht C 


+... C CEE 
qi ee orc, EIE 


x æ a 


im, 5:10; 


welche, weil 


lm CAPES 


a m 


da 
ist, mit y, identisch sein muss. 
Es ist als für jeden Werth von m 


Am rh! 





0 


! To BA: : C 
Yn = € En Xx (c. Ar s Ar ses + = AF 


€ 





mn ) 
at ) 


lim Finn = 0. 


S 


Wir wissen jetzt, dass das Integral y, dureh die Normalreihe 


Am zH 


9e V f C C 
Sn Cur qu | CS xi x == 


Y 
2 
2...) 


É 





asymptotisch dargestellt wird. 

Es ist noch zu zeigen, dass für jeden Werth A=1,...,m das Integral 
y, durch die Normalreihe S, asymptotisch dargestellt wird, d. h. dass für 
jeden Werth von n 


d ( An “An . 
= +... + = + LE lim 7, = 0 
a av 


/ 
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ist, nicht nur für die in S 2 eingeführte feste Zahl ». Wir verstehen 
unter n’ eine beliebige ganze positive Zahl, welche die ursprünglich ein- 
geführte Zahl x übertrifft. Wir bilden, von dieser Zahl n’ ausgehend, 
ein Integral y; ebenso, wie y, mit der Zahl » gebildet wurde. Dann ist 


ap kth 


"uec C C n n 
yet on (o p ELLE —! 








lim fin = O. 
Die Integrale 5, ..., y; bilden ein Fundamentalsystem; es ist 
, FA, 2577 
Pi Ox mi US Sie > ate Cmm: 


Wenn man y; durch den obigen Ausdruck ersetzt und 





Bust 
diemque a"(C, + Eh lim 7’ — o (13:915) 
setzt, so hat man 
«zt! Q 7 n 
UE a fan! Tan 
4 y, — 4) Jak ri 
. : | «H1 AE Pu Y , 
Ye tie (0, + 11) 
m=A+1 4 [2 - 
Setzt man 
m ( (Cent VE Hr T 
k+1 bn pin Y , 
Jam Tin’ zin 2,6 CEE eC, dr Ta) 


so ist, da der reelle Theil von a, — a, negativ ist, 


Im 75° — 0 
und man hat 





für jede Zahl w', w. z. b. w. 
Ist 
Y = CY, + u Jr CnYm 


irgend ein Integral von (C) und 
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so hat man für einen beliebigen Werth von % 





a) aktt C (6 = ( ou ii Oy eee 
he m zn Tan Re 
a k+1 PA Y Ead P LT 
y — ce z^ (6, + d oA rx) + 2 Ge 
wo 
lim y, = 0, lim à, = 0 


ist. Setzt man 








m 33 ak Hi ayı2* 
= Cu (SFP pn) #51 k YE 
— y zu i 4 À 
Tan = Tan + cy é x ’ 
u=À+1 
so ist 
az x C 
: C, À Tin 
= kil p ! EAT 2 I 
== Che anc ; +.. "ductu , 


d. h. das Integral 


Y >= €i, de m Ir Cmm 


wird, wenn c, von Null verschieden ist, durch die Reihe c, S, asymptotisch 
dargestellt. 

Wir haben uns bisher auf die Betrachtung reeller positiver Werthe 
von æ beschränkt. Geht x mit dem Argument @ ins Unendliche, so wird 
die Differentialgleichung (C) durch die Substitution x = pe in eine Diffe- 
rentialgleichung mit der unabhängigen Veränderlichen p übergeführt, deren 
charakteristische Gleichung die Wurzeln 


g tno y gi De a 


NET m CC UA) m 


besitzt. Durch die bisherige Voraussetzung, dass die reellen Theile der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung verschieden sind, sind diejenigen 
Argumente vorläufig ausgeschlossen, für welche zwei der Grössen e““*” a, 
gleiche reelle Theile erhalten. 


SUR LES SÉRIES DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONNELLES 


PAR 


EMILE BOREL 


à PARIS. 


| Introduction. 


1. L'étude des séries de fractions rationnelles, qui renferment comme 
cas particulier les séries de polynomes, paraît devoir suivre naturellement 
la théorie des séries de puissances. Il y a cependant prés d'un siècle que 
cette dernière théorie est achevée dans ses traits essentiels et l’on ne sait 
presque rien de général sur les séries de fractions rationnelles. Ce fait 
étonnera moins, si l'on se rappelle certains résultats récents, obtenus no- 
tamment par MM. RuxGe et PAINLEVE et sur lesquels nous reviendrons: 
retenons-en simplement ce fait, que les séries de fractions rationnelles et 
même les séries de polynomes sont un instrument analytique infiniment 
plus général que les séries de puissances; cette grande généralité peut être 
un avantage pour certaines applications; mais elle crée des difficultés presque 
insurmontables dans la recherche des propriétés communes à toutes les 
séries considérées. 


2. Aussi parait-il nécessaire, si l'on désire que. ces séries puissent 
étre utilisées commodément, de ne pas les considérer dans toute leur gé- 
néralité, mais d'étudier tout d'abord parmi elles des classes plus ou moins 
étendues. 

Dans cet ordre d'idées, on doit signaler tout d'abord l'étude déjà 
ancienne de séries dont les termes sont proportionnels à des polynomes P, 
donnés à l'avance et dépendant seulement de l'entier ». Sans méconnaitre 


lintérét de ces recherches, ni leur grande importance dans bien des appli- 
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ations, on doit observer qu'à chaque classe remarquable de polynomes 
correspond une théorie particulière, et qu'on ne peut guère espérer obtenir 
par cette voie des résultats un peu généraux. 

A un autre point de vue, rappelons que, à la suite des travaux mé- 
morables de Werersrrass, M. MrrrAG-LErrLER a donné, pour représenter 
les fonctions analytiques uniformes dont les points singuliers sont dé- 
nombrables, des séries de fractions rationnelles, d'une forme spéciale appro- 
price au but à atteindre. Pour la classe de fonctions analytiques consi- 
dérées, ces séries fournissent un mode de représentation trés remarquable 
par ce double caractère: la série converge dans tout le domaine d'existence 
de la fonction et les singularités de cette dernière y sont mises en évidence 
de la manière la plus simple. 

Des séries de fractions rationnelles plus compliquées ont été étudiés, 
notamment par MM. Poincaré, Goursat, LERCH, PRINGSHEIM; j'en ai 
repris l'étude dans ma thése,' à un point de vue nouveau, sur lequel 
j'aurai à revenir dans la premiere partie de ce mémoire. 

Enfin, il y a peu de temps, M. MrrrAG-LzrrLER a attiré l'attention 
sur certaines séries trés remarquables de polynomes et ses recherches ont 
été suivies de plusieurs autres, dont nous parlerons plus loin. 


3. Je voudrais essayer d'esquisser ici une théorie générale des séries 
de polynomes et de fractions rationnelles, et de leurs applications à la 
théorie des fonctions, en m'inspirant des idées que j'ai développées dans 
ma thèse et dans mes Lecons sur la théorie des fonctions. J indiquerai, 
chemin faisant, un certain nombre de résultats nouveaux que j'ai obtenus 
depuis un an. Dans la recherche, j'ai été guidé par des idées que j'ai 
exposées dans mon Mémoire sur les séries divergentes; je n'y reviendrai 
pas, me réservant d'étudier plus tard les rapports de ma théorie des séries 
sommables avec le sujet de ce mémoire. Les principaux résultats nouveaux 
de ce mémoire ont été communiqués à l'Académie des sciences les 23 mai 
1899, 17 et 23 avril 1900; j'en ai exposé aussi une partie dans un cours que 
jai eu l'honneur de faire au College de France pendant l'hiver 1899— 1900 
(Fondation Claude-Antoine Peccot). 





Sur quelques points de la théorie des fonctions. Annales de l'Ecole nor- 


male, 1895. 
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4. Ce mémoire est divisé en trois parties. 

Dans la première, j'étudie les séries générales de fractions rationnelles 
au moyen de méthodes analogues à celles que j'ai appliquées dans ma 
thèse aux séries de fractions simples. Je cherche à obtenir des résultats 
aussi étendus que possible au moyen seulement d'hypothéses d'inégalités 
relatives aux numérateurs. Des hypothèses de cette nature sont d'ailleurs 
indispensables si l'on veut éviter qu'il puisse n'y avoir aucun rapport entre 
les singularités des séries et les singularités des fonctions qu'elles repré- 
sentent. 

Dans la seconde partie, j'étudie avec soin la mesure de la convergence 
des développements en série de polynomes de M. MrrTAG-LzrrLER. Cette 
étude pourra rendre, je pense, d'importants services, dans les applications 
de ces séries. Mais mon but principal est d'obtenir, à l'aide de ces séries 
de polynomes, des propriétés nouvelles des séries de fractions rationnelles 
étudiées dans la première partie. 

Dans la troisième partie enfin, j'indique comment les résultats précé- 
dents suggèrent naturellement l'idée d'une généralisation de la théorie du 
prolongement analytique et j'esquisse, dans ses traits essentiels, cette théorie 
nouvelle. J'espère indiquer là une direction dans laquelle il y a encore 
beaucoup à faire et où d'importants résultats pourront être obtenus, soit 
dans le champ des variables réelles, soit dans le champ des variables 
complexes. 

Je termine par une bréve conclusion, dans laquelle j'indique les consé- 
quences que me paraissent avoir les résultats de ce mémoire, au point de 
vue de la notion de fonction et les recherches principales qu'il y aurait 
encore à faire. 


PREMIERE PARTIE. 


Les séries de fractions rationnelles. 


5. Nous avons déjà remarqué qu'il y a certainement bien peu de 
propriétés communes à toutes les séries de fractions rationnelles; c’est une 


conséquence du fait qu'il est possible d'introduire beaucoup. d'arbitraire 
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dans les représentations connues des fonctions analytiques par de telles 
séries. Il est done indispensable de faire, sur les séries que l’on étudie, 
certaines hypothèses restrictives; pour que le lecteur se rende bien compte 
de la mesure dans laquelle ces hypothèses sont nécessaires, il ne sera pas 
inutile de rappeler rapidement quelques résultats relatifs à la représentation 
des fonctions analytiques par les séries de fractions rationnelles. 


6. Werersrrass a le premier démontré la possibilité de former des 
séries de fractions rationnelles représentant des fonctions analytiques diffé- 
rentes dans leurs diverses régions de convergence. Une méthode déduite 
par M. ArrErL de la considération de l'intégrale de Caucny permet d’ob- 
tenir ce résultat sous la forme la plus simple.” Etant donnés, par exemple, 
trois cercles tels que la région du plan extérieure aux trois cercles se 
, et D,, et deux fonctions analytiques 
F, et P, régulières respectivement dans ces deux domaines, on peut trouver 
une série 


compose de deux domaines séparés D 


= Am Bt) Qo) 
F(z) => + Le 


= (z — a)  (2— fy (s —7)" 





convergeant uniformément et absolument dans D, et dans D, et telle que 


1 
Von ait 


dans tout D, et 
F(z) = F.(z) 
dans tout D,. 
Ce résultat conduit a exclure de nos recherches les séries renfermant 





des puissances de dont l'exposant grandit indefiniment.? 


EE 





! Acta mathematica, t. I. 


2 B pud . 
En effet dans le cas oü une telle serie serait convergente pour toute valeur de 


I 
>, la difficulté du texte ne se présenterait pas, mais on aurait alors, si « est isolé, 


2— 


un point singulier essentiel en a, cas bien connu. Un cas plus général a été étudié 
par M. MrrrAG-LrEFFLER dans le tome 4 des Acta, et enfin le cas où les points sin- 
guliers essentiels seraient aussi denses que le sont les póles dans les séries que nous 
étudierons est bien plus compliqué et son étude doit suivre celle que nous tentons ici. 
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Nous supposerons donc que, dans les divers termes de la série, le 
degré de multiplicité de chaque pôle est limité. Mais cette hypothèse 
nest pas suffisante; on peut, en effet, comme l'a montré M. PaiNLEVÉ 
former des séries de fractions rationnelles x'ayant que des pôles simples et 
représentant, dans des régions séparées du plan, des fonctions trés diverses. 

7. Voici un exemple, que j'ai donné, dans mon Cours du Collège 
de France, pour montrer quels résultats singuliers on peut obtenir, méme 
avec des pôles simples. Désignons par @(m) la fonction arithmétique bien 
connue depuis GAUSS et posons 

F(z) E SS e(m)z" 
Ea C Er 
Cette série est manifestement convergente pour toute valeur de z dont le 
module est inférieur à wn; elle converge absolument et uniformément dans 
tout cercle de rayon plus petit que we. On a d'ailleurs 


F(z) = X[Xe(2,)]z" = im" = —— ,, 


en désignant par à, les divers diviseurs de l'entier m. 

Ainsi la série F(z), qui n'a que des pôles. simples, représente une 
fonction analytique dont l'unique singularité est un pôle double. Ce pôle 
double est d’ailleurs le seul point singulier de la fonction sur le cerele 
de rayon un, alors que les points singuliers des termes de la série forment 
un ensemble dense sur tout are de ce cercle. 

On pourrait varier à l'infini les exemples; mais il est temps d'aborder 
notre sujet principal; nous en avons dit assez pour justifier la nécessité 
d'hypothéses restrictives; nous ne prétendons pas d'ailleurs que celles que 
nous serons amenés à faire soient les seules qui conduisent à des résultats 
simples; mais on se convaincra aisément qu'elles sont presque toutes im- 


posées par la nature de la question. 


8. Soit 
x Pa 2) 
(1 cer 


une série de fractions rationnelles. Nous supposerons tout d'abord que les 
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degrés des polynomes P, et R, sont limités; si la série est convergente 


1 : I M e 
pour au moins un point z= 2,, nous poserons z — 4, + 7 et il viendra 








[2f 1 
Fe) u i (2,) = R 2 Fs (z,) 
In (s Ar 2 


Dés lors, dans la seconde somme, on obtiendra visiblement des fraetions 
rationnelles telles que le degré du numérateur soit inférieur à celui du 
dénominateur; nous pouvons done supposer, afin de ne pas multiplier les 
notations, que cette condition est remplie par la série (1). Nous suppo- 
serons de plus, bien que ce me soit pas indispensable, que les modules des 
zéros de tous les polynomes R&,(2) sont supérieurs à un nombre fixe R. 
Cela revient à supposer que le point z, n'est pas un point limite de l'en- 
semble formé par tous ces zéros. Enfin, nous désignerons par m le degré 
le plus élevé de tous les polynomes A,(z) et nous supposerons que, dans 
chaeun d'eux, le coefficient de la plus haute puissance de z est égal à 
l'unité. On pourra done écrire 


(2) P.(2) — AD am + AQ on RE mu . + AC YZ + AM, 
(3) R.(e) = 2" BOs E BOS Spe 
certains des coefficients A et B pouvant être nuls. L’hypothese que nous 


avons faite sur les zéros de R,(z) entraine visiblement 


(4) | 57 | < e -R. 


| & (m — k) 





Notre hypothèse fondamentale est maintenant la suivante; il existe une série 
convergente à termes positifs 


(5) Lu 


telle que l'on. ait 


n 


(6) AO 





En ce qui concerne la possibilité de lever cette restriction, voir p. 351. 
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Nous allons voir que cette hypothèse permet d'étudier la série pro- 
posée, sans rien supposer sur la distribution dans le plan des zéros des 


R,(2). Posons 


(7) R,(2) = (2— a)(z—5)...(z — 1), 
le nombre des lettres a@,6b,...,7 étant égal à m. Les divers nombres 
a,,6,,...,4, correspondant à la méme valeur de x, ou à des valeurs 


différentes, peuvent étre d'ailleurs distincts ou non; nous ne supposerons 
rien à ce sujet. 

Tracons un cercle ayant pour centre le point «, et pour rayon hu,, 
h étant une constante positive; il est clair que si le point z est extérieur 
à ce cercle, l'on aura: 


(8) |z—a,| > hu,, 


Si donc le point z est extérieur à tous les cercles analogues C et intérieur 
au cercle de rayon R, on aura, en vertu de (2), (6), (7), (8), 


P,(z)| _ ut (ROO + R™ +. +R4D 


= « ku,, 
R,(z) hu? 





(9) 





k étant un nombre fixe. La série (1) a done ses termes respectivement 
inférieurs en module à ceux d'une série convergente à termes positifs. Elle 
converge donc absolument et uniformément pour toutes les valeurs de z qui 
satisfont à la condition énoncée. Mais existe-t-il de telles valeurs de z? 
Nous allons montrer que l'on peut choisir le nombre 7 de telle manière que, 
dans toute région aussi petite que l'on veut donnée à l'avance, il existe, non 
seulement des points de convergence, mais des lignes de convergence wni- 
forme.’ Considérons en effet des droites parallèles à une direction dé- 
terminée quelconque et une perpendiculaire commune D à ces droites. Les 
points intérieurs aux divers cercles C que nous avons construits se pro- 
jettent sur D suivant des segments dont la longueur est égale au diamètre 





1 Si Von avait voulu seulement prouver l'existence de points de convergence, on 


m 
aurait pu remplacer l'inégalité (8) par (z— a4) ^ ^ Vun et l'inégalité (6) par AD ED 
inégalité moins restrictive. 
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de ces cercles; l’un de ces segments a done pour longueur 2%, et leur 


longueur totale est 


2mhZu, 


et est par suite finie, la série Zu, étant convergente. 

Dès lors, étant donné sur D un segment AB aussi petit que l'on 
veut, il existe à l'intérieur de AB une infinité non dénombrable de points 
n'appartenant qu'à un nombre limité des segments considérés.” Soit P l'un 
de ces points, ne coincidant avec la projection du centre d'aueun des 
cercles et soit A la perpendiculaire à D menée par le point P. Cette 
droite A a les propriétés suivantes: elle ne passe par aueun des points 
4,,..., 0l, ... elle ne coupe qu'un nombre limité des cercles C. Dans 
ces conditions, la série (t) est absolument et uniformément convergente 
sur tout A. Il est en effet possible, pour étudier la convergence de cette 
série, de supprimer les termes, en nombre limité, qui correspondent * aux 
cercles C rencontrant A; en effet, aucun de ces termes ne devient infini 
sur A, d'après la première des propriétés que nous avons reconnues a 
cette droite. Ces termes étant supprimés, les termes restants sont, en 
vertu des inégalités (9) et de la deuxième des propriétés de A, respective- 
ment inférieurs en module aux termes d'une série convergente à termes 
positifs. Notre proposition est done démontrée. 


9. Il résulte de propositions bien connues que la somme de la série F(z) 
est une fonction continue sur A, dont on obtient l'intégrale en intégrant la 
série terme à terme. La droite A sera dite une droite de continuité. Il 
existe done des droites de continuité parallèles à toute direction, dans tout 
intervalle aussi petit que lon veut donné à l'avance. Il en résulte, en 
particulier, que l'on peut construire un polygone de continuité différant 
aussi peu que l'on veut d'une courbe donnée à l'avance. 


Relativement à la construction de courbes de continuité autres que 





Voir mes Leçons sur la théorie des fonctions, ch. III, pour la démonstration 
rigoureuse de ce point, que l'on peut regarder comme presque évident. 

* Il est essentiel de remarquer que, si en un même point @ coincident une in- 

finité de pôles a,, by, Cn”, an", ..., il correspond à chacun de ces pôles un cercle C 

différent; et, comme il n'y a qu'un nombre limité de cercles C rencontrant A, on devra 


supprimer seulement un nombre limité des termes dans lesquels R,(2) s’annule pour 2 — a. 
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des droites, je renverrai aux détails que j'ai donnés dans ma thèse, où 
jai traité un cas particulier de la question qui vient de nous occuper. 


10. Soit C une courbe de continuité fermée (courbe continue ou po- 
lygone, peu importe). Quelle est la valeur de l'intégrale 


f Fas, 
© 


intégrale que nous savons avoir un sens? 


La série uniformément convergente pouvant être intégrée terme à terme, 





on a 
3 Mere 4 * P, (2) a RS 
je (z)dz » | RB, (2) dg = 217 2 (Zo,) 


en désignant par Lp, la somme des résidus de la fraction rationnelle 
az) 
R,(2)? é 

Il résulte de ce qui précède que la série: 





relativement aux pôles intérieurs a C 


n = 


2565) 


n= 


est convergente; mais il n'est pas inutile d'observer que l'on n'a pas le 
droit de supprimer les parenthèses qui groupent les résidus 9, corres- 
pondant à une même fraction rationnelle; il peut, en effet, fort bien arriver, 
que la série 

Don 
soit divergente, la sommation étant étendue à tous les résidus, intérieurs à 
(1 


Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer que, si un même nombre a 


de tous les termes de la série F(z), pris dans un ordre quelconque. 


) 


annule une infinité de R,(z), il peut arriver que la série dont les termes 


: . . P; (2) : \ A . 
sont les résidus de toutes les fractions Ic relativement à ce póle soit 
Un (Z 


\ 
divergente. Ce fait n'est nullement incompatible avec nos hypothèses, les- 
quelles ne portent que sur les coefficients des P,. Supposant, pour fixer 
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les idées que le pôle a, soit simple, le résidu de la fraction rationnelle 
P, (2) 
Rz) 





relativement à ce póle est, comme l'on sait 


"atas Mr mn 
(a, — bn)(Qn — En)» + + (An — la) : 





Il est done possible, les coefficients des P étant choisis, de prendre a, — b,, 
84,—06,,..., 0, —l,, ou méme seulement lune de ces différences assez 
petite pour que ce résidu dépasse tout nombre donné à lavance. Si lon 
procède de méme pour tous les termes dans lesquels figure en dénominateur 
z— a, on voit que l'on peut rendre aussi divergente que l'on veut la série 
des résidus des diverses fractions relativement à un même pôle. Si ce pôle 
est intérieur au contour C, la série 

Xp, 
ne peut done étre convergente, si l’on ne considère pas ses termes comme 
convenablement groupés. Il est assez remarquable que le théorème fonda- 
mental de CAUCHY 





la somme étant étendue aux résidus intérieurs à C, s'applique, en un 
certain sens, à la fonction F(z), méme dans le cas où les divers pôles 
n'ont pas de résidus déterminés: quel que soit le contour C, pourvu que 
lintéerale existe, la série divergente LX, devient convergente par un 
arrangement convenable de ses termes. Nous étudierons plus loin, à la 
fin de cette première partie, des cas où les résidus ont, pour chaque pôle, 
une existence individuelle et des propriétés encore plus précises. 


11. Mais nous allons terminer d'abord ce que nous avons à dire des 
séries que nous considérons en ce moment; cherchons quelles conditions 
d'inégalité doivent être vérifiées pour que les séries obtenues par la dé- 
rivation terme à terme possèdent aussi des courbes de convergence. 

Nous avons posé 





F(z) d SS TC) 


— R,(2) j 
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nous écrirons 


— [R,(2)]? 


F'(z) LER NS P,(2) Rz) CE Ra(z) Pa(z) 


et nous allons chercher quelles conséquences entraînent les égalités et 
inégalités de la page 314. Nous remplacons seulement l'inégalité (6) par 
l'inégalité plus générale 


(6’) | A®| < ut, 


y étant un nombre arbitraire que nous nous réservons de fixer ultérieure- 
ment. 
Il est manifeste alors que, si l'on pose, 
n=O (1) m— 2) m'—2 6 
Ae NE 1 JE A" N 2 STR ae MAT) 


F'(z) m m En m Pen = FE ie SiGe 


on aura tout d’abord 
m' = 2m 


et que, de plus, les A’ et les B’ vérifieront des inégalités tout à fait 
semblable aux inégalités (4) et (6°) que vérifient les A et les B. En effet, 
dans l'inégalité (6') l'introduction d'un facteur constant dans le second 
membre n'a aucune importance, puisque l'essentiel est que la série 


Zu, 


soit convergente, ce qui ne dépend pas de la multiplication des #, par 
une constante. 

Le seul changement essentiel qu'éprouve la série lorsqu'on la remplace 
par sa dérivée est donc le changement de m en 2m. On devra done, pour 
pouvoir appliquer à la dérivée les résultats que nous avons obtenus pour la 
série, supposer que dans l'inégalité (6), m est remplacé par 2m, e'est à dire 
que, dans (6’), l'on a 

p= 2m + 1. 


On verra de méme que, si l'on a 


H 


p 2 àm +1, 
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la série 
Fe) — Y (pe) 
u (dz ACY 
possède des droites (et même des courbes) de convergence uniforme. On 
peut d'ailleurs, sur chacune de ces droites, intégrer la série terme à terme, 
ce qui justifie les notations P'(z), ..., F?(z) que nous avons adoptées 


pour désigner les séries obtenues en dérivant terme à terme la série F(z). 


12. Nous avons d'ailleurs fait observer que les droites de convergence 
uniforme peuvent être prises parallèles à une direction arbitraire et qu'il 
en existe une infinité non dénombrable dans tout intervalle, si petit qu'il 
soit. On peut ajouter qu'il existe une infinité de points tels que par 
chacun d'eux il passe une infinité de droites de convergence uniforme, 
intérieures à un angle quelconque donné à l'avance (voir mes Lecons sur la 
théorie des fonctions ch. V). Considérons l'un de ces points et les diverses 
droites de convergence qui y passent: sur chacune d'elles la fonction F(z) 
a la méme dérivée F'(z). Si Von prend deux droites de convergence uni- 
forme rectangulaires, et les axes des a et des y parallèles à ces droites, la 


partie réelle w de F(z), satisfait, en leur point d’interseetion, à l'équation 


Oru Oru 
9x” 0y* 


On pourrait convenir de dire que la fonction Z'(z) est quasi-monogène 
et la fonction w quasi-harmonique. Pour nous borner à F(z) on peut 
retenir que cette fonction a les propriétés suivantes: elle est continue, ainsi 
que ses dérivées jusqu'à l'ordre À au moins, sur une infinité non dénombrable 
de droites, parallèles à toute direction, dans tout intervalle: il existe d'ailleurs 
dans tout domaine une infinité non dénombrable de points par lesquels passent, 
dans tout angle, des droites de convergence en infinité non dénombrable; enfin, 
en tout point par lequel il passe plus d'une droite de convergence, la dé- 
rivée est la méme dans toutes les directions où elle existe. Il serait in- 
téressant de rechercher si une fonction satisfaisant à ces conditions peut étre 
nulle sur un segment de droite sans étre identiquement nulle: mais c'est là 
une question que je n'ai pu résoudre, méme en adjoignant l'hypothèse que 
toutes les dérivées existent, cas que nous allons étudier dans un instant. 


Si l'on résolvait par la négative la question que nous venons de poser, 
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on aurait généralisé beaucoup la notion de fonction analytique; nous 
devrons nous contenter d'une généralisation bien moins étendue, qui nous 
a été suggérée en grande partie par les considérations précédentes et qui 
mettra peut être sur la voie de la solution complète. 


13. Mais revenons aux dérivées successives de F(z); nous avons vu 


que la condition de convergence, pour la dérivée d'ordre A, peut s'écrire 
(6) [AP] < m 


avec 
pe Am Lo 


Supposons que l'inégalité (6’) soit vérifiée quel que soit 5, à partir d'une 
certaine valeur de » (cette valeur de x est évidemment fonction de y). 
Alors, quel que soit À, il existe des droites sur lesquelles la série converge 
ainsi que toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre À inclusivement. On ne peut 
en conclure immédiatement qu'il existe des droites sur lesquelles la série 
converge ainsi que toutes ses dérivées; ce résultat est cependant exact, 
comme on s'en assurera aisément en reprenant les démonstrations qui 
précèdent." 

On peut remarquer que lon peut trouver, d'une infinité de manières, 
un système unique d'inégalités, entrainant les inégalités (6’) pour toute 





' On peut méme aller plus loin; les inégalités 
(1) [AP | < v; 
expriment que la série 
(2) x|49[ 


est convergente. Si dans les inégalités (1) les », dépendent de y, mais sont toujours 
tels que la série Ln, soit convergente, la série (2) est toujours convergente, quel que 
soit p. Or l’ensemble des séries (2) que l'on obtient en donnant à p, des valeurs en- 
tières est visiblement tel (voir les travaux du P. pu Bors REYMOND et le mémoire de 
M. Hapamarp dans le tome 18 des Acta mathematica) qu'il existe une série à 
termes positifs moins convergente que chacune d'elles. Si, pour ne pas compliquer les 
notations, on désigne cette série par Zu,, on aura, pour n assez grand, les inégalités 
(1), quel que soit p, les u, ne dépendant pas de y. 


Acta mathematica, 24. Imprimé le 10 décembre 1900. 41 
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valeur de ys (pourvu que 2 soit assez grand). Par exemple, on peut 
écrire: 


PERS 


h étant un nombre positif quelconque. Mais nous ne pouvons nous 


attarder sur ces détails. 


14. Nous allons rechercher maintenant comment se comporte la série 
que nous étudions, dans le voisinage d'un point quelconque du plan. Nous 
serons ainsi amenés, par la voie la plus simple, à connaître les propriétés 
spéciales des séries de fractions rationnelles qui restent convergentes après la 
décomposition en éléments simples. Mais occupons-nous d'abord des séries 


les plus générales que nous écrivons toujours 


en supposant: 
= mm 


P,(2) = X az", 


k=1 


k=m 
R,(z) = 2" + & BO = (@ a). (et) 
| AS | uz, 


la série Zu, étant convergente. 

Cela posé soit a un point quelconque du plan; nous dirons que ce 
point a est un pôle d'ordre m pour la série 7/(z) si l'un au moins des 
dénominateurs R,(z) est égal à (2 — a)”; il résulte des inégalités relatives 


« - hk) 2 : x de pe . 
aux À, quil est alors possible de mettre la série F(z) sous la forme 








(10) F(z) =— 


A étant une constante et F,(z) une série analogue a F(z), mais pour 
laquelle & n'est pas un pôle d'ordre m. 

Nous dirons que À est le numérateur correspondant à a; dans le cas 
où à nest pas un pôle d'ordre m, nous conviendrons de dire que le nu- 
mérateur correspondant est zéro; de cette manière à tout point « du plan 


correspond un nombre bien déterminé 4. On a dès lors le théorème suivant. 
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Etant donné un point quelconque a et un chemin quelconque C aboutissant 
en ce point et sur lequel la série F(z) converge, sauf peut étre en a, si le 
produit (z — a)" F(z) tend vers une limite lorsque z tend vers a en suivant 
le chemin C, cette limite est égale au numérateur correspondant A. De plus, 
il existe effectivement des chemins C aboutissant à a et tels que la limite 
considérée existe. Ces chemins C sont en infinité non dénombrable; la dé- 
monstration méme fera voir combien d'arbitraire subsiste dans leur for- 
mation. 

Il est manifeste qu'il suffit de démontrer la proposition précédente 
dans le cas où le point à n'est pas un pôle d'ordre m; car, si elle est 
vraie pour la fonction F,(z) l'égalité (10) montre quelle sera vraie aussi 
pour F(z). 

Nous supposons done que a n'est pas un pôle d'ordre m pour F(z), 
c'est à dire qu'aucun des dénominateurs R,(z) n'est égal à (e — a)"; 
nous allons montrer tout d'abord qu'il existe une infinité de chemins C sur 
lesquels la série F(z) est convergente et tels que le produit (ez — a)" F(z) 
tende vers zéro lorsque z tend vers a. 

Dans ce but, donnons-nous un nombre positif 7 que nous ferons 
tendre ultérieurement sur zéro, mais qui est actuellement bien déterminé; 
nous allons montrer qu'il y a des points voisins de a et tels qu'en chacun 
d'eux l'on ait 

|(z — a)" F(2)| < 5. 


Tracons d'abord autour de a un cercle de rayon arbitraire p, duquel 
nous ne sortirons pas et soit r le maximum du module de z dans ce cercle; 


on a, dans ce cercle, 
| P,(2)| < umi (ute Ju pn? + at. + r - 1); 


la série Zu, étant convergente, nous pouvons choisir q assez grand pour 
que l'on ait 


— ES I 
3 Gr... +r+ Dee et >) U. 


u 7 


n=q+1 n=q+1 


> 


Avant ainsi choisi g, considérons la somme 
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32 
c'est une fraction rationnelle qui admet le point « comme pôle d'ordre 
m — 1 au plus; nous tracerons autour de a un cercle de rayon p° assez 
petit pour qu'il n'y ait pas à l'intérieur de ce cercle d'autre pôle de S,(z) 


et, pour que l'on ait, en tout point intérieur à ce cercle 


cela est évidemment possible. 

Ceci fait, soit ¢ un nombre positif inférieur à o et à 9’; tracons un 
cercle J’ ayant pour centre a et pour rayon e; tracons de plus des cercles 
C ayant pour centres les divers zéros de R,(z) (pour » > q + 1), et pour 
rayons respectifs ew,. Si le point z est extérieur à ces cercles et intérieur 


au cercle J’ de rayon e, on aura, d'une part 








P,(z) = U aa a Be: at „= ae 1) " 
PED eu: zen 
et, d'autre part 
Jze—al<e 


On aura done 





et par suite 


|(e — a)" F(z)]| < ». 


Cette inégalité est vérifiée pour les points interieurs au cercle I” et ex- 
ferieurs aux cercles C; il faut prouver qu'il existe de tels points. On y 
arrive sans peine par un raisonnement analogue à celui de la page 316. 
Si l'on projette orthogonalement sur une direction quelconque le cercle /' 
et les cercles C, le premier se projette sur un segment 2e tandis que la 
somme des projections des cercles C est au plus égal à 


m > 2EU, SE. 


q1 


Il existe done une infinité non dénombrable de droites parallèles à une 
direction arbitraire et rencontrant le cercle C tout en ne rencontrant aucun 
des cercles J’. | 
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Mais il y a plus; soit AB le diamètre du cercle C parallèle à la di- 
rection sur laquelle on projette, M et N les milieux des deux rayons O4, 
OD; la longueur MN étant égale à ¢, il existe une perpendiculaire à AB, 
satisfaisant aux conditions requises, en rencontrant AB entre M et N; 


soit PQ cette perpendiculaire, rencontrant AB en À; lon a visiblement 


(15) PQ < 2e, 
OR e: 
Considérons un cercle C’ de centre oO et de rayon —; il est aisé de voir 
j V3 


que la corde HI’ interceptée par ce cercle sur le segment PQ est supérieure 
ou égale au rayon OZ (elle est égale dans le cas limite où À coincide 


avec M). Dès lors, si l'on remplace le cercle C par le cercle C’ de rayon 
€ : APN : uis. 

Va et si l’on prend pour direction des projetantes une direction perpen- 
3 

diculaire a PQ, on trouvera, en procédant de même (c'est à dire en prenant 
une droite dont la distance au centre de C’ est au plus égale à la moitié 
du rayon) une droite ST qui rencontrera EF à l'intérieur de C’ et l'on 


aura d'ailleurs l'inégalité analogue à (15) 
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En continuant de même on construira une ligne polygonale RSTUVW... 
dont les angles sont tous droits et dont les côtés sont inférieurs aux termes 


: I : 
suecessifs d'une progression géométrique de raison ee leurs distances au 


point O sont aussi respectivement inférieures aux termes d'une autre pro- 
gression géométrique de méme raison. La ligne ainsi formée a donc une 
longueur finie et tend vers le point O. 

Il reste à montrer que l'on peut supposer que le nombre désigné par 
y tend vers zéro; en effet, si l'on remplace 7 par un nombre plus petit, 
cela conduit à prendre » plus grand et par suite, à considérer comme 
cercle initial C, un cercle plus petit. Mais les cercles successifs € , C", ... 
ont leurs rayons en progression géométrique décroissante; done ils devien- 
nent de plus en plus petits et tendent vers zóro; donc à mesure que l'on 
avance dans la construction de la ligne polygonale, le nombre 7 tend vers 


zéro et l'on a bien, en suivant cette ligne 
lim (z — a)" F(z) — o. 
CAQME AD; 
On peut remarquer que, si l'on part d'un point P situé à une distance 


du point O égale à e, la longueur de la ligne est au plus égale à 


2€ 2e 2e 2E V3 


aM ae er 


On remarquera aussi qu’au lieu de supposer droits les angles de la 





2e + 


ligne polygonale, on pourrait d'arranger de manière quils soient tous 
À 7 I : 
égaux à un angle donné d'avance; le facteur — serait seulement remplacé 
v3 

par un autre. On peut aussi les supposer inégaux sans grande difficulté; 
suns entrer dans tous les détails, indiquons que l'on peut s'arranger pour 
que les eótés de la ligne polygonale fassent des angles de plus en plus petits 
avec une direction issue du point O, de sorte que l'on peut dire que la 
ligne polygonale d'une infinité de côtés arrive au point O tangentiellement 
à cette direction; elle finit par être comprise toute entière à l'intérieur d'un 
angle aussi petit que l'on veut comprenant cette direction. 


Nous avons ainsi démontré la seconde partie de notre théorème; la 
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première est une conséquence immédiate de notre démonstration. Cette 
première partie consiste en ce que si, sur un chemin quelconque, le produit 


(z— a)" F(z) 


a une limite, cette limite ne saurait différer de zéro. Or étant donné un 
chemin quelconque tendant vers le point x il existe évidemment au moins 
une direction (il y en a une infinité) telle que toutes les droites parallèles 
à cette direction rencontrent le chemin, en des points qui se rapprochent 
indéfiniment du point « en même temps que ces droites. Or, nous avons 
vu, qu'étant donné un nombre arbitrairement petit 7, on pouvait trouver 
des droites paralléles à la direction donnée et telles que sur ces droites, ou 
du moins dans la partie voisine du point O, le produit (z — a)" F(z) soit 
inférieur à 7; ces droites sont d'ailleurs aussi voisines que l'on veut du 
point O. Il suffit de considérer les points d’intersection de ces droites 
avec le chemin donné pour avoir le résultat énoncé. 


15. La proposition. que nous venons d'établir permet de faire une 
distinetion trés nette entre les séries de fractions rationnelles que l'on peut 
décomposer en éléments simples sans que les numérateurs cessent de satis- 
faire aux inégalités fondamentales et celles pour lesquelles une telle dé- 
composition n'est pas possible. 

Pour plus de netteté, bornons nous au cas où tous les dénominateurs 
R,(z) ont des zéros simples; dans ce cas, en décomposant en éléments 
simples chaque terme de la série, on met 7(z) sous la forme 


n-co 


Fiz) =) ( ze t eec =); 


ad 2 2 — 1 
FERN n e n 











le méme dénominateur 2 — a, peut figurer dans plusieurs termes de la série 
et méme dans une infinité. Si lon se trouve dans ce dernier cas, il peut 
arriver que la série 22A, des numérateurs qui correspondent à un méme 
dénominateur z — a,, soit divergente: le pôle z = a, de F(z) n'a pas alors 
de résidu déterminé. Si la série 224, est convergente, ce qui se présente 
nécessairement lorsqu'elle se compose d'un nombre limité de termes, c’est 
à dire lorsque le facteur z — a, figure dans un nombre limité de R,(z), 
on peut en désignant sa somme par W,, dire que W, est le résidu de F(z) 
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Mais si la même circonstance se présente pour 


correspondant à z—-4,. 
tous les pôles il n'en résulte pas que lon puisse écrire 


/ 


Fa) =D 


aw 2 — An 





car cette série pourrait fort bien ne pas être convergente; nous en verrons 
des exemples. Enfin si cette série est convergente (ce qui exige la con- 
vergence de la série Y|96,|) il peut arriver ‘que les A, ne vérifient pas 
les conditions nécessaires pour qu'il existe des courbes de convergence. 


16. Ainsi nous avons quatre cas possibles: 
1? Les rósidus, ou du moins certains d'entre eux, n'existent pas; 


o 


2? Les résidus existent, mais ne forment pas une série convergente; 
3° Les résidus forment une série convergente, mais ne vérifient pas 

d'inégalités supplémentaires ; 

4° Les résidus vérifient des inégalités supplémentaires. 

Il résulte de ce qui précède que ce dernier cas est de beaucoup le 
plus aisé à étudier; les pôles des divers termes peuvent alors être légitime- 

^ ^ pie A ix S ^ p^ 

ment appelés póles de la série, méme dans le cas oü les inégalités supp- 
lémentaires sont de la forme la plus simple, c'est à dire entrainent seule- 
ment l'existence de courbes de convergence pour la série et non pour ses 
dérivées, c'est à dire dans le cas où l'on suppose simplement la convergence 
de la série 





vll 


La proposition démontrée plus haut prend alors une forme extrêmement 
simple; je ne l'énoncerai pas: on la trouvera dans ma note des Comptes 
Rendus du 17 avril 1900. 

Dans le troisième cas, on ne peut pas obtenir des résultats aussi 
complets, mais, cependant, il semble encore légitime de penser que les póles 
ont encore une existence individuelle, en tant que pôles simples.! Des 





' Par exemple, on voit aisément que l'intégrale le long d'une courbe de con- 


vergence fermée est égale au produit par 2zí de la somme des résidus relatifs aux 
pôles sitnés à l'intérieur. Si l'on considère un pôle déterminé, la convergence de la 
série des résidus a pour conséquence la possibilité de trouver une courbe entourant ce 


pôle et telle que l'intégrale diffère aussi peu que l'on veut du produit par 2zi du résidu 
correspondant. 
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résultats intéressants ont été obtenus, dans ce troisième cas, par MM. Poın- 
CARE, GOURSAT, LERCH, PRINGSHEIM en faisant des hypothèses sur la distri- 
bution des pôles a,. 

Enfin, dans le premier et le second cas, la question est beaucoup plus 
compliquée ; je n ‘ai méme pu trouver de différence intrinsèque simple entre 
ces deux cas, par la seule considération des valeurs de la série sur les 


courbes de convergence. 


17. Pour montrer la nature des difficultés qui se présentent, un 


exemple ne sera pas inutile. Considérons la série 


n= D p=+n q=+n 


eme 
i2 > Da fe EZ MENT EU 
m: x (? in en dM: r =) 





o 


p=—n g= n 


Il est clair que cette série satisfait aux conditions nécessaires à l'existence 
de courbes de convergence pour la série et toutes ses dérivées; car si l'on 
range ses termes en une série simple, en ayant soin que n ne décroisse 


n 


jamais en passant d'un terme au suivant, on voit que e " sera le numéra- 


teur des termes dont le rang sera compris entre 


Creer etta Nr el hal Dr); 1 
et 
3.-E 5:4 7 +... + Qn 1)’, 

c'est à dire de termes dont le rang est du même ordre de grandenr que 

le numérateur A, du terme de rang # est done égal à € zh Ms k étant 
compris entre des limites finies; il suffit dés lors de se reporter à la page 
321 pour constater que la série que nous considérons rentre bien dans la 
catévorie de celles qui y sont étudiées. 


Mais il est impossible d'effectuer la décomposition en éléments simples 
é y+ gi : É BAR: 
et de grouper les termes correspondants; soit Tr une fraction irré- 


ductible, | c'est à dire telle que l'un au moins des entiers p et g soit pre- 


4 ) AL qi 
mier avec n; le facteur DR 1” se retrouve avec tous les multiples de 
N 


n, sous les formes successives 


) 
2p + 2gi spe 3p + 34i 
a 2 3n 


2n 1 
Acta mathematica. 24. Imprimé le 10 décembre 1900. {2 
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On a d'ailleurs 








e^ en en” —n 
NET i = » p- " i\ mu, dE qi " ) + qi 
PS MAPLE 22) ER u ere 
N nN j n T" 
: 5 : 5 5 + qi 
Les divers numérateurs qui correspondent au dénominateur E —— my 


sont donc 


?—3n 16n?—4n 
e? 7 \ e n 


Peu o OT) 


on voit qu'il forment une série divergente. La série étudiée rentre dans 
la première catégorie. On aurait une série de la seconde catégorie en 


\ 


supposant que l'on supprime dans Z(z) tous les termes dans lesquels p + q? 


n'est pas premier avec n, c'est à dire tels que les trois nombres p,g,n 


aient un diviseur commun. Alors chaque póle ne figurant que dans un 


terme de la série a un résidu déterminé; mais la série de ces résidus, tous 


n 
) 


On pourrait donner beaucoup d'exemples analogues; signalons seule- 


de la forme e" ", est manifestement divergente. 

ment en passant les deux séries que l'on obtient en supprimant dans la 
série (2), soit tous les termes pour lesquels 4 n'est pas nul, soit tous les 
termes pour lesquels p n'est pas nul. 

Si l'on convient d'appeler pôles de F(z) les pôles de ses divers termes, 
on voit que ces pôles sont intimément liés deux à deux de sorte que, bien 
qu'ils soient tous simples dans les termes de Æ(2), cette fonction se com- 
porte en partie comme si elle possédait des pôles doubles. Il y a là un 
fait curieux, signalé, je crois, pour la première fois et qu'il pourrait être 
intéressant d'étudier avec plus de détails, bien que de telles séries ne se 
présentent guère naturellement dans les applications. Mais la complication 
méme de leur étude met en évidence, par contraste, les avantages qu'il y 
a à considérer les séries décomposables en éléments simples. 


18. Nous allons terminer cette première partie en disant quelque 
mots de la convergence des séries considérées en des points non singuliers 
et du domaine d'existence des fonctions analytiques qu'elles définissent. 

Considérons l’ensemble E des zéros des R,(z) et formons son dérivé 
E'; en tout point du plan qui n'appartient ni à Æ, ni a E', la série 
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converge manifestement en vertu des inégalités fondamentales de la page 
314. On peut méme tracer un cercle ayant son centre au point considéré 
et de rayon assez petit pour que la série F(z) converge uniformément à 
l'intérieur de ce cercle; la fonction F(z) est done régulière au point con- 
sidéré. 

Si lon considère un point appartenant à E, mais non à E’, on dé- 
montre aisément que cest un pôle pour F(z); on obtient la valeur prin- 
cipale de F(z) en ce point en faisant la somme des valeurs principales des 
divers termes, somme d'ailleurs ici toujours convergente. 

Enfin, à priori, il semble que les points de ZH’ doivent être en dehors 
du domaine d'existence de la fonction F(z) (ou des diverses fonctions ana- 
lytiques que définit la série, au sens de WEIERSTRASS, dans le cas où le 
domaine formé des points qui n'appartiennent pas à E’ se compose de 
plusieurs parties séparées). Mais c'est là un point qui parait difficile à 
démontrer rigoureusement sans nouvelles hypothèses. 

Dans les mémoires dont nous avons déjà parlé, MM. Porxcaré ! et 
GounsaT ont montré que si, une ligne Z est telle que l'ensemble E est 
dense sur tout segment de Z et si, de plus, d'un côté au moins de L, 
il n'y a pas de point de E’ dans le voisinage de Z, cette liene Z est 
certainement une coupure, sous la seule condition de la convergence des 
modules des numérateurs de la série décomposée en éléments simples. 
Mais c'est là évidemment, au point de vue de la distribution des pôles, 
un cas trés particulier. 

Un autre cas où il est évident que la ligne L est une coupure est 
le suivant: soient S et S, les régions du plan séparées par L; si les pôles 
situés dans S sont isolés et ont cependant pour points limites tous les 
points de L, il est clair que la fonction analytique définie par la série 
dans S admet la ligne Z comme coupure; il suffit pour en être assuré, 
de supposer convergente la série des modules des coefficients des numérateurs 
P,(z) méme avant la décomposition en éléments simples. Cette condition 
est en effet suffisante pour qu'un pôle isolé soit certainement un point 


singulier de la fonction. 


! Acta Societatis fennicæ, t. I2. 
* Bulletin des sciences mathématiques, 1887. 
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19. Mais une question autrement délicate est la suivante: dans les 
hypothèses qui précèdent, si la série n'a pas de pôles dans S,, la ligne 
L est elle une coupure pour la fonction analytique définie par la série 
dans 8,? Il est évident quil doit en être ainsi em général, c'est à dire 
qu'il faut qu'il y ait des relations particulières entre les coefficients pour 
que les singularités apparentes puissent ainsi se détruire; d'ailleurs, dans le 
cas où la fonction analytique ainsi définie dans S, pourrait être prolongée 
au delà de Z, elle ne pourrait y coincider avec la fonction analytique 
définie par la série dans S. Aussi l'importance théorique d'un exemple 
où le prolongement serait possible serait trés considérable; il serait, d'autre 
part, trés important de démontrer dans des conditions trés larges l'im- 
possibilité de ce prolongement.La méthode que nous développons dans la 
seconde partie permet d'arriver à ce dernier résultat, au moyen d’hypotheses 
portant seulement sur la rapidité de la convergence de la série des nu- 
mérateurs, sans rien supposer sur la distribution des póles. 





SECONDE PARTIE. 


Les séries de polynomes et le prolongement analytique. 


20. Je me propose d'étudier, dans cette seconde partie, certaines 
séries remarquables de polynomes dont L'importance, au point de vue de 
la théorie du prolongement analytique, a été mise en évidence pour la pre- 
mière fois par M. MrrrAG-LrrrnLEn.! Il existe d'ailleurs, comme je l'ai 
montré dans mon Addition aw mémoire sur les séries divergentes? une in- 
finité de classes de séries ayant les mêmes propriétés générales que les 
séries de M. MrrraAc-LzrrLER;^ je montrerai d'abord que la connaissance 





Voir notamment, Acta mathematica, t. 23, où l'on trouvera l'indication des 
travaux antérieurement publiés en langue suédoise. 
‘Annales de l'Ecole normale, 1899. 
Voir aussi LEAU, Sur les développements en séries de polynomes. Bulletin de 
la société mathématique de France, 1899. 
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de ces propriétés générales suffit pour le but que je désire atteindre, à 
savoir l'application des séries de polynomes a l'étude des séries de fractions 
rationnelles étudiées dans la première partie; je montrerai ensuite comment, 
dans le cas particulier où l'on emploie les séries de M. MirraG-LEFFLER, 
on peut effectivement calculer complètement les seconds membres de cer- 
taines inégalités qui restaient indéterminés dans la théorie générale. 

Je définirai d'abord une notion qui me parait devoir être importante: 
celle des classes de séries de polynomes. 


21. Etant données deux séries de polynomes, je dirai qu'elles sont 
semblables, ou qu'elles appartiennent à une méme classe, si les coefficients 
d'une méme puissance quelconque de z, dans les termes successifs des deux 


séries, sont proportionnels. En d'autres termes soient 
* 


FES Dupin 


les deux séries; on pose 


k=in 

Po (a) = li Or ce, 
k=kn 

ak 

Q, (2) = x b, k* 5 

les séries sont semblables si, pour chaque valeur de i, on a les égalités: 
Qir bak — Ga 
bi Bee. «bye 


ou, si lon veut, s'il existe une infinité de nombres c, tels que l'on ait, 
pour toute valeur de » et de & 


bx — Cen K+ 


Les nombres c, seront dits les coefficients de similitude de @ par rapport 
à PF. Parmi les nombres c, certains, en nombre fini ou infini, peuvent 
être nuls; si aucun d'eux n'est nul, la classe des séries semblables à G(z) 
est la méme que la classe des séries semblables à F(z); l'une quelconque 
de ces séries suffit pour définir complètement cette classe. Si, au contraire, 
certains des c, sont nuls, la classe définie par G(z) est comprise comme 
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cas particulier dans la classe (C) définie par F(z); on peut dire que F(z) 
est un représentant complet de la classe (€), tandis que G(z) en est un 
représentant partiel. 

Par exemple les séries ordonnées suivant les puissances entières et 
positives de z constituent une classe. Toute série de cette nature, dont 
aucun coefficient n'est nul, est un représentant complet de la classe; si 
certains coefficients sont nuls, ou n'a plus qu'un représentant incomplet, 
qui définit une classe plus restreinte. 

Je ne puis développer complètement ici la théorie des classes de séries 
de polynomes; jespere pouvoir en faire l'objet d'un autre mémoire; ' je 
m'attacherai ici à une catégorie importante de classes de séries: les classes à 
région de convergence étoilée, dont le premier exemple est dà à M. Mirrac- 


LEFFLER. » 


22. Voici comment sont définies ces classes; on sait, d'une infinité 


2 





de manières,” développer la fonction en une série de polynomes, con- 


vergeant pour toute valeur de z, sauf pour les valeurs réelles et supérieures 
à wn; la convergence étant d'ailleurs absolue et uniforme dans toute région 


de convergence. Soit 


I 





- He) — Pla) 


De 


l'un de ces développements; la classe formée de tous les développements 
semblables est wne classe à région de convergence étoilée. 

Nous allons étudier les propriétés d'une telle classe, sans expliciter 
davantage le développement (2); nous supposons seulement que ce dé- 
veloppement est determine, c'est à dire choisi une fois pour toutes parmi 
l'infinité de développements analogues qui sont possibles. Nous appliquerons 
plus loin les résultats généraux obtenus au cas particulier de la classe (M) 
lormée des développements qui sont dus à M. Mrrrac-LrrrFLER. 





1 Sith 29d : 
Cf. Mémoire sur les séries divergentes (Annales de l'Ecole normale, 1899, 
p. 63) et Comptes Rendus 23 mai 1899. ! 


Voir Runge, Acta mathematica, t. 4; PAINLEVÉ, Comptes Rendus, 1898. 
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23. Considérons donc une classe déterminée (C) a région de con- 


vergence étoilée et soient 


I — 
k— En 
P,(2) => 2 a, ss 


-les relations qui la définissent. 
Soit, d'autre part, 


f(z) = Ec,z 


une série de Tavron dont le rayon de convergence n'est ni nul ni infini; 
sur une demi-droite quelconque OA issue de l'origine cette série définit, 
par prolongement analytique, une fonction bien déterminée sur tout segment 
OA ne renfermant aucun point singulier. Si M est le point singulier le 
plus voisin du point O sur la demi-droite (M peut être l'infini) nous 
choisirons arbitrairement un point P entre O et M et faisant tourner la 
demi-droite OA autour du point O, nous supposerons que le point P se 
déplace d'une manière continue (en satisfaisant toujours à la méme con- 
dition); il décrit ainsi une courbe C ayant la double propriété de ne pas 
renfermer à son intérieur de point simgulier de f(z) et d'étre coupée une 
seule fois par toute demi-droite issue de O. De la courbe C nous dé- 
duirons une courbe ©’ par la loi suivante (qui pourrait être modifiée, mais 
que nous choisissons pour fixer les idées): sur chaque demi-droite OA issue 
de l'origine, considérons le point P situé sur C et le point singulier 47 
le plus voisin; les longueurs MP ont une limite inférieure h, puisque 
l'ensemble des points M est parfait ainsi que l'ensemble des points P; nous 
définirons C' en prenant 


op 0p +", 


la courbe C' lieu des point P’ satisfait aux mêmes conditions que la 
courbe C. 
Ceci posé, formons la série semblable à 7(z), les coefficients de si- 


militude étant les coefficients c, de f(z), c'est à dire posons 





! On peut toujours supposer que le lieu du point P n'est jamais tangent à OP. 
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b, Ec €, Qs, ky 


Q, (2) me Dh 
G(z) = 27 9. (2). 


Je dis que la série G(z) converge absolument et uniformément à lin- 
térieur de C et y représente la branche de fonction analytique définie 
par /(2). 


On a, 


en effet, d'après le théorème de Caucny 


f(s) = (fum 


UE, 


Ga 


= 


C' étant le contour que nous avons défini et z un point quelconque de ©. 


Or 


) 


. » E . z 
z intérieur à C, le point - 
est intérieur à un certain contour J’ ne passant par aucun point corres- 
pondant à une valeur réelle supérieure ou égale à un; on a done 


ce point # étant sur C" et le point 


I 





SJ. 


I 
U 


la série étant 


T ; HE 
absolument et uniformément convergente quel que soit — a 

e D 
l'intérieur de J’, c'est à 


dire quel que soit z à l'intérieur de C et « sur C'. 
Done, étant donné à l'avance un nombre € 


£ on peut choisir m assez 
grand pour 


que l'on ait 


n=zm 
I z 
ya. 
I n=1 o EA 


lo, étant inférieur 
On a done 


, quelque soit 2 à l’intérieur de C et u sur C’ 


Oe ae as pe) ae Eos 
217 = Vu u 217, U 
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c : "(wu 
Soit 2zL la longueur du contour C' et M le maximum de Te sur 
: u 


ce contour, on a évidemment 


: ij ER agit 
T U 





21 


2 
et comme, visiblement 





il vient 


n=m 


f(z) = 2 (2) + En, 


10, | étant inférieur à LMe. Comme L et M sont donnés en même temps 
que le contour C’, cette égalité exprime bien que la série G(z) = &Q,(z) 
converge uniformément vers f(z) à l'intérieur de C. 


Relativement à la convergence absolue, il suffit d'observer que la série 


x |#()] 


converge uniformément quel que soit # sur C’ et z à l'intérieur de (6, 


et 
que l'on a: 








Notre proposition est done complètement démontrée. 


24. Elle s'applique en particulier aux dérivées successives de Te 


considérons, par exemple, la fonction 


z : R 
( me i dp 22 +...+nz +... 
les coefficients de similitude sont ici: 
CRT er, dec RE Ch 


Acta mathematica, 24, Imprimé le 13 décembre 1900, 43 
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Le polynome Q,(z) se déduit done du polynome P,(z) en multipliant par 


k le coefficient de z*; il en résulte 


c'est à dire 





peut done être dérivée terme à terme: c'est là une 





la série qui donne 
Te 


conséquence des hypothèses faites sur sa convergence absolue et uniforme dans 
tout domaine fini qui ne comprend pas sur son contour de valeur réelle 
supérieure à un. On démontrerait d'ailleurs absolument de même qu'elle 
peut être dérivée terme à terme indéfiniment, c'est à dire que l'on a, 
quel que soit p 





la série du second membre convergeant absolument et uniformément dans 
les mêmes conditions que #(2). Il est clair que les mêmes conséquences 
s'étendent à une fonction quelconque f(z); ses dérivées successives sont 
représentées par les dérivées de la série de polynomes qui représente f(2). 

Il faut remarquer que les séries dérivées ne sont pas semblables aux 
séries considérées; pour obtenir une série semblable à une série de poly- 
nomes donnée, il faut multiplier par z aprés la dérivation. Comme on 
divise par z, on pourrait craindre que la convergence cessât d’être uniforme 
dans le voisinage de 2 — 0, ou méme qu'il y eût divergence en ce point; 
mais on sait qu'une série de fonctions analytiques régulières à l'intérieur 
d'un contour ne saurait converger uniformément sur le contour sans con- 
verger uniformément à l'intérieur.! Les séries dérivées des séries d'une 





1 OPER pice =) E P. P 
Le fait que la série F(z) converge, ainsi que toutes ses dérivées, pour z — O 


entraine la convergence des sóries 


n- o 


> An, ky 
n=1 


pour toute valeur de /; la somme de chacune de ces séries est d'ailleurs égale à l'unité. 
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classe à région de convergence étoilée forment donc elles-mêmes une classe 
analogue, que l’on peut appeler la classe dérivée de la classe donnée. 

La relation entre une classe et la classe dérivée est d'ailleurs très 
simple; elle est une conséquence de l'identité 











T 
I—Zz I 
z PSs 
Si lon a 
I 
—; = LP) 


avec 
P, (2) = Ano Ar Ay 2 + oe D Ar De 


il est clair que: 











Za,s = 1. 
Donc 
I 

ae ae Z[P, (2) — an, o] 

et 
: I 
I— nun An NS P,(z) — Gn,o 
zZ = Lond zZ ; 





On obtient ainsi un nouveau développement de 


I 22:3 a CR 


ii 





c'est le développement qui définit la classe dérivée de la classe donnée, 
comme on s'en assurera aisément. Il est clair qu'il converge dans les mêmes 
conditions que le développement donné. 

Les remarques qui viennent d’être faites peuvent paraître d'une nature 
bien élémentaire; mais, dans les applications, il y a grand avantage à 
pouvoir employer pour les dérivées successives d'une fonction les développe- 
ments dérivés du développement de la fonction, au lieu des développe- 
ments semblables; et il est bon de savoir que les conditions de convergence 
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de ces développements sont les mêmes; en particulier, la rapidité de la 


1 
convergence est analogue. 


25. Nous allons définir maintenant une fonction attachée à une classe 
de séries et qui joue un rôle important dans les applications: c'est la fonc- 
tion qui exprime la rapidité de la convergence de la série des modules. 
D'ailleurs il entre un certain arbitraire, comme on le verra, dans la dé- 
finition d'une telle fonction; certaines définitions analogues à celle qui sera 
adoptée pourraient rendre les mêmes services: l'essentiel est de bien préciser 
la définition que l'on choisit. 

Voici comment nous procéderons; nous désignerons par /& un nombre 
plus grand que we et par o un nombre plus petit que wn: nous décrirons 
un cercle C ayant pour centre le point z — Oo et pour rayon À et un 
cercle J’ ayant pour centre le point z — 1 et pour rayon o. Cela fait, 
nous mènerons du point z — o les deux tangentes au cercle 7; nous dé- 
signerons par A et B leurs points de contact et par A’ et B’ les points 
d'intersection de ces tangentes avec le cercle C (4' est choisi sur le pro- 
longement de OA et non de AO; de méme pour 6’). Cela posé, nous 
considèrerons le contour formé par lare AB inférieur à z du cercle J’, 
les segments de droites AA’ et BB’ et l'arc A'D' supérieur à z du cercle 
C.  L'aire intérieure à ce contour, complètement défini lorsqu'on donne les 
nombres R et po, sera désignée par S(R, 9). Dans les applications, on 
ae e 1 
prendra parfois pour simplifier o ms et l'on posera, pour abréger 

I 


s(R, z) = S(R). ; 


1 A ; mum ; 
En méme temps que l'ensemble des développements dérivés d'un développement 





donné, on peut considérer l'ensemble des développements obtenus par l'intégration; seule- 
ment, il y a lieu de préciser la répartition, entre les termes successifs de la série, 
de la constante introduite par chaque intégration. On est ainsi conduit à la notion de 
classe étendue, comprenant toutes les dérivées et toutes les intégrées d'une classe donnée, 
Une classe étendue peut être définie par une infinité de séries dont la somme est égale 
à l'unité 

n = «0 


Dig ch Io sal 


n=) 
En ne conservant que les &, 4 correspondant à des valeurs non négatives de k, on a la 
classe considérée dans le texte; ses dérivées et ses intégrées s'obtiennent respectivement 
en remplaçant k par k F h, h étant un entier quelconque. 
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Cela posé, considérons le développement qui définit la classe de séries 
que nous étudions (c'est une classe délerminée quelconque à région de 
convergence étoilée); soit 


I 

: 
F (2) = pue — >P.(2) 

ce développement, qui, nous le savons, converge absolument et uniformé- 
ment dans l'aire S(R,p); la série 


Z|P,(2) 


définit done une fonction continue (non monogène) dans cette aire; cette 
fonction possède un maximum que nous désignerons par A(R, 9); c'est 
cette fonction M(R, p) qui jouera un rôle capital dans ce qui va suivre. 
Cette fonction sera dite la fonction majorante correspondant à /’(z). Nous 
nous appuierons d'ailleurs seulement sur le fait qw'elle existe; c'est à dire 
qu'elle a une valeur finie pour toute valeur de À et de p 


o<p<ı<R<+o]; 


nous n’aurons même pas à nous servir du fait quelle est continue. Pour 
les applications relatives à une classe particulière de séries, il pourra être 
utile de la déterminer effectivement, ou tout au moins d'en déterminer 
une limite supérieure; c'est ce que nous ferons a la fin de cette seconde 
partie, pour les séries de M. MrrraG-LEFFLER. 


Il suffira parfois de considérer le cas particulier où o mS et l'on 
v 
posera, pour abréger 


M(R, x) = M(R); 


on n'a alors qu'une fonction d'une seule variable, ce qui est souvent plus 
commode. 

Nous observerons tout d'abord que la connaissance de la fonction 
M(R) permet de déterminer une limite supérieure de la fonction analogue 
relative a un développement quelconque semblable à F(z). Si, en effet, 
l'on considère une fonction analytique quelconque et une région C définie 
comme plus haut, (p. 335) on définira la région C’ comme on l'a fait dans 
la démonstration du théorème fondamental; on pourra alors déterminer A 
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par la condition que, si z est dans C et u sur (Ge = est certainement in- 

térieur à la région S(R); si l'on désigne alors par y le maximum du mo- 
(at) 

dule de ^ sur C" et par L la longüeur de ce contour, l'on aura, z étant 
U = 


un point quelconque intérieur à C", 
ro[f'|f(w) NS Pi: ] 
x @.(2)| «zz DE A [du] 
C' 


c'est a dire 
>| @,(2z)| « #LM(R), 


le nombre & étant défini comme il a été dit. Aïnsi l'on peut trouver 
une limite supérieure de la somme des modules des termes de la série 
dans toute région C à l'intérieur de laquelle elle converge absolument et 
uniformément. 

En particulier, on peut appliquer ceci aux dérivées successives de 





5, en prenant pour contour C précisément le contour S(X), on dé- 


signera par M,(R) la fonction définie avec la dérivée d'ordre / de la méme 
manière que M(R) avec la fonction.” Il résulte de ce qui précède que, 
la fonction M(R) étant connue, on trouvera sans peine des limites su- 
périeures pour les diverses fonctions M,(R). D'ailleurs dans certains cas 
il pourra être plus commode de calculer directement ces fonctions M,(R). 
On aurait pu raisonner de même sur M(f, 9) et définir les fonctions 
M,(R , p). 

Nous allons donc supposer connues ces diverses fonctions et nous en 
tirerons d'importantes conséquences relativement aux séries de fractions 
rationnelles qui ont été étudiées dans la première partie. 


26. Pour plus de netteté, nous étudierons d abord un cas particulier 
sur lequel on verra bien le mécanisme de la méthode. 











1 ve a = 3 Stone | ER BE “pr: n 
Il résulte des remarques faites plus haut qu'un calcul auxiliaire sans difficulté 


permet de passer du cas où l'on prend pour les dérivées un développement semblable 
à celui de la fonction, au cas où l'on prend le développement dérivé. Dans les applica- 
tions on sera amené à prendre les mêmes fonctions M;( HR) dans les deux cas, c'est à dire 


à négliger cette différence, qu'il était cependant bon de signaler. 
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Considérons une infinité de points a, compris dans une couronne 

circulaire mais, à part cela, complètement arbitraires; c'est a dire que les 
a, sont assujettis seulement à vérifier les inégalités 


a<|a,|<f. 


Nous considérerons la série: ! 


(1) f()-Y zn; 


la fonction f(z) peut être développée suivant les puissances croissantes de z 
(2) f(z) = Xe 


et aux nombres c, correspond une certaine série de polynomes de la classe 
que nous étudions 


(3) f(z) = ZQ,(2). 


Nous nous proposons de démontrer que, moyennant certaines inégalités 
imposées aux A,, et sans autre hypothèse, cette série (3) converge absolument 
et uniformément sur une infinité de diamètres du cercle de rayon ß et a, sur 
ces diamètres, la méme somme que la série (1).  Relativement à l'infinité 
de ces diamètres, on peut dire qu'il y en a une infinité non denombrable 
dans tout angle aussi petit que lon veut ayant son sommet à l'origine. 


27. Pour déterminer les inégalités auxquelles doivent satisfaire les 
A, nous désignerons par 


Lu 


n 


une série convergente arbitraire à termes positifs; on pourrait supposer, 


par exemple, pour fixer les idées, 





1 Il est bon de faire observer dés maintenant que si l'on avait une série analogue, 
mais où les a, soient assujettis à la seule relation a < la, |, on pourrait obtenir les 
mêmes conséquences à l'intérieur du cercle de rayon A, puisque la série donnée et celle 
du texte ne différeraient que par une fonction holomorphe à l'intérieur de ce cercle. 


344 Emile Borel. 


mais il est inutile, pour l'instant, de faire aucune hypothèse particulière 
sur la valeur des w,. 

Décrivons un cercle ©, ayant pour centre le point «, et pour rayon 
au,; les rayons de convergence seront ceux qui ne passent par aucun point 
a, et qui ne rencontrent qu'un nombre limité de ces cercles. Il est clair 
qu'il existe une infinité non dénombrable de tels rayons, dans tout angle 
0 ayant pour sommet l’origine." En effet, l'angle sous lequel le cercle C, 
est vu de l'origine est égal à 


. Un : 
2aresimn,—,- 2 arcsim Un 


lex] 
puisque a < la, |. La série 


22 are sin u, 


est évidemment convergente de même que la série Zu,; on peut donc 
choisir p assez grand pour que l'on ait 


oo . 
Y 2aresinu,<6,; 
n=p+1 


dès lors il y a dans l'angle @ une infinité non dénombrable de demi-droites 
qui ne rencontrent aucun des cercles C, (n > p-F 1); si l'on exclut, parmi 
ees droites celles qui pourraient coïncider avee Oa, , Oa, , ..., Oa,, il en 
restera encore une infinité non dénombrable, ce que nous avions annoncé. 

Il s'agit maintenant de choisir les A, de manière que tous ces rayons 
soient des rayons de convergence. 

Or, si l'on mène de l'origine les tangentes au cercle C, et si on les 
prolonge jusqu'au cercle de rayon f, on formera une région S, tout à fait 
analogue à celle que nous appelions plus haut S(R, p), avec cette diffé- 
rence que le point a, y remplace le point 1; le rayon R est égal à f et 


le rayon o à aw; lorsque le point z est intérieur à cette région S, le 


point — est manifestement intérieur à la région 
; 


n 
3 au 
s( B au) 
zz 





1 t 5n . ^ . . . x 
On démontrerait de la même manière l'existence de diamètres de convergence; 


mais il est préférable, pour la suite, de considérer les rayons. 
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c'est à dire, puisque «<|a,|< f, à la région 


B M 
s, B ) 


puisqu'on agrandit la région S en augmentant À et en diminuant p. 





Or, on a, 


Par définition méme de la fonction M(R, o), l'on a, = étant intérieur à 
6 


m 





: /8 au 
la région se t 
= m^ 


Ye). hp 


Choisissons les A,, de telle manière que la série 


y: [A an(2, ==) 


— a B 


An 


a m 














soit convergente; il suffit pour cela de supposer: 
IA. | Gp RS © 


(7) 
en 


a Am 





Alors la série double 





sera absolument et uniformément convergente pour toutes les valeurs de z 
situées à l'intérieur des régions S, définies plus haut. Si l'on considère l'un 
des rayons de convergence, choisi comme nous l'avons dit, c'est à dire ne 
rencontrant qu'un nombre limité de cercles C,, la série double pourra s écrire: 





m=p oo i o6 oo 
^ — An P3 Y — Ap p(3 
d n ze) Sr PART a n a. E 
wal = m m ml nsi m m/ 


La première partie est la somme d'un nombre limité de séries absolument | 
et uniformément convergentes sur le rayon considéré; la seconde partie est 
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une série double qui, elle aussi, converge absolument et uniformément sur 
ce rayon; l'ensemble forme done une série double absolument convergente, 
c'est à dire dans laquelle on peut intervertir l'ordre des sommations sans 
que la convergence cesse d'être uniforme; la somme de cette série est 


1 


d'ailleurs égale à f(z).' Or, en intervertissant l'ordre des sommations on 


peut poser 





mn ek An P 
2 Am ee) = Be). 


Il est clair que la série 22Q,(z) est semblable à la série XP, (z), les coeffi- 
cients de similitude étant précisément les coefficients c, du développement 


Zo. 
28. On a done démontré le théorème suivant. 


Théoréme I. Soi 
1 





mas XX 


I:-——2 


une série définissant une classe à région de convergence étoilée et soit 

M(R, 0) la fonction majorante correspondante (définie p. 341). Désignons 
» p 5 A 

par a, des nombres quelconques satisfaisant aux inégalités 


a <|a,| < B 





Etant donné un nombre arbitrairement petit ¢, on peut déterminer m’ de telle 
manière que: 


oo 
2; Um X E. 
m +1 


Le nombre m’ étant ainsi choisi, et supposé de plus supérieur au nombre p tel que le 
rayon donné ne rencontre pas les cercles C, (n > p) les m’ premières séries sont uni- 
formément et absolument convergentes sur ce rayon; en particulier, il existe un nombre 


^» tel que l'on ait, pour chacune de ces séries, en nombre m’: 


n=n' 
Am A 2 € 
Ann UNIS 
T$ iR 
Z — Um rA An An m 


on a des lors visiblement, sur tout le rayon considéré, 


n=n' 


= S 
AE = LE ace) X 2€. 
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et par À, des nombres assujettis aux inégalités 


(4) u : a Ale an, 


a 


la série Lu, étant une série convergente à termes positifs. Si Von pose 


(1) ea 


ZO; 
la fonction f(z) peut étre développée en une série de la forme 
(2) f(z) = Zar; 

soit dés lors 

(3) f(2) = 2@, (2) 


le développement semblable au développement F(z), les coefficients de simili- 
tude étant les nombres c,. Il existe dans tout angle ayant son sommet à 
l'origine une infinité de rayons du cercle de rayon B tels que sur chacun d'eux 
le développement (3) converge et ait même somme que la série (1). 


29. On aperçoit immédiatement les importantes conséquences qu'en- 
traine ce théorème lorsqu'on le rapproche des résultats obtenus dans la 
première partie de ce mémoire. Nous avons démontré que, sous certaines 
conditions de convergence (qui sont une conséquence des inégalités (4)) 
une série telle que (1) admet des courbes de convergence uniforme, même 
dans les régions oü les póles forment un ensemble partout dense; nous 
avons vu aussi comment l'intégration définie le long de contours fermés 
de convergence uniforme permet de déterminer les pôles et les résidus. 
Mais ces divers résultats pouvaient paraître sans application possible, puisque 
la connaissance aussi bien des courbes de convergence uniforme que de la 
valeur de la fonction sur ces courbes exigeait la connaissance préalable de 
la série (1). 

Il n'en est plus ainsi lorsqu'on tient compte du théoréme précédent; 
il suffit de connaitre le développement (2) pour déterminer la valeur de la 
série (1) sur toute courbe de continuité. En effet, si C est une telle courbe 
(comprise à l'intérieur de la couronne et ne coincidant pas avec un rayon) 
la série (3), que nous savons déduire de (2) converge en une infinité de 
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points de C formant un ensemble dense sur tout arc de C; car il y a des 
rayons de convergence dans tout angle si petit qu'il soit. Si done la 
fonction est continue sur C, la connaissance de ces valeurs permet de la 
définir complètement. 

Done, étant donné un développement en série tel que (2), si l'on sait 
qu'il provient d'une série de la forme (1), sans rien connaitre de plus sur 
cette série, il est possible, par des opérations bien déterminées, de connaître 
la valeur de la fonction sur des courbes de convergence comprises à l’intérieur 
de la région où se trouvent les points singuliers et, par l'intégration dé- 
finie le long de ces courbes,’ de déterminer les pôles et les résidus corres- 
pondants, c'est à dire de reconstituer la série (1) en partant du développe- 
ment (2). 


30. L'étude de la série obtenue en intégrant terme à terme la série 
(3) est aussi fort intéressante; on obtient 


(5) A, log (1— =) = feo 


1 





On remarquera que nous parlons d'opérations bien déterminées, et non d'opéra- . 
tions en nombre limité. Dans la théorie des fonctions analytiques d’après WEIERSTRASS, 
il est aussi complètement impossible (théoriquement) de résoudre n'importe quelle question 
par un nombre limité d'opérations (on n'y arrive pratiquement, dans des cas exceptionnels 
que grâce à des circonstances particulières heureuses); on se heurte en effet, à chaque 
instant, à la question de savoir si une série caleulée numériquement est ou n'est pas 
convergente et il est clair qu'aucun calcul fini ne saurait résoudre cette question. 

Dans les applications numériques, on regarde comme convergentes les séries dont 
les termes décroissent rapidement, on admet méme que des régles empiriques donnent 
une limite supérieure de l'erreur commise. Cette maniére de procéder donne d'ailleurs, en 
fait, des résultats généralement satisfaisants; on pourrait méme dire toujours satisfaisants, 
si lon tient compte des propriétés aujourd'hui bien connues des séries asymptotiques: 
elles se trouvent, en fait, être pratiquement utilisables tant qu'elles paraissent convergentes. 

Si l'on admet cette manière de procéder, on pourra dire que le calcul, avec une 
approximation donnée à l'avance, de la somme d'une série convergente, n'exige qu'un 
nombre limité d'opérations et dés lors le résultat que nous avons obtenu prendra la forme 
suivante: étant donné un point « du plan, le résidu correspondant sera A, si «— a, et 
sera zéro si « ne coincide avec aucun des points an: la connaissance du développement 
(2) permet de caleuler ce résidu, par un nombre limité d'opérations, avec une approxima- 
tion donnée à l'avance e. D'ailleurs ce résidu est obtenu comme la somme d'une série 
convergente, de sorte que les remarques qui viennent d'étre faites relativement au nombre 
limité d'opérations ont encore l'occasion de s'appliquer à cette série. 
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et cette égalité est exacte sur tous les rayons de convergence, la détermina- 
tion des logarithmes étant prise égale à zéro pour z= O et fixée ensuite 
par continuité, en suivant le rayon. 

La relation (5) conduit à des conséquences importantes lorsqu'on 
l'applique aux divers points (intersection de divers rayons de convergence 
avec une courbe de continuité C. Supposons, pour plus de netteté que C 
soit un cercle ayant son centre à l’origine et soit Æ l'ensemble des points 
d'intersection de ce cercle avec les rayons de convergence. Cet ensemble 
E est dense sur tout arc de C. La série de polynomes 


Y feo 


converge en tous les points de l'ensemble E; elle définit d'ailleurs une 
fonction continue dans E, c'est à dire telle que si A est un point de E 
la limite des valeurs que prend la fonction en un point B, qui tend vers 
A sans cesser d'appartenir à E, a pour limite la valeur de la fonction en 
A lorsque BA tend vers zéro. Soit « un point du cercle C n'appartenant 
pas à E; lorsque le point B de E tend vers « en restant toujours du méme 
côté de a, la valeur de la fonction tend vers une limite, mais cette limite 
peut dépendre du côté suivant lequel on s'approche de a. Ainsi, en tout 
point « de C on peut définir f(x + o) et f(x — o) au sens de LrJEUNE- 
DrmucunLET; mais ces valeurs peuvent ne pas être égales; leur différence 
est la mesure de la discontinuité en a. On démontrera aisément que leur 
différence est égale a 2zi2.A,, la somme étant étendue à tous les résidus 
A, tels que les pôles correspondants a, soient sur le rayon Oa. On a 
ainsi une méthode pour la recherche des pôles et des résidus, méthode qui 
ne diffère pas d’ailleurs essentiellement de celle que nous avons donnée 
d'abord, mais qui est d'une application plus simple vu que l'on n'a à 
intégrer qu'une série de polynomes. De plus, nous trouvons là un premier 
exemple d'une espèce particulière de fonctions non uniformes, sur lesquelles 
nous reviendrons plus loin. 


31. Nous allons montrer maintenant que, si les A, vérifient des iné- 
galités convenables, il existe des rayons de convergence sur lesquels la série 


(3) f(z) = £9.) 
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converge ainsi que toutes ses dérivées lesquelles sont égales aux dérivées de 
la série 
> ND. An 

(1) ON ati 

Si l'on désirait seulement obtenir la convergence des dérivées jusqu'a un ordre 
déterminé h, il suffirait de remplacer M(R,) par le plus grande des 
fonctions M,(R, p), M(R,p),...,M,(R,p) définies page 342. Pour 
chaque valeur de À et de o, soit p(A, p) la plus grande de ces quantités, 


il suffira de remplacer les inégalitós (4) par les suivantes 


B aun 
n, Re) lal <M: 


Mais ce procédé ne s'applique évidemment plus lorsque le nombre h 





devient infini, c'est à dire lorsque l'on veut que les dérivées de tout ordre 
de la série convergent sur une infinité de rayons dans tout angle. Pour 
traiter ce cas, il suffit d'appliquer un théorème de Paun pu Bors Reymonp 
dont j'ai déjà, à diverses repris 





signalé l'importance. ' 
DEUS DAS A , : : B 
D'après ce théorème, étant données les diverses fonctions a 0) 
a“ 
lesquelles augmentent indéfiniment lorsque o tend vers zéro, il est possible 


de trouver une fonction p(p) telle que l'inégalité 


(6) AE ; )) < pip) 


soit vérifiée, quelque soit h, lorsque p est assez petit; il est clair que la 
valeur o' à partir de laquelle l'inégalité sera vérifiée dépendra en général 
de h; mais, quel que soit h fixe, il existera un nombre 9’ tel que l'inégalité 


(9) soit une conséquence de l'inégalité 
OS 


Dès lors, si l'on suppose vérifiées les inégalités 
gr GM 
(7) pe) [A | us 


Voir notamment mes Leçons sur la théorie des fonctions, note II, où l'on en trouvera 
une démonstration. 
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on pourra affirmer que les inégalités 





3 au 

7 i n 

(8) a , 8 ) |4..| < Uy 

sont, quel que soit le nombre Ah fixe, vérifiées à partir d'une certaine valeur 
de n et cela suffit évidemment pour que la dérivée d'ordre h converge sur 
les rayons de convergence déterminés comme plus haut. 


32. Nous pouvons done énoncer le résultat suivant 


Théorème Il. Les notations et les hypothèses du théorème I étant con- 
servées, sauf que les inégalités (4) sont remplacées par les suivantes 


(7) aff) [Aol su. 


on peut affirmer que sur les rayons de convergence, non seulement la série 
(3), mais encore toutes les séries obtenues en la dérivant terme à terme, con- 
vergent absolument et uniformément et sont respectivement égales aux dérivées 
correspondantes de la série (1). 





33. Il est aisé d’étendre les résultats qui précédent au cas de séries 
de fractions rationnelles non décomposées en éléments simples. Soit, pour 
fixer les idées 


T) 
g(z) —» "e 


une telle série, dans laquelle les 7;(2) et R,(z) sont au plus! de degré m. 
On a d'ailleurs 





Rule) (a Ber). == 1) 


les nombres a,,b,,...,/, étant en nombre au plus égal à m et ayant 
tous leurs modules compris entre deux nombres fixes « et 9. Il résulte 
de ce qui précède que si lon trace des cercles de méme rayon p ayant 
pour centres les divers points 4,, b,,...,1, et si, menant de l'origine les 





1 Le cas où les degrés augmentent indéfiniment peut, par l'introduction de termes 

5 o 
nuls, on par la réunion d'un nombre limité de termes, se ramener à celui où AR„(z) est 
de degré n; on peut d'ailleurs le traiter directement par des méthodes analogues, mais 


les inégalités auxquelles doit alors satisfaire 7, sont plus compliquées. 
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tangentes à ces cercles, on prolonge ces dernières jusqu'au cercle de rayon 
f de manière à former une région analogue à la région S(R, o), il est 
possible de trouver au moyen de la fonction M(f, o) un maximum de la 
somme des modules des termes du développement en série de polynomes 
de la fonction 


I I 
R,@)  (g— ane — dh)... @— 4) 








Pour s'en convaincre il suffit de remarquer que si l’on choisit comme 
contour C le contour formé par des ares des cercles de rayons p, leurs 
tangentes, et des ares du cercle de rayon f, il est possible de trouver un 


contour C' sur lequel le maximum du module de puisse être déter- 


I 
miné par la seule connaissance des nombres po, m,a, 8. Dès lors le 
maximum trouvé et que l'on peut appeler 


M'?(p , a, B) 


ne dépend nullement de la situation particulière des pôles de R,(z) dans 
la couronne limitée par les cercles de rayons a et 8. Des lors, en assu- 
jettissant les coefficients des numérateurs T7,(z) à des inégalités tout à fait 
analogues à l'inégalité (4) on assurera la convergence absolue et uniforme 
du développement en série de polynomes de la fonction g(z) actuellement 
considérée, dans les mêmes conditions que pour la fonction f(z) étudiée 
précédemment. 


De méme, on pourra déterminer une fonction 


up) 


telle qu'en l’introduisant dans les inégalités à la place de M"(o, a, f) 
on ait un théorème analogue au théorème II, c’est à dire exprimant la 
convergence des dérivées de tous les ordres de la série de polynomes sur 
les rayons de convergence. 


34. On peut ainsi énoncer le théorème suivant: 


Théorème III. Kant donnée une classe déterminée de séries de poly- 


nomes à région de convergence éloilée, classe définie par les relations 


Sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. 393 


I 





F(z) = = =P, (2), 
Kn 
P,(2) = Za, ig 


étant donnés en outre un entier positif m et deux nombres positifs a et B (a — f), 
il est possible de déterminer une fonction p(p) ayant les propriétés suivantes. 
Soit 


_ T(z) 
(1) 9(2) = R,(2) 
une série de fractions rationnelles; on suppose que les degrés de T,(z) et de 
R,(2) sont au plus égaux à m; le coefficient de la plus haute puissance de 


z dans R,(z) est égal à l'unité et les modules des zéros de R,(z) sont su- 
périeurs à a; enfin les coefficients de T,(z) satisfont tous à l'inégalité 





| A, |n.) € u, 
la série Liu, étant convergente. Soit 
g(z) = Le, 2 


le développement de g(z) suivant les puissances croissantes de z, développe- 
ment dont le rayon de convergence est au moins égal à a. Si Von pose 


- 


Ch, k = C, G, y ) 


(2) g(e)= 2:92) 


il existe, dans tout angle ayant son sommet à l'origine, une infinité de rayons 
du cercle B sur lesquels la série (2) converge absolument et uniformément et 
a méme somme que la série (1), cette propriété subsistant pour les séries dé- 
rivées d'ordre quelconque de (1) et de (2). 


35. Les observations que nous avons faites dans le cas des séries de 
fractions simples, relativement à la détermination sur des courbes de con- 
tinuité subsistent dans leur intégralité. Seulement, en ce qui concerne 
l'intégration, il y a lieu de tenir compte des observations sur les résidus 
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que nous avons faites dans la première partie. Un cas intéressant est 
celui où les coefficients des polynomes 7,(2) vérifient les inégalités du 
théorème III, alors que les numérateurs des fractions obtenues par la dé- 
composition en éléments simples ne vérifient pas les inégalités du théorème 
II, ni même du théorème I, ces numérateurs formant cependant une série 
absolument convergente. I] est dès lors possible, par intégration le long 
des courbes de continuité, de déterminer les résidus, absolument comme 
dans le cas où les conditions du théorème I sont vérifiées. On peut aussi 
obtenir relativement à l'impossibilité du prolongement analytique dans des 
régions où les pôles forment un ensemble dense, des résultats qui répondent 
en partie aux questions posées à la fin de la première partie. Mais, pour ne 
pas allonger démesurément, nous énoncerons ces résultats à la fin de cette 
deuxième partie, en nous bornant au cas particulier où la classe de séries 
de polynomes considérée est celle que M. MrrrAG-LEFFLER a le premier 
signalée. Nous aurons en méme temps l'avantage de pouvoir donner un 
énoncé plus précis, dans lequel rien ne restera indéterminé. 


36. Nous allons, en effet, calculer une limite supérieure de la fone- 
tion désignée plus haut par M(R, p), dans le cas des développements de 
M. MrrrAG-LEFFLER. 

Rappelons d'abord les résultats obtenus par M. MrrTAG-LEFFLER. 
Nous utiliserons les notations de son mémoire Swr la représentation ana- 
lytique d'une branche uniforme d'une fonction monogène (Acta mathematica, 





t. 23), en les appliquant à la fonction particulière 











— Z $ 
En conséquence, nous poserons ' 
n* ns nin à, + à, st e. NE ae ^ At HA 

EINE NIE : (5) , 
Àj-70 À,—0 ers NN EL ee ers | An 2 
10 

Y 

Ge) — gp) 

(2) = 9. (2) —Gn_(2), DW Ay Suas COs 





Nous modifions légérement la formule de M. MırTAG-LEFFLER, afin d'avoir une 
serie absolument convergente (ou du moins, afin qu'il soit aisé de démontrer que la 
convergence est absolue, car il est possible que ‘la série même de M. MrrrAG-LEFFLER, 


soit absolument convergente). 
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Nous remarquons de suite que g,(z) est un polynome en z de degré ^ 
dans lequel tous les coefficients sont positifs et inférieurs on égaux à un; 
par suite G,(z) est un polynome du méme degré dans lequel les coefficients 
sont tous en valeur absolue inférieurs à un et, par suite, si le module de 
2 est inférieur à À, on a certainement 


ICI REEL pe 


Jtr ay 


On peut donc écrire, en supposant R 2 
(11) ERE DU | =< Brae 


Cette inégalité nous sera très utile. La manière même dont on l’a obtenue 
prouve qu'elle subsiste si l'on prend un nombre quelconque de fois la 
dérivée des deux membres par rapport aux variables qui y figurent. On 
a donc, quelque soit h 


h 
YR) ( = EE LH uin 1 Anh Prin 
(12) Re) < wR 


37. Ces inégalités établies, revenons au théorème de M. Mrrrac- 
LEFFLER. Il consiste en ce que l'on a 





= > G,, (2) 


# n=0 


la série du second membre étant absolument" convergente dans tout domaine 











* Comme nous venons de le dire la convergence absolue dont ne parle pas M. Mirrac- 
LEFFLER et qui résultera manifestement de nos calculs a été obtenue par le changement 
de n en n°. Il est évident que si une série 


(1) L2) 

converge wnzformément dans un domaine D, il est possible en groupant convenablement 
ses termes, de la transformer en une série qui converge absolument et uniformément dans 
ce méme domaine, c’est à dire telle que la série des modules converge uniformément. 
Mais si la série (1) converge uniformément dans une infinité de domaines D,, D,,..., 
D;,... de plus en plus grands, la convergence n'étant pas uniforme dans l'ensemble 
de ces domaines, il n'est pas certain qu'un même groupement de termes puisse rendre la 
série absolument et uniformément convergente dans chaque domaine D,. C'est cependant 
ce qui a lieu dans le cas trés général où il existe une série de comparaison fixe Lu, 
indépendante de / et telle que le reste de la série (1) soit inférieur au reste de la série 
de comparaison, à partir d'un certaine valeur de n fixe dans chaque domaine D,, mais 


dépendant de /. 
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fini D ne renfermant à son intérieur ni sur son contour aucun valeur de z 
réelle et supérieure ou égale à un. 

En particulier, on peut choisir comme domaine D le domaine S(R, p) 
défini plus haut. Notre but actuel est. de déterminer une limite supérieure 
M(R,p) de la somme des modules des termes de la série, lorsque 2 a une 
position queleonque dans le domaine. Pour cela nous déterminerons d'abord 
un nombre N, tel que l'on ait, dans tout le domaine D 


(13) > ala 


n=N\+] 


On aura dès lors, en utilisant les inégalités (12) 


c2 n=N n= NING] 
Faigle + Ve < X meae, 


en supposant toujours R> 2, ce qui n'a pas d'inconvénient, puisqu'on 
peut toujours remplacer une valeur de R par une valeur plus grande. 
On a donc 


(14) M CE a) PRES 


tout revient à déterminer N. 


38. Mais auparavant nous remarquerons que si, pour la valeur de 
N choisie, on a, en méme temps que l'inégalité (13), les inégalités 


(15) „lee IS, ho ‚a, NEO: 
les inégalités (12) donneront 
(14°) M,(R ; > | G (2 )| zZ Ar a 1 4X4 NH : 


> ite i an An 4 1 

Pour atteindre complètement notre but nous devons done déterminer 
1° le nombre N; 2° les nombres .A,. 

39. Dans ce but, reportons-nous au mémoire de M. MrrrAc-LEFFLER, 


et en particulier aux formules (33) de la page 58 dont nous transcrivons 
la première et la dernière 
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m > enw(n) log nw(n), 
M, +m, +... + m,. +m, > m, ıno(n)logno(n). 


Comme nous avons pris 


on voit que ces inégalités sont vérifiées si l’on pose 
a(n) =n’; 


nous adopterons cette valeur pour la fonction w(n). l'inégalité (35) de 
M. Mirrac-Lerrier deviendra alors 


et l'on aura, pour » assez grand 


^Y 


5 


T 


(16) fae 








C étant une constante. Il en résulte 
C C 
= nt zi Ge, 


n — 1)? 








hs] : — Jn_1(2) 


[es 


|6.C)| < 





L— — 9,(2) 


I 





et, par suite, l'on voit à la fois que la série Y |Q,(z)| converge et qu'il 
est aisé d'obtenir une limite supérieure de son reste. 


40. Le point délicat consiste, étant donné le domaine S(R, p), à 
déterminer un nombre N tel que l'inégalité (16) soit vérifiée pour n> N, 


la constante C étant inférieure à En effet s'il en est ainsi, on aura bien 


2 





= 3 wg „I ANN _. 
E eO! Ze de ne T =| <= | v: 
nn n=N+1 - 


N 
ce qui est notre inégalité (13). 
Or, le domaine S(R, p) étant donné, nous pouvons choisir d'abord 
l'étoile E et le nombre n de manière que l'étoile désignée par Æ dans 
le mémoire de M. MrrraG-LerrLer le comprenne entièrement à son in- 
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térieur. On voit aisément que cette condition sera remplie si l'on choisit 


3 p p ; 12 ; Ej 
pour E le domaine S( Rh + 29, 2) et si l’on determine n par la condition 


n— I Zen 
P 


Il suffit de se reporter aux pages 49 et 50 du mémoire du M. Mrrraa- 


LEFFLER en remarquant que l'on a ici 


1 1 
1 — 2 na(n) == Cas 





Quant au nombre g, limite supérieure des valeurs de la fonction sur 


jf 
le contour de l'étoile E, il satisfera visiblement à l'inégalité 


I< 0 
Enfin relativement au nombre # qui tend vers l'unité pour » infini (page 
58 du mémoire de M. MirraG-LerFLER) on voit sans peine que l'on peut 
toujours supposer 

Kass 


CJ eR Ere Sat : en : 
Done en prenant N — = l'inégalité (16) sera bien vérifiée quel que soit 


n supérieur à N, la constante C = gk étant inférieure a E 


L'inégalité (14), en y remplaçant N par cette valeur, nous donne 
l'inégalité fondamentale ! 
32R 


sR\ P 
8R “3 
p 


(17) eR ER pS 


41. Il nous reste à calculer les nombres A, qui figurent dans les 
inégalités (15). Il suffit, pour cela, d'utiliser l'inégalité par laquelle nous 
avons démontré, d'une manière générale, la convergence absolue des séries 





* Dans mon cours du Collège de France, j'ai indiqué une méthode pour obtenir 


cette inégalité directement, sans se servir des calculs de M. MrrrAG-LEFFLER. Il est 
plus simple de procéder ainsi que de refaire ces caleuls; si on les suppose connus, comme 
il est naturel ici, la marche du texte est un peu plus bréve. 
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semblables à une série X P,(z) donnée. Nous négligerons d'ailleurs, pour 
abréger, la différence entre les séries semblables et les séries dérivées: il 
s'introduit ainsi, comme il a été expliqué, des facteurs proportionnels aux 
puissances de z, c'est à dire ici inférieurs à une puissance de À, ce qui 


est tout à fait sans importance à côté des facteurs exponentiels. Or l'in- 
tégration le long du contour S(Z, 5) nous donne 


A) / e 
>. | Gr (2) | = ML P | ez) | : 


M étant le maximum du module de la dérivée d'ordre A sur le contour 
d'intégration et Z la longueur de ce contour. Or on a évidemment 


hh 
On a done 
. 6h^R 
h pha 


et lon voit que, dans les inégalités (14) ce terme est négligeable par 
rapport au suivant. On a donc, au moins pour p assez petit 


32R 
32 Rh —— 


(075) Ms. p) =< t pns) 7 





Les inégalités (17) et (17’) seront commodément remplacés dans les appli- 
cations par les suivantes. On a, quel que soit h, pourvu que A soit 
assez grand 


(18) MR, 7) <n(R) 
en posant 

Re 
(19) uR)=e , 


e étant un nombre positif quelconque, mais fixe. 
On verrait sans peine que la fonction p(#) ainsi déterminée est aussi 
celle qu'il. convient d'introduire dans l'énoncé du théorème III, quel que 


soit m, lorsque l'on choisit le développement de —— défini par les re- 


z 
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lations (10). Mais, au lieu de développer les calculs qui conduisent à ce 
rósultat, il nous semble préférable de terminer cette seconde partie en 
énonçant rapidement quelques-uns des résultats précis qui se déduisent des 
formules (18) et (19), en utilisant les théorémes I et II précédemment 


démontrés. 


42. Théorème IV. On considère la série 


An 
OF 





et l'on suppose que, a, €, m étant des nombres positifs quelconques, mais 


fixes, on a,’ quel que soit n, 
2+E 


14,1 < gu 
le, | > a; 
My < M. 
On définit des nombres c, par les égalités 


. f o)  m,(m,- 1)... (mn + k — 1) An 
m 2:55 ag: x 








et l'on. pose 
HQE N ee 


le IN Di 








At... + An 
" zZ 
Ap ot + An re 
n 


AO zen en [A [à a TE |An ; 
7,(2) = (2) = Coy 
G,(2) = g.(4) — Gna(2)- 
Dès lors la série 
(8) Z G,(z) 


converge sur une infinité de droites issues de l'origine, et a pour somme f(z), 





On suppose de plus que les m, sont entiers; il serait aisé de se débarrasser 
de cette hypothése, mais il faudrait pour cela entrer dans des détails sur les fonctions 
non uniformes. On pourrait aussi supposer que m, augmente indéfiniment avec n, à con- 
dition de limiter sa croissance d'une maniére précise; de supposer, par exemple m, < n. 
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la convergence étant absolue et uniforme sur tout segment fini de chacune de 
ces droites. Il y a d'ailleurs une infinité non denombrable de telles droites 
dans tout angle, si petit qu'il soit, ayant son sommet à l'origine. Les dé- 
rivées d'ordre quelconque de la série (S) convergent de méme sur ces droites 
et sont égales en chaque point aux dérivées de f(z). 


43. Soit E l'ensemble dérivé de l'ensemble des points a, et Y l'en- 
semble des points du plan qui n'appartiennent pas à E. Il peut se faire 
que l’ensemble Y se compose de plusieurs parties séparées; la série donnée 
définit dans chacune d'elles une fonction analytique. Soit D une portion 
d'un seul tenant du domaine X ne contenant pas le point z = o; il est 
clair que, parmi les droites de convergence définies dans l'énoncé précédent, 
il y en a dont une portion finie est entièrement comprise à l'intérieur de 
D. La connaissance des valeurs de la série sur ce segment suffit pour 
déterminer complètement la fonction analytique que définit cette série dans 
le domaine D. D'autre part, il est clair que les hypothèses fondamentales 
de l'énoncé subsistent lorsqu'on remplace z par z + z, à condition que le 
point 2 = z, n'appartienne pas à Æ; le nombre a est simplement remplacé 
par un autre nombre fini. On peut donc énoncer le 


Théorème V. S; l'on pose 


at EUM 


— (3 — Gn)" 





en supposant 


l4|«e* , 
My <M, 


et si l'on désigne par X l’ensemble des points du plan qui n’appartiennent 
pas à l'ensemble dérivé E de l'ensemble des points a,, la série f(z) définit, 
dans le cas où X se compose de. plusieurs domaines séparés (en nombre fini 
ou infini) une fonction analytique dans chacun de ces domaines. 

La connaissance d'une de ces fonctions analytiques permet de calculer 
toutes les autres. 

On peut affirmer, de plus, que chacune de ces fonctions analytiques 
admet comme domaine naturel d'existence la portion de X où elle est définie 


Acta mathematica. 24. Imprimé le 8 mars 1901 46 
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par la série, c'est à dire que les points de E qui servent de frontière à 
celle région sont effectivement des points singuliers. 


44. Lorsque la série f(z) est donnée, on peut, comme nous l'avons 
fait observer, y remplacer z par 2 + z, sans modifier ses propriétés essen- 
tielles, à condition que le point z, n'appartienne pas à cet ensemble, c'est 
à dire qu'à tout point z, de Y on peut ainsi faire correspondre une série 
de polynomes relative à ce point, série qui converge ainsi que toutes ses 
dérivées, sur une infinité de droites issues du point. Une remarque im- 
portante est la suivante: om peut déterminer les droites de convergence sans 
se donner le point z,; en d'autres termes, on peut déterminer des droites 
telles que la série relative à l’un quelconque de leurs points z, converge sur 
toute la droite, le point z, n'appartenant pas à E. 


45. Pour s'en rendre compte, il suffit d'observer que les droites 
de convergence passant par un point sont déterminées par la condition 
qu'elles rencontrent un nombre limité des cercles C, dont les centres coïn- 
cident avec les divers points a, et dont les rayons sont égaux aux termes 
successifs d'une série convergente à termes positifs &u,. Or, les cercles 
C, étant donnés, on sait qu'il existe une infinité de droites D ne ren- 
contrant qu'un nombre limité d'entre eux. On peut se donner arbitraire- 
ment la direetion de ces droites; et il en existe encore une infinité non 
dénombrable dont la distance à un point donné est inférieure à un nombre 
donné à l'avance. Il est clair que si l'on choisit une droite telle que D, 
rencontrant un nombre limité de cereles C, et ne passant par aucun des 
points a, et si z, est un point quelconque appartenant à D et n'apparte- 


nant pas à Æ, la série de polynomes relative au point z, converge sur 


0 
toute la droite D, ainsi que toutes ses dérivées, la convergence étant 
d'ailleurs absolue et uniforme dans tout intervalle fini. D'ailleurs pour 
calculer les coefficients de cette série, il suffit de connaître les valeurs de 
la fonction et de ses dérivées au point 2,. 

En changeant z en az + f, on peut évidemment supposer que la 
droite D coïncide avec l'axe des quantités réelles; on peut de plus, séparer, 
sil y a lieu, dans chacune des séries de polynomes, la partie réelle du 
coefficient de 7, de manière à énoncer un résultat dans lequel ne figurent 


que des quantités réelles, ce qui n'en diminue pas d'ailleurs la généralité. 


Sur les séries de po\ynomes et de fractions rationnelles. 363 


Dès lors si l'on suppose que sur la droite D (ou axe des x) certains seg- 
ments font partie de l'ensemble E, et certains autres de l'ensemble X, on 
arrive au résultat suivant. 
46. Il est possible’ de former des séries de polynomes 
f(x) = 2-9, (v) 

qui convergent ainsi que toutes leurs dérivées, pour toute valeur de la va- 
riable réelle x, et qui définissent, dans certains intervalles une fonction réelle 
non analytique, dans d'autres intervalles une fonction réelle analytique. Si 
le point x — x, appartient à l'un de ces derniers intervalles, la connaissance 
de la valeur de f(x) et de ses dérivées en ce point permet de déterminer 


complétement les coefficients de la série et, par suite, les valeurs de la fonc- 
tion pour toute valeur réelle de x. 


47. Il importe d'attirer l'attention. sur une circonstance singulière, 
que l'on comprendra nettement sur un exemple particulier. 

Supposons que l'ensemble Æ se réduise à un segment de Oy com- 
prenant le point O, par exemple à l'ensemble des points 6;, 0 étant réel 
et compris entre — 1 et + r; le seul point de Ox qui appartienne à E 
est alors le point « = 0; on a done deux fonctions analytiques sur Oz, 
l’une définie pour x positif, l'autre pour x négatif; on passe d'ailleurs de 
lune de ces fonctions à l'autre au moyen de l'une des séries de polynomes 
qui peuvent étre déduites de chacune d'elles et qui convergent sur tout 
laxe Ox. Mais on peut aussi se servir du prolongement analytique or- 
dinaire, en contournant l'ensemble Æ, c'est à dire en traversant Oy en un 
point dont le module soit supérieur à l'unité. Ces deux manières de pro- 
céder donnent le méme résultat. La circonstance sur laquelle nous désirons 
appeler l'attention est la suivante: il est aisé de construire des cas où ces 
deux manières de procéder donneraient des résultats différents. Il suffit en 
effet, d'ajouter à f(z) une fonction quelconque non uniforme, ayant un 
point singulier de non uniformité parmi les points de Æ autres que z= 0; 
par exemple on peut considérer l'une des fonctions 

ale) f(z) +. Vx + 2", 
h(z) = f(z) + log (1 + 2’). 


* Pour former effectivement de telles séries il suffit d'employer le procédé que 





nous appliquons dans la troisième partie à un cas plus général. 
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Le terme additif donne lieu en chaque point de laxe réel a une série de 
polynomes relative à ce point et qui converge, ainsi que toutes ses dé- 
rivées, pour toutes les valeurs réelles; il est d'ailleurs clair que l'on ob- 
tient des valeurs différentes de la fonction Yı +z? ou log (1 + 2?) suivant 
que l'on passe des valeurs positives aux valeurs négatives de z en traversant 
Oy à Vintérieur ou à l'extérieur du segment qui a pour extrémités les 
points +? et — i. 

Les fonctions g(z) et h(z) sont uniformes, dans la théorie ordinaire 
du prolongement analytique; j'ai déjà signalé, dans ma thèse, l'intérêt 
quil pouvait y avoir à les considérer comme faussement uniformes; nous 
reviendrons plus loin sur ce point, de manière à faire évanouir toute appa- 
rence de contradiction possible entre la théorie du prolongement analytique 
de WEIERSTRASS et la généralisation de cette théorie, qui est naturellement 
suggérée par ce qui précède et à laquelle est consacrée la troisième partie 
de ce Mémoire. 


TROISIEME PARTIE. 


La généralisation de la théorie du prolongement analytique. 


48. Nous venons de voir comment certaines transformations de séries 
de puissances en séries de polynomes donnent le moyen, non seulement 
d'obtenir le prolongement analytique sous une forme commode par sa 
généralité, mais encore d'atteindre des régions dans lesquelles le prolonge- 
ment analytique est impossible. Les résultats que nous avons obtenus 
peuvent donc, en un certain sens, être regardés comme une généralisation 
de la théorie du prolongement analytique; mais, pour établir la nouvelle 
théorie d'une manière complète, il est nécessaire d'aller plus loin et de 
montrer que la transformation en séries de polynomes peut s'appliquer avec 
succès à des séries de puissances toujours divergentes. 


49. Pour plus de netteté, nous nous bornerons aux séries de poly- 
nomes dues à M. MrrraAG-LrrrLER (avec la légère modification indiquée 


1 i SI cr] q r 2 Wd 1 Q 1 € > 
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page 354), bien que tout ce qui suit s'applique sans difficulté à une classe 
quelconque de séries de polynomes à région de convergence étoilée. ! 

Rappelons le résultat fondamental dont nous aurons à nous servir. 
En posant: 








2 


A=0 À,=0 An=0 


An n8 nin [Mie oi cb sse ci Jn iN 
gs) => YY Ada... [de CE 





— 9.(2) — Jn_1(2) 
la serie 
UE 
2 G,(z) 
converge absolument et uniformément ainsi que toutes ses dérivées, dans 


la région S(A, o) quels que soient À et p. De plus si l'on désigne par 
M,(R , 0) le maximum de la somme 


EG (2)| 





' Une étude intéressante serait l'étude simullanée de plusieurs classes différentes, 


au point de vue auquel nous nous plaçons ici; mais nous laisserons ce point complète- 
ment de côté dans ce Mémoire. 

On peut faire à la théorie que nous esquissons diverses objections, et observer, 
par exemple, que le résultat obtenu peut dépendre du choix des constantes c (voir, par 
exemple MrrrAG-LEFFLER, Acta mathematica, t. 24, p. 186, mémoire dont j'ai eu 
connaissance aprés avoir écrit celui-ci). A ces objections, basées sur une hypothèse, on 
pourrait aisément répondre par d'autres hypothèses (par exemple, que l'on peut choisir, 
pour édifier la théorie, des constantes déterminées, ou des classes de constantes; ou bien, 
que l'on peut exclure de la théorie les cas où toutes les constantes possibles — ou du 
moins des catégories trés larges — ne fourniraient pas le même résultat, etc.). 

Mais au lieu de raisonner ainsi dans le vide, il vaut mieux remarquer simplement 
qu'une théorie ne saurait être parfaite du premier coup. Sans prétendre comparer, au 
point de vue de leur importance, la théorie nouvelle avec celle des fonctions analytiques, 
on peut observer que celle-ci date en réalité du jour où Cavcuv a montré que la série 
de TAYLOR peut se déduire de la notion de fonction monogène; mais elle est restée 
longtemps imparfaite: c'est seulement longtemps aprés que le génie de WEIERSTRASS lui 
a donné sa forme définitive; on ne doit donc pas s’étonner des imperfections de la théorie 
nouvelle, qui date seulement de deux ans (puisque les premiers mémoires de M. Mirraa- 
LEFFLER sont de 1898), 
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lorsque 2 reste dans cette région, on a quel que soit le nombre positif € 


AU en NE 


: R : ; re 
au moins pour les valeurs de dépassant une certaine limite (laquelle 


dépend évidemment de % et de e). 


50. Considérons l'expression 


A n 


Eee ER: 
(a, — z)**! 


tragons un cercle C, ayant pour centre le point a, et pour rayon p, et un 
autre cercle 7' ayant pour centre le point z — O et pour rayon un nombre 
R indépendant de m.  Désignons d'autre part par r, le module de a,. 
Il est clair que si l'on mène de l'origine les tangentes au cercle C, et si 
on les prolonge jusqu'au cercle 7', ou forme ainsi une région S, semblable 
" Si le point z est intérieur à la région 


x 


à une certaine région S(R, p). 


. a . > \ DERRE 
le point 5 est intérieur à la région 
Oy ^ 


On a d'ailleurs 


An An I 
(an — zytl an ( 2 x | 
I = 





Des lors, la somme des modules du développement en série de polynomes 


A ONE. 
de la fraction EG est inférieure à 
(a, — z)*+ 
An x, (E. 0 
cram ose EN 
An n Tr 








Teta , Ja. . n 
Si l'on désigne par A et B les points de contact des tangentes avec C, et par 


A’ et B’ leurs points d'intersection avec I’, la région S, est limitée par lare A’B’ 
supérieur à z, les droites AA’ et BB' et l'arc AB inférieur à.z. 
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c'est à dire inférieure, au moins pour m assez grand, si l'on suppose que 
P" tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment, à 


(=) 


PA ea 1 


loas 


car, dans ces conditions, le facteur peut étre négligé, en faisant 


1 
varier aussi peu que l'on veut e, le nombre % étant supposé inférieur à 
un nombre fixe indépendant de ». 

Il est dés lors évident que, si les nombres a, sont donnés d'une ma- 
niére absolument quelconque, il suffira de choisir les nombres p, de telle 
manière que la série 
(E 


—— Tn 
soit convergente; il y aura alors une infinité de droites D issues de l'ori- 
gine et extérieures a toutes les régions S, d'indice assez grand. Si done 
l'on suppose les nombres A, choisis de manière que la série 


R 
m 
SA 
soit convergente, on pourra affirmer que la série de polynomes déduite de 
la série de fractions rationnelles 


A, 
ED 


— (An —2) 


km. 


converge absolument et uniformément, ainsi que toutes ses dérivées, sur 


chaeune des droites D.! 


51. Ainsi, les points a, étant donnés, il n'est pas diffieile de choisir 


les coefficients À, de manière à assurer la convergence de la série de po- 


lynomes sur une infinité de droites issues du point z= o, lequel peut 


appartenir à l'ensemble dérivé E de l'ensemble des points «,; mais c'est 





! Qe qui précède montre qu'il en est ainsi à l'intérieur du cercle de rayon R; 
mais ce nombre R peut être pris aussi grand que l'on veut, en faisant varier infini- 


ment peu €, puisque p, tend vers zéro lorsque n augmente indéfiniment. 
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là un résultat qu'on aurait pu aisément prévoir, d'après ce qui précède. 
Nous pouvons aller plus loin et montrer que, les points a, étant donnés, on 
peut écrire pour les |A, | un système d'inégalités telles que, lorsqu'elles 
sont vérifiées, il existe dans toute région une infinité de droites telles que 
chacun de leurs points ait la propriété qu'avait le point z — o dans le 
eas que nous venons d'étudier: c'est à dire telle que la série de polynomes 
relative à chaeun de leurs points converge sur toute la droite, tous les 
points de la droite pouvant d'ailleurs appartenir à l'ensemble E, auquel 
cas la fonction définie par la série n'est analytique en aucun point de la droite. 


52. Considérons done une série! 


An 


Mer 


dont les pôles ont une distribution absolument quelconque. Designons 
par u, des nombres positifs quelconques tels que la série 


Zu, 


soit convergente et décrivons, de chaque point «a, comme centre, deux 
cercles, l'un C, ayant pour rayon u, et l’autre C; ayant pour rayon w;. 
Nous pouvons d'ailleurs supposer que l'on a, quel que soit » 


ESSET 


, 


de manière que le cercle C; soit toujours intérieur au cercle C,. 


53. Soit maintenant A un point du plan extérieur à tous les cercles 
C,; si l'on mène du point A les deux tangentes au cercle C;, l'angle de 
ces deux tangentes est évidemment 


EET 
2 arc Sin — , 


n 





Nous supposons tous les dénominateurs du premier degré, uniquement pour 
abréger l'écriture; le cas où ce degré serait un nombre fini quelconque ou méme aug- 
menterait indéfiniment avec m, suivant une loi donnée, se traiterait d'une manière analogue. 
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r, désignant la distance Aa,,; mais l'on a 7, > w,; l'angle des tangentes 
est done inférieur à 


2 


2 are sin - — 9 aECISIDSNAS 
n 
les valeurs numériques de ces angles forment par suite une série con- 
vergente: c'est à dire qu'il y a une infinité de droites passant par le point 
A et rencontrant un nombre limité de cercles C;. Pour que la série de 
polynomes relative au point À, qui peut se déduire de f(z), converge, ainsi 
que toutes ses dérivées, sur chacune de ces droites, il suffit évidemment 


que R étant un nombre fixe quelconque, l'on ait, pour » assez grand, 


B 
A 
Pelze 

Or, on peut prendre ow, = n--* et les inégalités précédentes peuvent être, 
quel que soit le nombre fixe À, remplacées par les suivantes 


2+e 
IS ee 


) 


= étant un nombre positif arbitraire. 
D'ailleurs, la série Zu, étant convergente, il existe une infinité de 
droites qui ne rencontrent qu'un nombre limité de cercles C,; comme on 


1 


peut toujours négliger un nombre limité de termes," chaque point de ees 


droites peut étre pris pour A. 


54. Pour donner des exemples effectifs, il est commode d'utiliser des 
résultats connus relatifs à l'approximation des nombres irrationnels. | Dé- 
signons par « un nombre irrationnel tel que, dans son développement en 
fraction eontinue, tous les quotients incomplets soient inférieurs ou égaux 
à un nombre fixe B; en particulier, on peut prendre pour « une irra- 
tionnelle quelconque du second degré. Pour fixer les idées nous supposons 


a= V2 





* On suppose, bien entendu, que les termes négligés ne sont pas infinis, c’est à 
dire que la droite considérée ne passe par aucun point a,, ce qui est toujours possible. 
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et l'on a alors 
B= 2. 
^ p . X 125 BEN l , . 1 
Soit ^ un nombre rationnel queleonque et 2, la premiere des réduites de 


q n 
a telle que Q, soit supérieur à g; on sait que l'on a 


q 


pun ps 42 I 
Qn —1 Qn Qn— 1 Qn 








= —a 











=| 
On a d'ailleurs 
Q, < BQ. + 0 S (b Bis DO < (B + 1)q, 
V1 << q 
et, par suite 


I I 
Qi Qn-1 À (B + 1)g* j 





On a done, finalement, quels que soient les entiers p et q: 


I 


B Tal oe 
(B + 1)q° 


1 


—— >> 








Cela posé, considérons dans le plan tous les points dont les coor- 
pose, 


données sont des nombres rationnels, c’est à dire tous les points 


) + 2) 
HS 


q 


p,p,q Cant des nombres entiers; nous supposerons que ces points sont 
les points a,. Si l'on veut exclure certains d'entre eux, de manière que 
dans certaines régions la série définisse une fonction analytique régulière; 
il suffit de supposer nuls les numérateurs correspondants. On sait d'ailleurs 
que les points donnés, peuvent être, d'une infinité de manières, rangés sous 
la forme d'une série simple; pour préciser, nous les rangerons de manière 


qu'en passant d'un point au suivant, la somme 


[p| + |» | + lal 


n'alle jamais en diminuant, 
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55. Considérons maintenant une droite D ayant pour équation 


(D) Ar + A'y + C++ C'a — o, 
A,A’,C,C’ étant des nombres entiers quelconques, dont le dernier est 
TP EM : AE 5 3 E p+ ip’ 
supposé essentiellement different de zéro. La distance d du point z= — —— 
q 


à cette droite est 
D7 Dye Ap + A'p’ + (C + C'a)gq 








d = —— . 
VA? + 4° q 
c'est à dire 
n A 1 A' iy C 
d= (a Bert EE LU 
v4’ + A” C'q 


or, d'après ce qui précède, on a 

















A Ay’ C I 
en T 6209 Di Ts 
1 Br) 
Il en résulte 
I I 6 
|4 | > DT m EET 2) 
CARE TAP (Bip 9:0. 7 


€ étant une constante. D'ailleurs, avec les conventions que nous avons 

5 a ger 5 BER - ) + ip 

faites, il est aisé de voir que le rang » du point az 
Ji 

de grandeur de g? lorsque q est assez grand; on a done certainement, en 


est de l'ordre 


changeant au besoin la valeur de c, 
} 
HER 
7L 


Dès lors, si lon décrit de chaque point a, comme centre un cercle C, 


la droite D ne pourra rencontrer qu'un nombre 





I 
ayant pour rayon nite 


nj 


limité de ces cercles (d'une manière précise, un nombre au plus égal à IE ) )} 


Les points de cette droite pourront donc être pris comme points À; 
N : 2: I 9 I 
d'ailleurs puisque nous prenons ici W,— —,,. nous aurons #,— Tayo et 
nous supposons 
24s 


|A, = EX ) 
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c'est à dire, en observant que le rang » est de l'ordre de grandeur de 


(lol + lol + lal)’, 


Pe+pe+q* 


Me 
jam < € 
Lorsque cette inégalité est vérifiée on peut affirmer que la série 
> Ap. p.a 
& > + ip’ 
Zz —— mex 
g 
donne naissance, en tout point d'une droite D à une série de polynomes 
convergente ainsi que toutes ses dérivées, sur la droite D tout entière. 
56. Un changement de variable trés simple permet d'obtenir une 
droite D coincidant avec l'axe réel et l'on obtient le résultat suivant. 
Théorème. Si l'on pose 


oo p=+o p=+ 


(a) g(p,p'; 9) 
A p+ ip’ 
a 


pee Sa + avr 





la fonction e(p , p', q) vérifiant l'inégalité 
Pep +e 
le(p, p, a| «e* 
la série f(x) qui converge absolument et uniformément ainsi que toutes ses 
dérivées, sur tout segment fini de l'axe des x, définit une fonction d'une 
variable réelle continue, ainsi que ses dérivées de tous les ordres, pour toute 
valeur de la variable. Cette fonction west d'ailleurs analytique pour aucune 
valeur de x si l'on suppose ¢(p, p', q) constamment différent de zéro. 
fonction f(x) a la propriété fondamentale suivante; si l'on. désigne 
par f(x), f'(x,),..., f(x), ... sa valeur et celle de ses dérivées en un 
point réel quelconque x, et si l'on pose 





ne su Bees Hu) fe — ge 

Git) = + a) 

\ A, | Ag . 2 ( n ) , 
A,=0 2,=0 "EET — * 


Gt) = g(x) = f(x), 
(2) = 9. (2) — gs (x) 
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la série 
f(x) = 2 G,(«) 


converge absolument et uniformément, ainsi que toutes ses dérivées, dans tout 
intervalle fini et l'on a quels que soient x et k 


oo 


f(x) = 22 GO9(z). 


0 


57. Le théoréme précédent fait connaitre une classe de fonctions 
d'une variable réelle possédant, comme les fonctions analytiques, la propriété 
d'être complètement déterminées par la connaissance de leur valeur et des 
valeurs de leurs dérivées, em wn point. On peut, aprés avoir constaté par 
un exemple l'existenee effective de telles fonctions, les définir à priori et 
baser sur leur considération une généralisation de la théorie du prolonge- 
ment analytique. C’est la marche que nous allons suivre. 


58. Etant donnée une fonction d'une variable réelle x, continue ainsi 
que toutes ses dérivées dans un intervalle AB, nous dirons que c'est une 
fonction (M) dans cet intervalle si, quels que soient les nombres x, et x, 
compris dans cet intervalle et Ventier positif k, Von a 


(Ofna \ = Orne 

BO (x) = za (x, — %,) 
la serie du second membre étant absolument et uniformément convergente 
lorsque x, étant fixe, x, est intérieur à un intervalle quelconque intérieur 


à AB. 


Les polynomes G,(€) sont d'ailleurs définis par les relations 


n* n8 nin 32/7 a ES 
Fit. +) (a) /E\ ben 
062) => Y... uuu) 
—_ i — | A, A o Es Ann 
A20 Ag=0 et) ee — 
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59. Il résulte immédiatement de la définition qu'une fonction (M) 
est complètement déterminée par la connaissance de la suite 
: ee ies 7 (9 ( a. 
(2) Fa), Ei) Per 


x, étant un point queleonque de AB. 


60. Etant donnée une suite telle que XN, la question de savoir si 
elle définit une fonction (JZ) se ramène à l'étude de certaines séries. Il 
serait désirable, au point de vue de la commodité des applications, de 
remplacer cette étude directe, pratiquement beaucoup trop compliquée, par 
des critères plus simples; ' mais ces difficultés sont d'ordre purement pra- 
tique et n'ont aucune importance en théorie; l'essentiel est que l'on ait 
constaté par des exemples, que les conditions imposées par la définition 
aux fonctions (UM) sont parfaitement compatibles, bien qu'a priori elles 
puissent paraitre surabondantes. Ce qui serait plus important, c'est l'ex- 
tension aux fonctions (M) des propriétés qui m'ont permis d'utiliser dans 
la théorie des équations différentielles d'autres procédés de sommation des 
séries divergentes? Mais c'est un point que je laisserai de côté, pour 
m'occuper exclusivement de la généralisation de la théorie du prolongement 
analytique. 

Si nous considérons un segment de droite AB situé d'une manière 
quelconque dans le plan de la variable complexe z, une transformation de 
la forme 


2 = (a + i8)x + y + io 


peut amener ce segment à coincider avec un segment de l'axe des æ. Si 
une fonction définie sur AB est une fonction (17) après cette transforma- 








1 *LN : ^ . ' wg 
Pour rechercher ces critéres, il sera peut étre commode de modifier la définition 


en ne précisant pas la valeur des nombres appelés m, , m ‚m, dans le mémoire 


PAL CRT S 
de M. MrrrAG-LEFFLER, et pris ici égaux à m*, 4?,..., n!" mais d'assujettir seulement 
ces nombres à vérifier des inégalités convenables. 

Voir mon Mémoire sur les séries divergentes, pages 95-—99 et 121. 

Pour l'étude des relations qu'il y a entre la théorie de M. MirrAG-LEFFLER, la 
théorie développée ici, et la théorie générale des séries divergentes, je me permets de 
renvoyer à mes Leçons sur les séries divergentes qui paraitront prochainement (Paris, 
Gauthier- Villars, 1901). 


"ne 
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tion, nous conviendrons de dire qu'elle est une fonction (M) sur tout AB 
et la formation des séries de polynomes qui la représentent, ainsi que ses 
dérivées, est exactement la méme que dans le cas particulier étudié d'abord. 


61. Soient maintenant deux segments AB, CD, ayant un point 
commun 47 et sur chacun de ces segments une fonction (M); si ces deux 
fonetions prennent, ainsi que toutes leurs dérivées par rapport à z, la 
méme valeur au point J, nous conviendrons de dire que chacune d'elles 
est le prolongement de l’autre. 

Etant donnée une fonction (JZ) définie sur AB et un segment CL 
rencontrant AB au point J, le prolongement sur CD de la fonction (17) 
définie sur AB peut ne pas exister; mais, s'il existe, il est unique. D'ailleurs, 
dans le cas où la fonction (M) est analytique dans le voisinage du point 
I (sur AB), le prolongement existe au moins dans un certain voisinage de 
I (sur CD) et coïncide avec celui que donne la théorie ordinaire des fonc- 
tions analytiques. 

62. Etant donnés un point J et une suite telle que ¥, s'il existe 
au moins un segment AB passant par J et tel que la suite Y définisse 
une fonction (M) sur AB, on dira que la suite Y constitue un élément 
de fonction (M). Un tel élément peut définir une fonction (JZ) dans une 
seule direction, ou dans plusieurs, ou dans une infinite. ' 

Nous pouvons maintenant acquérir la notation d'une fonction (17) 


uniforme dans une région du plan. 


63. Soit (S) une région du plan simplement connexe et (D) un en- 
semble de droites D dense dans tout le plam. Nous entendons par là 
qu'étant donnés deux points queleonques du plan et un nombre arbitraire 
s il existe une droite D telle que la distance des deux points à cette droite 
soit inférieure à e. Sur chacune des droites D, il existe un nombre limité 
ou illimité de segments intérieurs à (S); nous supposerons que sur chacun 
de ces segments est définie une fonction M. Nous supposerons de plus, 





‘Tl y aura sans doute lieu d'introduire une dénomination particulière pour les 
éléments tels que les directions dans lesquelles ils définissent une fonction (M) forment 


un faisceau partout dense. 
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qu'en un point d'intersection intérieur à S de deux quelconques des droites D 
les fonctions (M) définies sont le prolongement l'une de l'autre. Dans ces 
conditions, nous dirons que les diverses fonctions (JZ) définies sur les 
divers sewments de toutes les droites D constituent une branche unique de 
fonction (M), uniforme dans S. Il est clair qu'une telle branche est complète- 
ment définie par un seul de ses éléments; d'ailleurs la définition précédente 
comprend, comme cas particulier, la définition du prolongement analytique. 
Si une fonction analytique est définie dans un domaine S" d'un seul tenant 
intérieur à S et si la fonction (JZ) coincide avec elle, ainsi que ses dé- 
rivées de tout ordre, en un point de S’ la coincidence a lieu dans tout S”. 

Mais il existe effectivement, comme nous l'avons montré, des fonctions 
(M) uniformes dans une région, sans être analytiques en aucun point de 
cette région. ‘Tel est le cas de la fonction considérée page 372, en suppo- 


sant que @(p,p',q) ne soit jamais nul. 


64. Mais dans certains cas, on peut, en partant d'une fonction ana- 
lytique uniforme, définir une fonction (J7) non uniforme; alors une branche 
seulement de la fonction (M) coincide avec la fonction analytique, dans 
son domaine naturel d'existence. 


65.  Posons, par exemple 





et considérons la fonction 


2 





O(2) = gle) + AVR + Blog <> 
La fonction e(z) est une fonction uniforme dans tout le plan, admettant 
comme coupure essentielle le segment rectiligne o < z < 1, que nous dé- 
signerons par OJ, Par suite la fonction @(z) est une fonction analytique 
uniforme; car, la détermination du radical et celle du logarithme étant 
une fois choisies, on ne franchira jamais le segment O1. 

Mais si lon prend dans le plan un point P non situé sur l'axe réel, 
et si l'on forme la série (JZ) qui se déduit des valeurs en P de la fone- 
tion Mz) et de ses dérivées, on obtiendra une fonction (M) sur des seg- 
ments qui traversent O7. Cette fonction (M) peut ainsi être suivie dans 
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tout le plan, sur des chemins différant aussi peu que l'on veut.d'un chemin 
quelconque et, si l'on procède ainsi, on constatera que cette fonction (M) 
n'est pas uniforme. Des lors si l'on considère le cercle décrit sur OJ comme 
diamètre on constatera aisément que l'on a une branche de fonction (JZ) 
uniforme dans ce cercle; mais si dans l'un des deux demi-cercles cette 
fonction coincide avec la fonction analytique @(z), dans l'autre demi-cercle, 
elle en différera, la différence étant visiblement égale à 


2A Jz — :° + 2izB. 


66. Ainsi il peut arriver qu'une fonction (47) uniforme dans un 
domaine d'un seul tenant (S) coincide, dans deux parties séparées de ce 
domaine, avec deux fonctions analytiques différentes. Mais, dans ce cas, 
l'une quelconque de ces fonctions analytiques ne peut pas être prolongée, 
sans quitter (S), dans la partie de (S) où l'autre est définie. 

Il est inutile d'insister: on voit quil ne saurait y avoir de contra- 
diction entre la théorie que nous exquissons ici et la théorie des fonctions 
analytiques édifiée par WEIERSTRASS. 

Nous n'insisterons pas non plus sur les singularités que peuvent pré- 
senter les fonetions (M) non uniformes, les points de ramification ou les 
points singuliers logarithmiques pouvant former un ensemble partout dense; 
car il semble que l'étude des fonctions (M) uniformes doive étre d'abord 
tentée. 


67. Nous avons déjà fait connaître une classe très étendue de fone- 
tions (M) uniformes; nous les avons définies par des séries dans lesquelles 
les points singuliers sont mis en évidence. Il serait évidemment désirable 
de connaitre des cas dans lesquels l'étude d'une fonction (M) peut étre faite 
en partant d'un élément, sans que les points singuliers soient connus à priori. 
Mais ce que nous connaissons de la théorie des fonctions analytiques fait 
craindre qu'il ne soit extrêmement difficile de former un tel exemple. En 
effet, en dehors de deux cas singuliers, les fonctions entières d'une part, et 
les séries de Taytor admettant leur cercle de convergence comme coupure 
d'autre part, je ne pense pas qu'il existe de circonstance” dans laquelle la 





1 Citons cependant, dans cet ordre d'idées, certains résultats obtetus par MM. Fasry, 
Lrau et Le Roy (voir notamment Comptes Rendus, tomes 127 et 125). 
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connaissance d'un élément de fonction analytique ait permis effectivement 
d'obtenir les propriétés de la fonction, sans que ces propriétés fussent 


connues antérieurement au développement. 


68. En terminant, je vais indiquer comment l'on peut résoudre une 
petite difficulté qui pourrait être soulevée à propos de l'exemple donné 
plus haut, mais sur laquelle nous n'avons pas insisté, pour ne pas interrompre 
la suite du raisonnement. 

Nous avons considéré deux systèmes de cercles ayant pour centres les 
points a,; les uns, les cercles C,, ont pour rayons les nombres u,; les 
autres, les cercles C;, ont pour rayons les nombres w;. Nous considérons 


maintenant une infinité d'autres systèmes de cercles, les cercles C7' dont 


les rayons seront w,, les cercles C;" dont les rayons seront Mb 5 co ||: 
cercles C@ dont les rayons seront w;,.... Nous avons vu que si l'on 


considère une droite D qui rencontre un nombre limité de cercle C,, tout 
point A de D possède la propriété suivante: dans tout angle ayant son 
sommet au point À, il existe une infinité non dénombrable de droites qui 
ne rencontrent qu'un nombre limité de cercles Ci. Si l'on désigne par D’ 
l’une de ces droites, la série de polynomes relative au point 4 converge 
ainsi que ses dérivées sur tout D’: il en est d'ailleurs de méme de la série 
de polynomes relative à un autre point de D'; on a done sur D' une fone- 
tion (M). 

Il a done été possible, partant d'une fonction (M) définie sur D, de 
la prolonger dans une infinité de directions à partir de chaque point A de D. 


69. Mais si l'on considère maintenant un point quelconque A’ de D, 
on ne peut pas affirmer que le point A’ ait la même propriété que le 
point A, c'est à dire ne soit à l'intérieur que d'un nombre limité de cercles 
C, et, par suite, soit tel qu'il se trouve dans tout angle ayant son sommet 
en A’, une infinité non dénombrable de droites ne rencontrant qu'un nombre 
limité de cercles C;. Il y a cependant sur D' des points B à partir des- 
quels le prolongement de la fonction (M) est possible dans au moins une di- 
rection; ce sont les intersections avec D’ des droites analogues à D’ qui passent 
par un point de D autre que À; cela suffit, à la rigueur, pour bâtir la 
théorie; mais celle-ci prendrait évidemment une forme plus élégante si chaque 


point A’ de D' avait la méme propriété que chaque point A de D. 
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Or il est clair que, tout point A’ de D' ne pouvant être à l'intérieur 
que d'un nombre limité de cercles C7, il existe dans tout angle ayant son 
sommet en 4’, une infinité non déónombrable de droites ne rencontrant 

ws 


qu'un nombre limité de cercles C}’. En effet si la distance d’a, est dé- 


signée par r,, on a, pour » assez grand, 


PRET 


yer 


, , , 
et comme, d'autre part, l'angle des tangentes menées de A’ au cercle UC} est 


ur 

2 are sin — 

"n 
les valeurs numériques de ces angles forment une série convergente, puisque 

la série Xu, est convergente par hypothèse. 

On peut done mener par 4’ une. infinité non dénombrable (dans tout 
angle) de droites D” ne rencontrant qu'un nombre limité de cercles C7. 
Par chaque point A” d'une droite D" il passe une infinitó de droites D" 


ne rencontrant qu'un nombre limité de cercles C7", et ainsi de suite. 


70. On voit que les droites successivement obtenues D, D', D", D", .. 
n'ont pas les mêmes propriétés; il est cependant possible, et il nous sera 


fort commode, de les définir par une propriété qui leur est commune. 


Nous dirons qu'une droite est une droite (D) s'il existe! un nombre 


fini a tel que cette droite ne rencontre qu'un nombre limité de cercles Ct. 


Il résulte manifestement de ce qui précède que, par tout point A pris 
sur une droite D, il passe, dans tout angle, une infinité non dénombrable de 
droites (D). Car, si le point À n'est intérieur quà un nombre limité de 
cercles C il passe par ce point, dans tout angle, une infinité non dé- 
nombrable de droites ne rencontrant qu'un nombre limité de cercles (es 
ces droites sont des droites (D). 

71. Si done on choisit les numérateurs de la série de fractions ra- 
tionnelles, de manière que cette série définisse une fonction (JZ) sur chaque 


droite (D), on pourra effectuer le prolongement de cette fonction (.M) de 


‘ On suppose, de plus, bien entendu, que la droite D ne passe par aucun des 


points a, 
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la manière la plus commode, en cheminant exclusivement sur des droites 
(D), c'est à dire sur des droites telles que lon puisse se déplacer, à partir 
de l'un quelconque de leurs points, dans une direction aussi voisine que 
lon veut d'une direction donnée à l'avance. 

Or, rien n'est plus aisé que d'obtenir ce résultat; voici l'un des moyens 
que l'on peut employer. 


72. Désignons par @(n) une fonction quelconque de », assujettie à 
la seule condition d'augmenter indéfiniment avec x, en n'étant jamais dé- 
croissante. Soit 7/7 le cercle qui a pour centre le point a, et pour rayon 
ui, Il est clair que chaque droite (D) ne rencontre qu'un nombre limité 
de cercles /;, puisqu'il existe un nombre « tel qu'elle ne rencontre qu'un 
nombre limité de cercles C® et qu'à partir d'une certaine valeur de », 
on a certainement 

e(n)- a+ 


de sorte que le cercle /; est dés lors intérieur au cercle C®. On voit 
dès lors trés aisément qu'il suffit de supposer: 


nf) 
EB S a 


pour que la série 


défimisse une fonction (M) sur chacune des droites (D), la fonction ç(n) 
étant assujettie à la seule condition d'augmenter indéfiniment avec m, ce 
qui permet de négliger les facteurs constants qui la multiplieraient. 


Conclusion. 


= 2 


73. Les recherches entreprises dans ce Mémoire peuvent être en- 
visagées à deux points de vue, que l'on peut appeler brièvement le point 
de vue complere et le point de vue réel. 

Au point de vue de la théorie des fonctions d'une variable complexe, 
je me permettrai de rappeler que, dés 1894, j'ai signalé dans ma Thèse 
la nécessité qu'il y avait, à mon avis, à élargir la théorie du prolonge- 
ment analytique. Malheureusement, je ne pouvais étayer cette opinion 
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que d'un trop petit nombre de faits, de sorte que je fus peut être le seul 
à être vraiment convaincu qu'elle était juste. L'an dernier, M. Fasry 
a émis des idées analogues dans les Comptes Rendus (t 128) et 
M. Picarp y a publié aussi sur ce sujet quelques pages intéressantes; mais 
la manière dont il envisageait le problème était très différente de la 
mienne. J'espère que les résultats de ce Mémoire convaineront tous les 
lecteurs que la généralisation de la théorie du prolongement analytique 
s'impose nécessairement à l'attention des géomètres: l'observation attentive 
des faits analytiques y conduit naturellement; on voit la fonction ana- 
lytique traverser, par des passages infiniment étroits, la coupure qui pa- 
raissait infranchissable. 

Il serait superflu autant que prématuré de discuter ici l'importance 
que pourra prendre en analyse cette nouvelle théorie; il est, sans doute, 
inutile de dire que je n'ai jamais pensé que ces fonctions à singularités 
compliquées puissent devenir jamais aussi importantes que les fonctions 
analvtiques les plus simples: polynomes, fonctions entières, méromorphes, 
algébriques, abéliennes. Mais leur étude ne devrait-elle servir qu'à élargir 
notre concept de la fonction de variable complexe, il me semble qu'elle ne 
serait pas inutile. 


74. Au point de vue des variables réelles, nous avons appris à con- 
naître une catégorie peut être intéressante de fonctions de variables réelles 
pourvues de dérivées de tout ordre: ce sont les fonctions (M) qui com- 
prennent comme cas particulier les fonctions analytiques et qui, comme 
ces dernières, sont complètement déterminées lorsqu'on connait, en un point, 
leur valeur et celles de leurs dérivées. 

Il est clair que, pour les fonctions définies expérimentalement, la 
question de savoir si elles sont ou non analytiques est complètement dé- 
pourvue de sens; on peut les représenter avec une approximation supérieure 
aux erreurs d'expérience par une formule d'espèce quelconque, pourvu 
qu'elle renferme assez d'indéterminées. Mais certaines formes peuvent être 
préférables, c’est à dire donner avec moins d'indéterminées une approxima- 
tion plus grande; le but des théories physiques est souvent de déterminer 
à priori ees formes, dont l'expérience permet ensuite de calculer les coeffi- 
cients. Il est dès lors légitime de se demander s'il est préférable de 
prendre les premiers termes du développement en série d’une fonction ana- 


382 Emile Borel. 


lytique, ou d'une fonction (JZ), ou de toute autre catégorie de fonetions 
que lon pourrait définir. En ce sens, la distinction entre ces diverses 
catégories peut ne pas rester spéculative, mais avoir des conséquences pra- 


tiques dans l'étude des phénomènes naturels. ? 


75. Enfin signalons en terminant que, le théorème de M. Mrrrac- 
Lerrcer pouvant être étendu? aux fonctions de plusieurs variables complexes, 
on peut leur étendre aussi la théorie des fonctions (M). En particulier, 
en nous bornant aux variables réelles, il existe des fonctions de deux va- 
riables réelles x et y, qui ne sont analytiques pour aucun système de 
valeurs de ces variables et qui sont cependant telles que la connaissance, 
en un point, de leur valeur et de la valeur de toutes leurs dérivées par- 
tielles, permet de former une série de polynomes convergeant uniformé- 
ment, ainsi que toutes ses dérivées, dans toute région finie du plan, et 
représentant la fonction considérée dans tout le plan. 

On peut dès lors se poser bien des questions, qui paraissent malheureuse- 
ment difficiles à aborder. Par exemple, on peut, comme me l'a fait ob- 
server M. PAINLEVÉ, se demander si l'équation différentielle 


dans laquelle f(x, y) est une fonction (M) de ses deux arguments, définit 
pour y une fonction (JZ) de x, auquel cas la méthode de Brior et BovquET 
permet évidemment de calculer les dérivées successives de y par rapport 


à æ et de former, par suite, le développement de y en série de polynomes. 
Paris, le 17 mai 1900. 





J'ai déjà remarqué dans ma Thèse que le potentiel d'un corps de masse fini, 





1 


qui serait formé d’une infinité de molécules, se présente sous la forme: 








ww 
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n=1 
c'est à dire sous une forme tout à fait analogue à celle des séries de fractions ration- 
nelles que nous avons étudiées, puisque la série ZA, est ici convergente. 

' La possibilité de cette extension a été signalée tout d'abord par M. Mrrrac- 
LEFFLER (Comptes Rendus, 5 mai 1899) Peu de temps aprés, M. PAINLEVE a 
indiqué une méthode de démonstration qui s'étend sans difficulté aux fonctions de 
plusieurs variables (Comptes Rendus, 23 mai 1899). M. MrrraG-LerFLer développera 
prochainement (dans une quatrième Note) les résultats qu'il possède à ce sujet. 


ADDITION AU MÉMOIRE 
SUR LES SÉRIES DE POLYNOMES ET DE FRACTIONS RATIONNELLES 


PAR 


EMILE BOREL 


à PARIS. 


Pendant que le mémoire précédent était à l'impression, je me suis 
aperçu que l'hypothèse de la convergence absolue des séries de polynomes, 
sur laquelle sont fondées les démonstrations de la seconde et de la troisième 
partie, n'est pas indispensable. Je n'ai pas cru cependant devoir refondre 
le mémoire, car cette hypothèse rend les démonstrations très simples et 
fait bien voir par suite la véritable origine des propositions que nous 
avons établies. 

Je me contenterai de montrer, dans le cas le plus simple, comment 
la démonstration peut être conduite, en supposant simplement la convergence 
uniforme, sans la supposer absolue; le lecteur se convainera sans peine que 
le même mode de démonstration permettrait d'établir, sous la seule hy- 
pothèse de la convergence wniforme, toutes les propositions démontrées 
dans le mémoire précédent, en supposant la convergence absolue et uniforme. 

Soit 





= ZP, (2) 


IST UT 


une série de polynomes uniformément convergente dans tout domaine fini 


ne traversant pas la coupure [+ 1... + oco]. Nous poserons 


3 P.(z) = Q,(2). 
1 
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Soit D, le domaine, couvert de hachures, limité 


par le cercle | z| — 26h par les droites 
| I 
arg. de 2 = YO 
> SLE 2q° 


La série (1) convergeant uniformément dans le domaine 





D, on peut trouver un nombre m tel que, quel que 


soit n> m et z dans D,, lon ait 





I 2 
=-e@l<: 


Soit, d’autre part M, la plus grande des quantites 





I 
| 9). 1 m BE D 


lorsque z est quelconque dans D, (chacune de ces quantités est finie dans 


D). On aura, dés lors (en supposant M, > 1), quel que soit z dans D, 


et quel que soit n 


eat 
n E PE Q, (2) — M,. 
Cela posé, prenons: 
E 2griyz A e4 
a, = € ; qi M, 
et considérons la série 
oo 
a A 
MT q 
Lee 
1 I 


Désignons par D/ le domaine qui se déduit de D, en di- 
visant par a, l'affiie de chacun de ses points et soit OA 


M q 
un rayon de longueur 2 intérieur à tous les D} (il existe 
o une infinité de tels rayons, la somme de la série convergente 
Q : NS RR N ES > re : 
> — étant inférieure à 27). En un point quelconque JZ 
ee 
de OA, l'on a, ce point M étant intérieur à Dis 
I | M 
> =a Q, (4,2) | < M, 


Addition au mémoire sur les séries de polynomes et de fractions rationnelles. 385 


quel que soit n. Donnons à x une valeur fixe, la série 


I 7 
E = — Q,(a,2) 


est convergente, et il en est de méme de la série 


Y = mile fu» (a,2) | 


q=1 





Ten 
I — Ag 


est évidemment convergente sur OA. Il en est donc de méme de la série 


oo 
ZA Qu? C 
dont nous désignerons la somme par 
G, (2). 


G,(z) est un polynome de même degré que Q,(z), dont on aurait pu 
démontrer l'existence d'autres maniéres. 

Nous allons montrer maintenant que G,(z) tend uniformément sur 
OA vers F(z), en désignant par F(z) la somme de la série, uniformément 
convergente * sur OA 


A 
F(z) E N E nun EDU. 3 


Soit e un nombre positif arbitraire; déterminons un nombre p tel que 
l'on ait 


t310 





M, 


OA, respectivement inférieurs à ceux de la série convergente 


On a supposé 4, — , M, > 1, les termes de la série F(z) sont done sur 
27497671 

o ELI : p. I 

car, à l'intérieur du domaine Dj, | 1 — a,2| est supérieur à m 

G 
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Il en résulte que l'on a, quel que soit le nombre entier n et quel que 
soit z sur OA 


D Im 





puisque 4, M, = e *. 
Choisissons maintenant le nombre » de telle manière que l'on ait, 


quel que soit » 2 m et quel que soit z sur OA 


q=? 
Ar ar, 
= I — 342 


q-p ^ 
x 4, Q, (a, z) < EE 
=] x 


Cela est possible, puis que les Q,(a,z) en nombre limité, tendent uniforme- 


ment sur OA vers ———. 
I — Ag? 


On aura dès lors, quel que soit # > m et quel que soit z sur OA 


2 I Q,(a,2) «€ 


cest à dire 


C. Q. F. D. 


Remarques. 


17. La fonction analytique F(z) que nous avons considérée a pour 
domaine d'existence le cercle de rayon 1. ‘La méme série de fractions 
rationnelles définit, au sens de WEIERSTRASS, une autre fonction analytique 
F(z) dont le domaine d'existence est la région du plan extérieure au cercle. 

2°. Si l'on pose 
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on a évidemment 
Ink CT Ci Ca. 


3°. La méme démonstration s'étendrait, sans modification essentielle 


aux dérivées de tous ordres d'un développement tel que f(z); en choisissant 


convenablement les .4, la série de polynomes converge en dehors du do- 


q 
maine d'existence, ainsi que toutes ses dérivées. 

4°. Avec les valeurs particulières que nous avons prises pour les q,, 
on prouverait aisément que toutes les droites issues de o et dont l'argu- 
ment est commensurable avec z, sont des droites de convergence uniforme, 
à lintérieur du cercle de rayon 2. Sur les parties de ces droites situées 
à l'extérieur du cercle de rayon un, la somme G,(z) de la série de po- 


lynomes est la fonction analytique F(z). 


St Paul, par Tournemire, Aveyron, le 4 septembre 1900. 
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SUR LA THÉORIE DES GROUPES 


PAR 


M. DUPORT 


à DIJON. 


Bien que la théorie des groupes continus de transformation ait fait 
l’objet de nombreux travaux, il ne semble pas que l'on soit arrivé encore 
au résultat final que comporte cette étude. Il résulte en effet du caractère 
fonctionnel des équations qui définissent un groupe que ce groupe doit 
forcément être cherché parmi des expressions précises renfermant des fonc- 
tions arbitraires, le cas le plus défavorable étant celui où ces expressions 
seraient les solutions d'un système précis d'équations aux dérivées partielles. 

L'analyse suivante où je me suis borné au cas d'un groupe d'une 
variable et un paramètre fera bien comprendre la partie générale des con- 
sidérations précédentes. Elle met en plus en évidence un fait nouveau, 
c'est l'existence de groupes continus n'admettant pas la substitution unité, 
malgré un changement de variable quelconque effectué sur le paramètre. 

Il s'agit de trouver une fonction y = f(x, a) telle que l'on ait 


Pinte BE RS 


c étant une fonction de a et de b. 
Or ee probléme est un cas particulier du suivant: exprimer que les 


équations 
y = f(x, à), 
(1) fiy , 4) = F(x, c), 
c — g(a, b) 


se réduisent à deux. 
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On a 


of "i T1 ^ di = di + = de, 


de = + Fda ti + ; db; 


on en tire 





ef, E oF dF [ae 9g | 
y E dx + — = du 35 — db = = da + 3r |o. da + 5 db |, 


d'où séparément 


FLAN AFS of, _ a ag 
(2) 9r dy Oa’ dy 94 9c Da’ 9b ^ cob 


Ces équations (2) doivent encore rentrer dans (1). 
On en tire 


oF af 
EL OMC 
aF og of 
dc da da 


ou bien, en prenant les logarithmes 
R(a , c) + S(a, b) = T(a, a). 


Si on suppose dans cette équation c remplacé par sa valeur en a et 5, 
elle doit devenir une identité. On en tire donc 


Cette équation ne contenant que z, « et c doit être une identité. On 
aura donc 
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dot 
or of 
ox , T 9 T 
ap^ M(c)N(x), 7 = P(a)N(z). 
9c da 


On en tire 
fle, a) —=elH(x)+ Ka), Fw, à — 9 |H(x) + L(c)] 
Les équations (1) peuvent alors être remplacées par les suivantes 
H(x) + K(a)— Q(y) — o, 
(3) H(«) + L(c) + Fy, 9) = o, 
c= (a, b). 
En retranchant la premiére de la seconde, on a 
(4) Fy, 9) + Q(u) + L(c) — Kla) = o. 
Si on suppose dans cette équation, € remplacé par sa valeur en a et b, 
elle doit être une identité; on a donc 


oF, 
oy 





(y, 4) + Q(y) = o 
dot 
Fy, b) = — Q(y) — D(b) 
et l'équation (4) devient 
— D(b) + L(c) — K(a) — o, 
et doit étre équivalente à 
c = e(a , D). 
En résumé le système (1) est équivalent aux équations suivantes 
H(z) + K(a) — Q(y) = o, 
(5) — Q(y) — D(b) + H(x) + L(c) = o, 
— D(b) + L(c) — K(a) =o 


qui se réduisent bien à deux. 
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Supposons maintenant que de plus f, f, et F soient la même fonc- 
tion des deux variables dont elles dépendent. 
Il sera nécessaire et suffisant que l'on ait 
e|H(y) + K(9)) = e[(H(«) + K(e)), 
€ étant, on se rappelle, la fonction inverse de Q. 
Cette équation peut s'écrire 
(6) » e[H(y) + K(5)) = e[Q(y) + K(c) — K(a)]. 
D'après cette équation, il faut d'abord que 
K(c) — K(a) 
soit une fonction de 5. Donc l'équation 
K(c) = K(a) + O(b). 
doit étre identique a 
L(o) = K(a) + D(b) 
On en tire 
L(e) = K(c) — a, 
O(b) = D(b) + 
a étant une constante. L'équation (6) devient 
g(H(y) + K(5)) = e[Q(v) + D(^) + al. 
On en tire 


Hy) Roby 
Cy) DG) SE 2 








puis 
H(y) = BQ) + r; 
K(b) = BD(b) + à 
B,7,9 étant de nouvelles constantes. Les équations (5) se reduisent à 
Q(y) = BQ(x) + r + BD(a) + 2, 
BD(c) — « = BD(a) + D(b) 
et l'équation (6) devient 


elBQ(y) + 7 + BD(b) + à] = e(Q(y) + D(b) + al. 
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Si on pose 


u 


= Q(y) + D(b) + a 
cette équation devient 
P(Bz + 7 + 0 — af) = el); 


y +9 peut être remplacé par une seule constante a’; on peut faire un 
changement de paramètre de façon à poser 
[o] y 


DIE ar DD) bU De) SG 
et les équations d'un groupe à un paramètre et une variable peuvent s écrire 
Q(y) = B[Q(x) + a] + «, 
pc = 5 + Ba + a. 
Dans ces équations la fonction ¢ inverse de Q satisfait à l'équation 
€ (Be + a^ — af) = ez). 
Les cas les plus remarquables sont: 
Te B= 1, CRC E 


on a la solution connue jusqu'ici où la fonction Q est complètement ar- 
bitraire. 


24 B= —1 “=a=o 


la fonction € inverse de Q doit être paire. 
Dans le cas général la solution peut, ainsi que me l'a fait remarquer 
M. E. Prcarp, s'écrire 


Q(y) — Q, (2) Seale 


@ et (Q, étant deux determinations d'une fonction z satisfaisant à l'équation 
e(z) = e(mz + n), 


m et n étant deux constantes arbitraires, A étant le paramètre. 
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CHARLES HERMITE. 


La mort de CHARLES HERMITE, survenue le 14 janvier dernier, a 
fait un grand vide dans le monde des mathématiciens. C'est qu'en effet, 
jusquau dernier moment, la plume infatigable d'Hermite n'avait cessé de 
produire et que toutes les publications sorties de sa main laborieuse con- 
tinuaient à porter cet inimitable cachet d'élégance algébrique qui distingua 
toujours ses ouvrages. Mais c'est surtout qu'aucun mathématicien n'a entre- 
tenu comme lui des relations toutes personelles avec un si grand nombre 
d'autres. Son énorme correspondance embrassait tous les pays où les ma- 
thématiques sont en honneur. Mathématiciens jeunes et vieux, distingués 
ou insignifiants, ces derniers pourvu qu'il les crit animés du véritable amour 
de notre science, tous trouvaient dans le vénérable vieillard un ami et un 
conseiller paternel, toujours prêt à accueillir avec un enthousiasme sincère 
toute communication qui lui paraissait contenir, si peu importante füt-elle, 
quelque pensée neuve. 

L'œuvre mathématique d’Hermite sera retracée dans le prochain nu- 
méro par la plume la plus autorisée, celle de M. E. Picarp, le successeur 
immédiat d'Hermite dans cette chaire de la Sorbonne que les mathéma- 
ticiens ont été habitués, durant les trente années qu'Hermite l'oceupa, à 
regarder comme un des premiers centres du travail mathématique con- 
temporain. 

Si les mathématiques ont atteint de nos jours dans la patrie d' Hermite 
un développement aussi remarquable tant par l'importance des ouvrages 
publiés que par le nombre considérable des travailleurs scientifiques, il faut 
sans aucun doute en attribuer, pour une trés grande part, le mérite à Charles 
Hermite, à ses conférences, à son enseignement et à son ascendant personnel. 
Cette revue a eu l'avantage de compter Hermite, comme aussi WEIERSTRASS, 
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pour l'un de ses fondateurs, et depuis lors elle a toujours eu en lui un 
de ses principaux protecteurs, qui nous à prêté en plus d'une occasion le 
plus énergique et le plus indispensable appui. 

Hermite était né à Dieuze (Lorraine) le 24 décembre 1822; il est 
mort à Paris le r4 janvier de cette année. Il fut nommé professeur a 
l'Ecole Normale Supérieure en 1862, professeur à l'Ecole Polytechnique 
en 1867, et occupa la chaire d'Algébre supérieure à la Sorbonne de 1869 
à 1807. Il était entré à l'Institut en 1856. Tels sont les traits extérieurs 
d'une vie qui fut entièrement consacrée à Ja science et dont les dates 
marquantes se confondent, pour le reste, avec celles de ses découvertes 
scientifiques. 

Il est à espérer qu'on ne tardera pas à voir paraître le recueil de 
toutes les publications mathématiques d'Hermite. Alors seulement on pourra 
juger combien il fut grand, et ce sera le plus beau monument qu'on 
puisse élever à sa mémoire. 

L'honneur et l'avantage de réaliser cette publication qui intéresse 


l'humanité entière reviennent à la France. 


Stockholm, mars r9or. 


Mittag- Lefrler. 
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